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1. Atomo de Hidrégeno usando operadores de
subida y bajada

Partimos de la expresion demostrada al final del apunte de la Teérica para
el operador de energia cinética de una particula de masa m:
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Definimos ahora un operador p, tal que cumple:

1. p, es hermitico.
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dejamos a les alumnes verificar que:
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cumple las tres condiciones y que en la representaciéon de posicién:
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Consideremos ahora el Hamiltoniano de un atomo Hydrogenoide con carga
nuclear Ze (si Z = 1 es Hidrégeno),
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donde se usan las unidades Gausianas, m es la masa del electrén (podria usarse
la masa reducida del electrén-nicleo, muy cercana a m) y e es la carga del
electrén.



Dado que {H, L? L.} forman un CCOC, los autoestados de este Hamilto-
nianos son
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radial angular

como
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obtenemos para la parte radial:
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ma? (del potencial centrifugo) y de lon-

= é (igualando unidades del potencial centrifugo y Coulom-

ap
biano), por lo que ag = meQ, denominado radio de Bohr (ag ~ 0,53 x 1071%m).
Para factorizar Hy, proponemos:

H, = 77730,2% (AZA@ + Cg)

donde:
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siendo ay y B¢ y ¢¢ reales a determinar. Calculemos AZAZ:

aj p; | oeprl . opr gl
AlA, = i(% +i Z}f - fw/i i pt
oF azﬁz aeﬂe
+ 75 5 - - +57)
2 2
_aj (pr . 1 a;j 2040
—z(hz“hlpw”rz‘ +h
pero [pr, 1] = — % [p,,r] = & por lo que
f pr (af - 1) 2a€ﬁé 2
A Ag > <52 + o) — , + 5



comparando ambas expresiones de Hy se debe verificar: ay(ay —1) =£(£+1) y
B¢ = 1, obteniendo como solucién positiva (la otra solucién no aporta nada
nuevo):
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Por lo que:
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Para calcular AgAZ sblo se necesita cambiar el signo del conmutador, por lo

que se obtiene ‘”(?‘2’*1) = (Z+12§2+2) lo que equivale a hacer Hy — Hyy; (la

definicién de oy y B¢ se mantiene), con lo cual:
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Multiplicando por A, por izquierda y por A, por derecha obtenemos:
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AHy = Hp Ay

Veamos que Ay es un operador escalera. Sea H; |E,¢) = E'|E,{) jqué estado es
A|E,0)? Apliquemos la ecuacién anterior sobre |E, £):

A¢H |E0) = Hey1 Ag |EL L)

EA¢|E,l) = He1Ag |EL L)

Por consiguiente A |F,{) es autoestado de Hyyq con el mismo autovalor E (la
energia no cambia). Interpretamos que la accién de A, transfiere energia de
rotaciéon en detrimento de la energia radial del electron. Se puede repetir el
proceso aplicando Agy1 (pues ahora el estado es |E, ¢ + 1)) y as{ sucesivamente
hasta obtener una o6rbita circula (de maximo momento angular o energia de
rotacién).

1.1. Niveles de energia

Claramente el proceso anterior no puede continuar indefinidamente pues la
energia estd fija. Sea £, (F) €l valor mdximo admisible dada una energia FE,
entonces:

Afmaw(E) |E, Emam(E» =0
pues no hay un |E, {pa.(E) + 1).

Tomando el médulo de esta ecuacién:
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por lo que la energia es
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donde se introdujo el niimero cuantico principal n
n=Llmaz +1

y la unidad de energia Rydberg (1Ry ~ 13,6eV). Esta férmula permite explicar
las frecuencias de las lineas de emisién del Hidrégeno observadas (transiciones
de niveles n’ — n),
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1.2. Funciones de Onda

Los autoestados se caracterizan por los tres ndmeros cuédnticos |ném). Co-
mo ¢ = 0,1, n—1y —¢ < m < /¢, se puede verificar que la degeneracion
de estos autoestados (sin contar el spin) es n?. En representacién de posicién
(Rpe(r) (rlnmy). Calculemos el estado circular Ry, —1(7) (£ = lypew =n — 1),
como es usual partimos de:
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cuya solucion es en general:
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La funcién de onda completa en representacién de posicién es:
wnlm(”') = Rnl(T)YZm(aa SD)

La constante de normalizacién se calculé usando la normalizacion del estado.

1.3. Operador de bajada

Podemos hacer el transpuesto conjugado de la relacién AgHy = Hp11Ag y la
aplicamos sobre el estado |E, ¢ + 1)

Ho AL |E 0 +1) = ATHy o |E 0+ 1)
— EAl|E £ +1)



de donde concluimos que A} |E, ¢+ 1) es autoestado de H; a menos de una
constante de normalizacién. De este modo podemos ir bajando los valores de
momento angular, a partir de la funcién de onda radial de médximo momento
angular, simplemente usando operadores diferenciales en forma sucesiva.
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