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1. Problema 3

El modelo de Jaynes—Cummings. Considere un dtomo de dos niveles |g)
y |e) cuyo Hamiltoniano puede tomarse como

hwa

Ha =" (le)el ~ Ig)gl) = "2

donde o, = |e)e| — |g)g| ¥ fws = E. — E4 es el gap entre los niveles del
atomo. El dtomo interactiia con un tnico modo del campo electromagnético
cuantizado en el interior de una cavidad. El Hamiltoniano del modo de campo
electromagnético es

Oz

1
He = hw, <aTa+ 2) ,

donde a' y a son operadores de creacién y destruccién de fotones. En la apro-
ximacion dipolar, la interaccién entre el dtomo y el campo electromagnético
se reduce a una interaccién entre el dipolo eléctrico del dtomo (d) y el campo
eléctrico en la cavidad (E), dada por Hi,, = —d - E. En la aproximacién de on-
da rotante (rotating wave approximation) se desprecian los términos que oscilan
rapidamente y la interaccién puede aproximarse como

hQ
Hiy = *Z’7 (0+ ®a—o_ ®aT),

donde o1 = |e)g|y o_ = UL De esta forma, el sistema completo estd descripto
por el Hamiltoniano de Jaynes—Cummings

hw 1 h$)
HJCZHA+H0+Him=7a02+ﬁwc (aTa+2> —igy (0y®a—o_®al).

(a) Definimos el operador niimero de excitaciones como
N =ala+ |e)e].

Escriba los autoestados y autovalores del operador N. ;Estdn degenerados
los autovalores de N7 Interprete el significado de este operador.



(b) Muestre que [N, Hyc] = 0 por lo que se puede elegir una base comiin de
autoestados (se interpreta que el nimero de excitaciones se conserva).

(¢) Aprovechando lo anterior, muestre que el problema de diagonalizar H;c
se reduce al problema de diagonalizar matrices de 2 x 2 correspondientes
a cada nimero de excitaciones n (n > 0), ;qué se tiene en el caso de cero
excitaciones?). Diagonalice el Hamiltoniano de Jaynes—Cummings en cada
subespacio invariante. Ayuda. Al ser un problema de dos estados podemos
usar lo conocido para diagonalizar un sistema general de dos estados, cuyo
Hamiltoniano se escribe en la base {le,n — 1) = |+),]|g,n) = |—)} como
H, = h(a, + by, - d) , donde a, = wen, b, = %2 + %\/ﬁy, la desintonia es
A = w, — w, y las matrices de Pauli se refieren a la base especificada.

(d) Especialice la solucién exacta de los autoestados y energias para los dos
siguientes limites: (i) la frecuencia de Bohr del dtomo w, coincide con la
de la cavidad w, (caso resonante). (ii) ambas frecuencias son muy distintas
(régimen dispersivo), |A] > Q, considerando independientemente los casos
A>0y A<O.

Solucién: (a) Como N = afa + |e)(e| es suma de operadores en distintos espa-
cios de Hilbert, los autoestados son producto tensorial de autoestados en cada
espacio de Hilbert: |e,n) y |g,n). Para obtener los autovalores:

N le,n) = a'ale,n) + |e)e] |e,n)

(n+1)|e,n)

siendo n entero (nimero de fotones) se agrega una unidad por le excitacién
atémica.

N |g,n) = a'alg, n) +[e)e| lg,n)

=nlg,n)

en este caso no hay excitaciéon atémica.

Para autovalor N = 0, es decir con 0 excitaciones, sélo tenemos un estado
lg,0) (autoestado no degenerado). Para autovalor N = n tenemos dos autoes-
tados posibles con el mismo autovalor: {|e,n —1),|g,n)}

El significado del observable N es que su autovalor provee el ntimero total
de excitaciones del campo y del atomo. Las excitaciones del campo son dadas
por el nimero de fotones, las del dtomo es 1 si estd en el nivel excitado |e) y 0
si estd en el fundamental |g).

(b) Podemos usar a'a = N — |e)e|, con lo que el Hamiltoniano no perturbado



Hy se escribe:

Hy=Hs+ He
h 1
= SWe0, + hwc(N + 7) — hwe |€><€|
2 2 ~—
T (I+02)
h
= h(UCN + §AO'Z

siendo A = w, — w, la desintonia.
Calculemos ahora [H ¢, N], dado que [Hyp, N] = 0:

[Hjc,N] = —i? [ora— o_a' ala+ leXel]
Q
= —ih— o4 [a,a’al + [0y, |eXella — o [al,a'a] —[o_, |e)e]] a’
2 —_— —_— Y

a —o+ —at g-

=0
Por consiguiente existe una base comtin de autoestados de Hjo y N.

(¢) Encontremos la base comin:

e Como |g,0) es autoestado no degenerado de N (autovalor cero), entonces es
inmediatamente autoestado de H j¢:

h
HJC |g,0> = _§(wa - wc) |g70>

Este es el estado fundamental del modelo de Jaynes-Cummings. La energia
proviene del estado fundamental del atomo y de la energia de punto cero del
campo.

e Los otros autoestados de Hjc los buscamos entre los autoestados de N.
Dada la doble degeneraciéon de estos ultimos, necesariamente los autoestados
comunes se encuentran en el subespacio de autoestados degenerados de N:
{le,n —1),|g,n)} con autovalor N =n, n > 1|H

La matriz del Hamiltoniano en la base de autoestados comunes se escribe
como una suma directa de Hamiltonianos H,,. Salvo Hy que es de dimension 1,
los otros H,, son de dimensién 2.

Una forma maés fisica de verlo es que el H;,; no altera el nimero de ex-
citaciones pues por ejemplo o_a' crea una excitacién del campo y quita una
excitacion atémica. Del mismo modo el término oia quita una excitacién del
campo y crea una excitacion atémica, por o que no se sale del subespacio con
numero de excitaciones definido.

1Otra forma de verlo es notar que: NHjc [N =n) = Hjc N |N =n) = nHjc [N = n), con
lo que Hjc |[N = n) es autoestado de N, es decir que pertenece al subespacio de degeneracion.



Para proseguir expresemos H j¢ sobre la base {|le,n — 1), |g,n)}:
Hjcle,n—1) = (Ho + Hint) le,n — 1)
= (hwen + SA) le,n—1) + z?\/mg,n)
Hjc  lg:n) = (Ho+ Hint) g, n)
= (oo — 2 lg,m) i "5 e — 1)

Lo que confirma lo previsto. Para expresar la acciéon de H j¢ en el subespacio
usamos los operadores H,,, y cambiamos a una nueva notacién de pseudo-spin :
le,n—1) = |4+) vy |g,n) — |—), con lo que:

h h
H,, = hw.nl + §AO'Z + §Qnay = ha,l + hb, - o
donde se define la frecuencia de Rabi en un campo electromagnético de n foto-
ne Qn, =Q/n, ap =wen y by = %2 + QT";Q = |b,|b,. Los autoestados de H,

se reducen a encontrar los autoestados de o - b,, problema que ya hicimos de
diversas formas (con y sin proyectores). Los autovalores son:

h
€ni:hwcn:|:§ A2+Q%
y los correspondientes autoestados son:
0 .0,
|n+) = cos 5 le,n — 1) + sin ¢ lg, m)
N, 0 i
|n—) = —sin 3 le,n — 1) + cos ¢ lg,m)

donde 6 y ¢ son los dngulos esféricos de by,. Como by, pertenece al plano y — z,
entonces ¢ = /2, por lo que ¥ = i. De la definicién de b,, obtenemos:

tanﬁz& — cosf = A

A VAZ + Q2
Usando que cosg = \/H"T"Sg y que sing = \/# obtenemos:

o

1 A
CosS—- =, |-+ —F———
2 \/2 2/ A2+ Q2

. 0 1 A
m-—- = _——
2 2 2,/A2+02

2Para n muy grandes, esta definicién es similar al caso semicldsico, pues la amplitud del
campo eléctrico es proporcional a /1 .




(d) e En el caso resonante con A = w, — w. = 0 los niveles de energia de Hy
inicialmente degenerados, se desdoblan €,+ = hw, £+ %Qn Para los autoestados
se tiene que 6/2 = mw/4:

1 1
n+)=—=le,n—1)+i—lg,n
) = 5 leun 1) +i= .m)

1 1
In—) = 7 le,n —1) iz |9, 1)

e En el régimen dispersivo A > Q, los niveles de energia de Hy, se separan

Ent ~ hwent %A(l + %) (linealmente en A, aunque la expansién es a segundo
orden en el pardmetro chico /A). Para los autoestados se tiene: i) si A > 0
(wg > we), cos(0/2) — 1,1i) si A < 0 (w, < we), sin(/2) — 1:

A > 0(wg > we) : n+) = le,n—1)  |n—) = i|g,n)
A < 0(wg < we) : [n+) = ilg,n) |n—)— —le,n—1)

Esto se observa en el grafico de energias:

Figura 1: Separacion del espectro en funcion de la desintonia A = wq — we. Limites
dispersivos.

La linea punteada son las energias sin H;,; en funcién de A. Sin interaccién
hay cruce de niveles si A = 0 (degeneracién) y los estados son los no perturbados.
Con interaccién los estados se intercambian de un extremo al otro, y el cruce
de energias se evita. Esto es usual pues la perturbacién (interaccién) rompe la
degeneraciéon como se verd en la guia de teoria de perturbaciones.



	Problema 3

