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1. Tensores irreducibles

Los operadores tensoriales irreducibles (también llamados esféricos) son un
conjunto de operadores caracterizados por un mismo rango (k) y por 2k + 1

componentes —k < g < k: Tq(k), que ante rotaciones satisface la siguiente relacién
(usamos R — R~ del apunte):

D(R) TP D (R) = > DU (R) T, (1)
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donde Dg]f;(R) son los elementos de matriz del operador de rotacién en el subes-

pacio de momento angular k, es decir Dg]fq) (R) = (kq¢'|D(R)|kq). Usando rota-
ciones infinitesimales se puede mostrar que esto es equivalente a

[ TP] = gt 1 TO] = /AR D a2 DT @)

2. Teorema de Wigner-Eckart

Este teorema relaciona elementos de matriz de todas las componentes de
un dado operador tensorial irreducible, entre estados con A, J? y J, definidos
(estos operadores forman un CCOC):

(o 3" /| T |a, jom) = (ksmalj'm’)y  T20 3)
(/5| T*|erg)

El coeficiente del lado derecho, o el elemento de matriz con doble barra, de-
nominado elemento de matriz reducido (a veces va con algin factor extra), no
dependen de m,m’,q. Toda la dependencia con estas proyecciones reside en el
coeficiente de Clebsh-Gordon.

El interés del teorema de Wigner-Eckart proviene de al menos dos implican-
cias:

i) Dados «, ', j,j" v k, conociendo un sélo elemento de matriz no nulo que
sirve para determinar el elemento de matriz reducido, se pueden encontrar todos



los (25 +1)(2k 4+ 1)(2j + 1) elementos de matriz usando la tabla de coeficientes
de Clebsh-Gordon.

ii) Como que los coeficientes de Clebsh-Gordon pueden ser no nulos sélo
sim’ =qg4+myl|j—kl <j <j+k, esto nos da un conjunto de reglas de
seleccion minimas para que haya una transicién mediada por la perturbacion
T q(k) (que depende del elemento de matriz de la perturbacién si esta se expresa
como tensor irreducible). Por ejemplo:

e Escalar: Téo) (este operador conmuta con J? y J,). Necesitamos que m’ = m
y que j' = j para tener un elemento de matriz posiblemente no nulo.

Una demostracién parte de considerar que Tq(k) |ajm) posee propiedades de
un estado producto de autoestados de momento angular ({k, ¢} y {j,m}). Si esto
fuera asi, formamos un candidato a tener momento angular J? y J, definidos
con ayuda de los coeficientes de Clebsh-Gordon:

@ ar) =Y TS [agm) (jk, mqlJM) (4)

m,q

Asumiendo por ahora la validez de esto (se demostrard luego), expandimos este
estado en una base completa autoestados de A, J? y .J.:

W) =Dl a0y O™ (5)
aplicando J4 sobre esta igualdad

M+ DR a41) = ZM+ Dh|o/J, M +1)

x O™ (6)

W) = o/ JM £ 1) CI5M (7)
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comparando y vemos que Ci]f&‘]’M =/ k’J’Mil, es decir estos coeficientes
no dependen de M por lo que ahora los denotamos Ti%‘]. Podemos despejar de
la relacién (multiplicamos por (JM|jk, mq) y sumando sobre J, M):

T Jajmy = 37 [0 yar) (JM|jk;ma)
JM

= > | IM) T (TM|jk;ma) 8)
JMa'!

proyectando sobre {a’j'm/| obtenemos el Teorema de Wigner-Eckart:

(o 3! | TS o, G, m) = (jkmalj'm!) T3 (9)

Finalmente, la prueba que |¥;,/) es autoestado de J? y J, se puede hacer
si probamos que:



J Vi) = hM |V ) (10)
Je|Winr) = b/ J(J +1) — M(M + 1) |9 s5/) (11)

La demostracién de es directa operando sobre con J,:

TAWo) =Y LTR  Jagm) (jk, mq|JM)
m,q S——
TP 1+ [ 1.1

= Z (hmTq(k) + thq(k)) lagm) (jk, mq|JM)
m,q

m-q
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del mismo modo para la demostracion de , operando sobre con Jy:

Jei[On) =Y T TP lagim) (jk, mq|.J M)
m,q H,—/
T§M Jart [J1, TV

= (h\/j(j + 1) —mmEOTH +h/k(k+1) —qlg+ I)Tq(k)>

lagm + 1) (jk, mg|J M)
=Y (W3 +1) = m(m F 1) (jk,m F 1q|JM) +

hk(k +1) — q(q F 1) (jk, mgq = 1|TM))TH (13)
= Ek(k+1) —q(qgF 1) (jk,mq £ 1|JM £ 1)) | ¥ ;/) (14)

donde la tultima igualdad surge de la relacién de recurrencia de los coeficientes
de Clebsh-Gordon.
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