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Generacion de estados coherentes en una cavidad. Considere una cavidad mono-modo de frecuen-
cia w, que se encuentra inicialmente en el estado del vacio |0) (es decir sin fotones). La cavidad se acopla con
una fuente de ondas electromagnéticas (clasicas) que oscilan con una frecuencia w,. El acoplamiento entre
la fuente y la cavidad,

H,=—A-J(t) =20Q(a + a') coswyt,

puede aproximarse bajo la aproximacién de onda rotante (es decir sin términos de alta frecuencia) por
iwpt —iwpt
H, =~ hQ(ae™r 4 ale=rt).

(a) Encuentre cudl es el estado cudntico del campo dentro de la cavidad después de un tiempo ¢. Para
ello, resuelva la ecuacién de Heisenberg para el operador de destruccion a, considerando primero el caso
we # wp. Muestre de esta forma que el estado a tiempo ¢ es un estado coherente |a(t)). ;Cudl es el
a(t) correspondiente? Para el caso resonante, w, = wp, tome el limite en el estado obtenido antes ;Qué
obtiene?; Como es la intensidad del campo a tiempos largos? Interprete.

Ayuda: la solucion de f'(t) = —iwf(t) —iQe™ ™ es f(t) = ce™™! + _L—e~™" con ¢ una constante de
integracion.

(b) Calcule el valor medio de fotones en la cavidad y la probabilidad de tener cero fotones en funcién del
tiempo. En particular, analice los valores que toman estas expresiones en el caso resonante e interprete.

(c¢) Finalmente, suponga que el estado inicial de la cavidad es un estado coherente |ag) v se acopla con el
campo clasico tal como antes. Muestre entonces que el estado de la cavidad a todo tiempo es un estado
coherente |a(t)) y encuentre el valor de |a(t)) .

Solucién:
Consideremos una cavidad con un tinico modo de frecuencia w,. y cuyo Hamiltoniano es

1
H, = hw, (aTa + 2) . (0.0.1)

Esta cavidad se acompla con una fuentes de ondas electromagnéticas cldsicas que oscilan con una fre-
cuencia wp. La interaccién entre el campo dentro de la cavidad y las ondas externas estd descripta por el
siguiente Hamiltoniano H,(t) = k2 (a + aT) coswpt. A esta interaccién se le puede aplicar la aproximacién
de onda rotante, la que ignora términos de alta frecuencia, y obtener

H,(t) ~ hQ (ae™r" + aTe*i‘“Pt) (0.0.2)

Finalmente, el Hamiltoniano total de este sistema es H(t) = H. + H,(t). Queremos ver entonces c6mo
evoluciona el sistema si inicialmente se encontraba en el estado |¢g) = |0), es decir que la cavidad no tenia
fotones. Recordemos que en la representacién de Schrodinger el estado evoluciona en el tiempo; mientras
que en la representaciéon de Heisenberg lo hacen los operadores. Vamos a usar estas dos ideas, de manera
adecuada, para resolver este problema.

En la representacién de Schrodinger, el estado evolucionado a tiempo t es |¢(t)) = U(t) |bo); donde U (t)
satisface

dU(t)
dt
Por otro lado, en la representacién de Heisenberg el operador de destruccién a tiempo t es

ih = HOU (). (0.0.3)

a(t) = UT(t)aU(t). (0.0.4)

Es sencillo derivar esta expresién y, utilizando (0.0.3]), obtener la siguiente ecuacién diferencial para a(t)

da(t)

i
BAT

=UT(t)aH)U(t) — UL (t)H(t)aU(2).

Desarrollando,
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mdzgﬂ = U (t) [a, H(t) U(t)
=U'(t) {hwea + hQe ™'} U(t)
da(t> . (), —twpt
o = —iwea(t) —iQe .

Usando la ayuda del ejercicio sabemos que la solucién es de la forma a(t) = Ae= ™t + %e’i‘*’l’t donde
D c
A es un operador independiente del tiempo ha determinar. Finalizamos pidiendo que a(0) = a, obteniendo

Q
Wp — We

Veamos que [¢(t)) es un estado coherente, es decir que a |1)(t)) = A(t) [1(t)).

a(t) = ae” ! + (e7trt —etenty (0.0.6)

aly(t)) = al(t) |0)
Ut(t)a(t)|0) donde U()UT(t) =1

Y —twplt _ —iwpt
PE— (e e )} |0)

L)

_ (e—iwpt _ e—iwpt) U(t) |0>

(0.0.7)
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aly(t))

(efiwpt _ efiwpt) W)(t» .

Wp — We

De manera que |1)(t)) es paralelo al estado coherente ‘w 2 (emiwnt — e_i“’Pt)>. Y dado que ambos tiene
—We

norma 1 estos dos estados solo difieren en una fase global la cual podemos ignorar. Finalmente el estado |0),
a tiempo ¢, evoluciona al estado coherente

Q

Wp — We

(1)) = U(t) [0) = (et — )> . (0.08)

Tomando wy, = wy + A ¥ we = wy — A podemos reescribir este estado como

A

Con esta reescritura de |1(t)) es sencillo calcular el valor medio de fotones dentro de la cavidad. Recor-
demos que (N) = |\|? para todo estado coherente |\). Entonces

9(t) = \‘”“At> . (0.0.9)

Q2
(N)(t) = ¥ sin? At (0.0.10)
2 n 2
Y la probabilidad de medir 0 fotones es Py(t) = |(0|\)|* = ‘6_% Yon 37(571,0 = ¢~ \”. Entonces
2 .
Py(t) = e~ azsin* At (0.0.11)

En los graficos de la figura [I| mostramos estas cantidades para A =10, A =1y A = 0.1 tomando 2 = 1.

Vemos que a medida que A — 0, es decir que nos acercamos al regimen de resonancia, (V) parece crecer
cuadréaticamente. Este fenémeno lo podemos ver a partir de (0.0.10). Recordando que 7+ ~ 1si 0 <z < 1,
es
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de A.

Figura 1: Evolucién temporal del valor medio de fotones y la probabilidad de medir 0 fotones dentro de la
cavidad. Para todos los casos se tomé 2 = 1. Ademds se considerd el tiempo ¢ (resp. las frecuencias A y
Q) proporcionales (resp. inversamente proporcionales) a alguna escala de tiempo, digase 7; con lo cual, los
pardmetros mostrados en estos gréficos, ¢,  y A, son adimensionales

(N)(t) =~ Q% (0.0.12)

Es decir que en para un intervalo de tiempo tal que At < 1, la intensidad del campo dentro de la cavidad
crece cuadraticamente. Equivalentemente, dado que ’E ‘ ~ |a| para un estado coherente |a), podemos decir

que la intensidad del campo eléctrico crece lineamente en el tiempo.
Para finalizar veamos que se puede generalizar el resultado (0.0.8]) para cualquier estado inicial coherente.
Si |tho) = |A) es un estado coherente entonces

alyp(t)) = U(t)a(t) |N)

. Q
=U(t) {aewct +

—twpt _ —iwpt
Wy — We (e © )} A (0.0.13)

2 (- e Lot

Wp — We

a () = {/\ .

De manera que |\) evoluciona al estado coherente ‘)\e’iwct + L (emiwrt — emiwnt) > Es decir que este

P c
acomplamiento entre la fuenta y la cavidad permite llevar el estado de 0 fotones a cualquier estado coherente
mediante sucesivos ajustes de §2; ya sea por cambio de intensidad (cambiar |€2]) o por cambio de polarizacién

(cambiar Q por —Q).



