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1. Tensores irreducibles

Los operadores tensoriales irreducibles (también llamados esféricos) son un
conjunto de operadores caracterizados por un mismo rango (k) y por 2k +
1 componentes —k < ¢ < k: Tq(k), que ante rotaciones satisface la siguiente
relacién (usamos R — R™! del apunte): Los operadores tensoriales irreducibles
(también llamados esféricos) son un conjunto de operadores caracterizados por
un mismo rango (k) y por 2k + 1 componentes —k < g < k: Tq(k), que ante
rotaciones satisface la siguiente relacién (usamos R — R~! del apunte):

k k
D(R) T DY (R) =Y DY) (R) T,

’

q

donde Dg’f; son los elementos de matriz del operador de rotacion en el subespacio
de momento angular k, es decir (kq¢'|D(R)|kq). Se puede mostrar que esto es
equivalente a

q

[JZ,T,;E’“)] = hqT (M, [Ji,Tq(’“)} =hV/k(k+1) —qlg £ T5).

2. Composicion de matrices de rotacion

3. Problema 15

Sean {TEIZ), TEIZ)H, A Tlgli)l, T,gk)} 2k + 1 operadores. Decimos que Tq(k) son

las componentes de un tensor esférico irreducible de rango k si ante rotaciones
k
Tq( ) se transforma de la forma

D(R) T™ DY(R) =Y DY) (R) T,
q/

donde Dé’f; son los elementos de matriz del operador de rotacion en el subespacio

de momento angular k, es decir (kq'|D(R)|kq). Se puede mostrar que esto es



equivalente a

(a)

TP | = hat®, 1 TP] = h/kE D = ale £ DT

Verifique que si V' es un operador vectorial, entonces los operadores Vq(l)

dados por
1 V, £V,
Vj(:l) = :FTy, Vo=V,

definen un tensor esférico irreducible de rango 1.

Sea V un operador vectorial. Considere los arménicos esféricos Y, (z, y, z)

en coordenadas cartesianas y sean \/21(1), qg = —1,0, 1, operadores definidos
de la forma
V(I(l) = Tqu (V:w Vyv Vz) ’

(es decir que en la férmula de los arménicos esféricos sustituimos las va-
riables z; por los respectivos operadores V;). Verifique entonces que los
1 f .
operadores Vq( ) definen un tensor esférico irreducible de rango 1.
Suponiendo que las componentes de V' conmutan entre si y haciendo uso
del hecho que los armoénicos esféricos ante rotaciones se transforman de la
forma o
m my/ __ l m’
m/
discuta por qué la sustitucién Vq( ) = rkqu(Vx, Vy,V.) en los arménicos
esféricos escritos en coordenadas cartesianas nos define un tensor esférico
irreducible de rango k.

Solucion:

4.

Problema 16

Sean V(*1) v W (#2) dos tensores esféricos irreducibles de rango k; y ks, respec-
tivamente.

(a)

(b)

Muestre entonces que los operadores Tq(k), dados por
T = Z VIEIWE) (ke ky; 1 ga|kq)
q1,92

forman un tensor esférico irreducible de rango k. Para ello, estudie cémo
transforma T) ante rotaciones.

A partir de la expresién del inciso anterior, concluya que el producto V;W;
de las componentes de dos operadores vectoriales V' y W se puede escribir
como la suma de un escalar, otro vector y un tensor esférico de rango 2.



(c) Sean V' 'y W dos operadores vectoriales. Construya, a partir de estos
dos operadores y utilizando el inciso (a), tensores esféricos irreducibles de
rango 0, rango 1 y rango 2 expresados en términos de los productos de
las componentes V; y W;. En particular, si V = W = R es el operador
posicién, muestre que el tensor de rango 2 que se obtiene es, a menos de
un factor, el operador momento cuadrupolar eléctrico.

Solucién:

Hay dos formas de plantear el problema, usando las propiedades del los
operadores tensoriales irreducibles ante rotaciones finitas o ante rotaciones infi-
nitesimales (relaciénes de conmutacién). Esta tltima forma es mas compacta.
(a) Debemos probar que dados:

[ Vi | = ha v, [ V] = (e 1) =l = D Ve,

oW | = W), [T Wi | = i/ka(k 1) — a2 £ D WS,

entonces se cumple:

[JZ,T,;E’“)] = hqTV, [Ji,Tq(’“)} =h/k(k+1) —qlg £ TE).

q

)

La idea es introducir la definicién del enunciado para Tq( en las relaciones de

conmutacion.

i)Probar la primera relacién es un buen ejercicio para les alumnes, deben usar
propiedades de conmutadores: [J, Vq(lkl)Wq(fz)} = [Js, Vq(lkl)]Wq(fz)—H/q(lkl) [J2, Wq(fQ)].
ii) Procedemos a probar la segunda relacién.

[, 7] = 37 ([ VI W) v L1, W] ) ks angalea)
91,92
= Z (h/k1(k1 +1) — qi(q1 £ 1) V:](lkil)lwt](f2)+

q1,92
h\/k2(k2 +1) —q2(q2 £ 1) Vq(lkl)Wq(fi)l) (k1k2; q1q2|kq)
= Z (hky(ky +1) — qa(qr T 1) (kikas o F 1, galkq) +

q1,92

hka(ka + 1) — g2(q2 F 1) (kika; a1, g2 F 1]kq)) VI W E2)

=hm/k(k+1) —qlqt ) TH),.

q

donde en la dltima igualdad se usa la recurrencia de los coeficientes de Clebsh-

Gordon y la definicién de los Tq(k).

(b) Si k1 =1y ko =1 entonces |k — ka| < k < kj + ko implicak=0,k=10
k = 2. El tensor de rango k = 0 es un escalar (una componente independiente),



el de rango k = 1 es un vector (tres componentes independientes, veremos que
esté relacionado al producto vectorial V' X W) y el tensor de rango k = 2 es
un tensor simétrico de traza nula (cinco componentes independientes pues hay
cuatro condiciones). En total se obtienen las nueve componentes independientes
que se obtienen de hacer los productos de componentes de dos vectores.

(¢) Como se vio en el Problema 15, con las componentes de un vector formamos
dos tensores de rango k = 1:

V, £iV,

Vv v =
V2

Wy =W Wi ==

Usaremos la composicion de tensores irreducibles para formar tensores de rango
k=0,1,2.
e k=0 (escalar)

79 = vOw® (111 - 1]00) + VW (11;00/00) +V WD (11:1 — 1]00)
—— N—— ——
\/4/3 —\/1/3 V/1/3

171 1
=-3 §(Vw + V) (W —iW,) + V. W, + §(Vm — iVy)(Wy +iWy)
1 1
:—g(VwWI—i—VyWy+Vsz):—§V-W

e k=1 (vector)
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