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1. Tensores irreducibles

Los operadores tensoriales irreducibles (también llamados esféricos) son un
conjunto de operadores caracterizados por un mismo rango (k) y por 2k +

1 componentes −k ≤ q ≤ k: T
(
qk), que ante rotaciones satisface la siguiente

relación (usamos R → R−1 del apunte): Los operadores tensoriales irreducibles
(también llamados esféricos) son un conjunto de operadores caracterizados por

un mismo rango (k) y por 2k + 1 componentes −k ≤ q ≤ k: T
(
qk), que ante

rotaciones satisface la siguiente relación (usamos R → R−1 del apunte):

D (R) T (k)
q D† (R) =

∑
q′

D(k)
q′q (R) T

(k)
q′ ,

donde D(k)
q′q son los elementos de matriz del operador de rotación en el subespacio

de momento angular k, es decir ⟨kq′|D(R)|kq⟩. Se puede mostrar que esto es
equivalente a[

Jz, T
(k)
q

]
= ℏqT (k)

q ,
[
J±, T

(k)
q

]
= ℏ

√
k(k + 1)− q(q ± 1)T

(k)
q±1.

2. Composición de matrices de rotación

3. Problema 15

Sean {T (k)
−k , T

(k)
−k+1, . . . , T

(k)
k−1, T

(k)
k } 2k+1 operadores. Decimos que T

(k)
q son

las componentes de un tensor esférico irreducible de rango k si ante rotaciones

T
(k)
q se transforma de la forma

D (R) T (k)
q D† (R) =

∑
q′

D(k)
q′q (R) T

(k)
q′ ,

donde D(k)
q′q son los elementos de matriz del operador de rotación en el subespacio

de momento angular k, es decir ⟨kq′|D(R)|kq⟩. Se puede mostrar que esto es
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equivalente a[
Jz, T

(k)
q

]
= ℏqT (k)

q ,
[
J±, T

(k)
q

]
= ℏ

√
k(k + 1)− q(q ± 1)T

(k)
q±1.

(a) Verifique que si V es un operador vectorial, entonces los operadores V
(1)
q

dados por

V
(1)
±1 = ∓Vx ± iVy√

2
, V0 = Vz,

definen un tensor esférico irreducible de rango 1.

(b) Sea V un operador vectorial. Considere los armónicos esféricos Y m
l=1(x, y, z)

en coordenadas cartesianas y sean V
(1)
q , q = −1, 0, 1, operadores definidos

de la forma
V (1)
q = rY q

1 (Vx, Vy, Vz) ,

(es decir que en la fórmula de los armónicos esféricos sustituimos las va-
riables xi por los respectivos operadores Vi). Verifique entonces que los

operadores V
(1)
q definen un tensor esférico irreducible de rango 1.

(c) Suponiendo que las componentes de V conmutan entre śı y haciendo uso
del hecho que los armónicos esféricos ante rotaciones se transforman de la
forma

Y m
l −−−−−→

R
(Y m

l )
′
=

∑
m′

D(l)
m′m (R) Y m′

l ,

discuta por qué la sustitución V
(k)
q = rkY q

k (Vx, Vy, Vz) en los armónicos
esféricos escritos en coordenadas cartesianas nos define un tensor esférico
irreducible de rango k.

Solución:

4. Problema 16

Sean V (k1) y W (k2) dos tensores esféricos irreducibles de rango k1 y k2, respec-
tivamente.

(a) Muestre entonces que los operadores T
(k)
q , dados por

T (k)
q =

∑
q1,q2

V (k1)
q1 W (k2)

q2 ⟨k1k2; q1q2|kq⟩ ,

forman un tensor esférico irreducible de rango k. Para ello, estudie cómo
transforma T (k) ante rotaciones.

(b) A partir de la expresión del inciso anterior, concluya que el producto ViWj

de las componentes de dos operadores vectoriales V y W se puede escribir
como la suma de un escalar, otro vector y un tensor esférico de rango 2.
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(c) Sean V y W dos operadores vectoriales. Construya, a partir de estos
dos operadores y utilizando el inciso (a), tensores esféricos irreducibles de
rango 0, rango 1 y rango 2 expresados en términos de los productos de
las componentes Vi y Wj . En particular, si V = W = R es el operador
posición, muestre que el tensor de rango 2 que se obtiene es, a menos de
un factor, el operador momento cuadrupolar eléctrico.

Solución:
Hay dos formas de plantear el problema, usando las propiedades del los

operadores tensoriales irreducibles ante rotaciones finitas o ante rotaciones infi-
nitesimales (relaciónes de conmutación). Esta última forma es mas compacta.
(a) Debemos probar que dados:[
Jz, V

(k1)
q1

]
= ℏq1V (k1)

q1 ,
[
J±, V

(k1)
q1

]
= ℏ

√
k1(k1 + 1)− q1(q1 ± 1)V

(k1)
q1±1[

Jz,W
(k2)
q2

]
= ℏq2W (k2)

q2 ,
[
J±,W

(k2)
q2

]
= ℏ

√
k2(k2 + 1)− q2(q2 ± 1)W

(k2)
q2±1

entonces se cumple:[
Jz, T

(k)
q

]
= ℏqT (k)

q ,
[
J±, T

(k)
q

]
= ℏ

√
k(k + 1)− q(q ± 1)T

(k)
q±1.

La idea es introducir la definición del enunciado para T
(k)
q en las relaciones de

conmutación.

i)Probar la primera relación es un buen ejercicio para les alumnes, deben usar

propiedades de conmutadores: [Jz, V
(k1)
q1 W

(k2)
q2 ] = [Jz, V

(k1)
q1 ]W

(k2)
q2 +V

(k1)
q1 [Jz,W

(k2)
q2 ].

ii) Procedemos a probar la segunda relación.[
J±, T

(k)
q

]
=

∑
q1,q2

([
J±, V

(k1)
q1

]
W (k2)

q2 + V (k1)
q1

[
J±,W

(k2)
q2

])
⟨k1k2; q1q2|kq⟩

=
∑
q1,q2

(ℏ
√
k1(k1 + 1)− q1(q1 ± 1)V

(k1)
q1±1W

(k2)
q2 +

ℏ
√
k2(k2 + 1)− q2(q2 ± 1)V (k1)

q1 W
(k2)
q2±1) ⟨k1k2; q1q2|kq⟩

=
∑
q1,q2

(ℏ
√
k1(k1 + 1)− q1(q1 ∓ 1) ⟨k1k2; q1 ∓ 1, q2|kq⟩+

ℏ
√
k2(k2 + 1)− q2(q2 ∓ 1) ⟨k1k2; q1, q2 ∓ 1|kq⟩)V (k1)

q1 W (k2)
q2

= ℏ
√
k(k + 1)− q(q ± 1)T

(k)
q±1.

donde en la última igualdad se usa la recurrencia de los coeficientes de Clebsh-

Gordon y la definición de los T
(k)
q .

(b) Si k1 = 1 y k2 = 1 entonces |k1 − k2| ≤ k ≤ k1 + k2 implica k = 0, k = 1 o
k = 2. El tensor de rango k = 0 es un escalar (una componente independiente),
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el de rango k = 1 es un vector (tres componentes independientes, veremos que
está relacionado al producto vectorial V × W ) y el tensor de rango k = 2 es
un tensor simétrico de traza nula (cinco componentes independientes pues hay
cuatro condiciones). En total se obtienen las nueve componentes independientes
que se obtienen de hacer los productos de componentes de dos vectores.

(c) Como se vio en el Problema 15, con las componentes de un vector formamos
dos tensores de rango k = 1:

V
(1)
0 = Vz V

(1)
±1 = ∓Vx ± iVy√

2

W
(1)
0 = Wz W

(1)
±1 = ∓Wx ± iWy√

2

Usaremos la composición de tensores irreducibles para formar tensores de rango
k = 0, 1, 2.

• k=0 (escalar)

T 0
0 = V

(1)
1 W

(1)
−1 ⟨11; 1− 1|00⟩︸ ︷︷ ︸√

4/3

+V
(1)
0 W

(1)
0 ⟨11; 00|00⟩︸ ︷︷ ︸

−
√

1/3

+V
(1)
−1 W

(1)
1 ⟨11; 1− 1|00⟩︸ ︷︷ ︸√

1/3

= −1

3

[
1

2
(Vx + iVy)(Wx − iWy) + VzWz +

1

2
(Vx − iVy)(Wx + iWy)

]
= −1

3
(VxWx + VyWy + VzWz) = −1

3
V ·W

• k=1 (vector)
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