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1. Problema 1

Este problema repasa algunos de los experimentos tipo Stern-Gerlach, que son utilizados
para motivar el uso de un espacio vectorial complejo como lenguaje para describir la Mecédnica
Cuéntica.

Lo presentamos en clase usando el programa QM Spins| Este programa de simulacién requie-
re Java. La notacién es ligeramente distinta a la de clase, pero es clara. Usando el experimento
bésico:

Figura 1: Esquema de experimento tipo Stern Gerlach bdsico del programa de simulaciéon QM Spins

En este esquema se analiza el spin en la direccién z, y los dos resultados posibles se muestran
a la derecha de la caja, finalmente las flechas llevan a detectores que cuentan el ntimero de
atomos en cada canal. En la simulacion el niimero de atomos detectados en ambos contadores,
era similar dentro de una variabilidad estadistica. Se propone a los alumnos hacer los esquemas
del problema y capturar las figuras de sus resultados.

Hice corridas de 10000 &tomos a la salida del horno y los resultados se muestran para cada
caso en la Figura 2.

Se deja a los alumnos el cdlculo de las frecuencias de la simulacién y su comparacién con
las probabilidades tedricas.

La ultima secuencia muestra la necesidad de considerar suma de amplitudes cuando no se
hace una determinacién (medicién) efectiva de lo dtomos (existe interferencia).

2. Problema 2

En un espacio vectorial complejo de dimensién 2 considere los operadores o, 0y, 0., que en
la base ortonormal {|+), |—)}E| con

1Se introduce la notacién de ket, [+, %) = 0a v |-, 7)


http://sites.science.oregonstate.edu/~mcintyre/ph425/spins/

Figura 2: Esquemas de experimentos tipo Stern Gerlach del programa de simulacién QM Spins

se representan mediante las matrices

0 1 0 —1 1 0
O'wzo'lz 1 0 ) Uy:U2: Z O ? 02203: 0 71 N

Estas tres matrices se conocen como matrices de Pauls.

(a) ¢{Son hermiticas estas matrices? Halle sus autovalores y autovectores en esta base.

Por inspecciéon son matrices hermiticas, pues son auto-adjuntas: la matriz es igual a su
transpuesta conjugada: o; = ol* = 03 . Como tal, poseen autovalores reales. Vemos que
en esta base o3 es diagonal, por lo que sus autovectores son |+) y sus autovalores son +1,
respectivamente. Se puede verificar (un célculo de autovectores y autovalores lo haremos

en el Problema 3):
(2 D) =5 ()

5(1)-C ()5 ()



3.

de donde se deducen los autovalores (+1) de cada matriz de Pauli junto a sus correspon-
dientes autovectores (siendo 1/+/2 el correcto factor de normalizacion).

Es 1til ver que se satisfacen las siguientes propiedades:

o2 =), oal) = =£i[F)]

Verifique que se satisfacen las siguientes propiedades

det(ox) = —1, producto de autovalores y por célculo
tr(og) = 0, suma de autovalores y por cédlculo
J? =1, en la base en que es diagonal es directo, como es I vale en
cualquier base. Hacer el calculo.
00, = 1€;501 + 10, el caso k = j sigue de 01»2 =1, hay que calcular
0109 = 103 = —0201, 0203 = 101 = —0302, 0301 = 10y = —0103 ,
[0i,0;] = 2i€; 0, ¥ {0i,05} = 26,51, de lo anterior y que €55 = —¢€;jk,
donde I representa a la matriz identidad, k = 1,2,3 (z,y, 2), €1 es el simbolo de Levi-

Civital §;; es la delta de Kronecker. Se usé la notacién de que indice repetido es una suma
sobre dicho indice de 1 a 3 (notacién de Einstein caso 3D).

Utilizando las propiedades anteriores muestre que dados dos vectores @ = (@, ay,a.),
b = (bs, by, b.), vale que

’(aoa)(b-a):a~b]I+i(a><b)o"

donde o = (04,0y,0;).
Usando la notacién en la que el indice repetido es una suma sobre dicho indice:

(a . G)(b . O') = a]‘O'jka'k = ajka'jO'k
= ajbk(iEjklO'l —+ ]Iéjk) = ajij —+ ijlajbk(fl
=a-bl+i(axXb)oy=a-bl+i(axb) o

Dadas las matrices da Pauli, podemos definir los operadores S; = gai. (Cuales son sus

autoestados y sus autovalores? ; Cémo se relacionan con los estados y posibles valores de
spin 1/2 7

Los autoestados (autovectores) son los mismos, el autovalor se obtiene multiplicando +1
por el factor %i/2.

Problema 3

Dado un versor 7, buscamos encontrar los autoestados y autovalores del operador 71 - o.
Para ello, consideraremos dos posibles caminos. El método del proyector se vera mas adelante.

1.

En primer lugar, escriba explicitamente la representacién matricial del operador 71 - o,y
resuelva el problema estdndar de autovalores y autovectores. Use la parametrizacion de
71 en angulos polares «, (8 de la figura.

N -0 =Ng0; +Nyoy + N0,

0 1 0 —i 10
(o) (@9) el 5

. N, Ng — 1My
Ng + 1Ny —n,


https://es.wikipedia.org/wiki/Simbolo_de_Levi_Civita
https://es.wikipedia.org/wiki/Simbolo_de_Levi_Civita

Solucién Para resolver el problema de autovectores y autovalores:
o [Yx) =As) = (o= AD)|Py) =0
Para obtener una solucién no trivial (no nula), pedimos que |- o — A\I| =0

nzi)\ nT*Zny :)\Q—nz——ni—niz)\Q—l — A==+1

Ng +iny  —ny— A X ,
-1

Encontraremos el autovector correspondiente al autovalor A = +1. A menos de una cons-

tante de normalizacién proponemos

o) = 1)+l = ()

de modo que la ecuaciéon que determina -y es:
n,—1 ng—iny 1y [0 (1)
ng+in, -n,—1J)\y) \0

. 1—n, 1 —cosf sin(B/2) ;
B 1 - _ _ | _1 g _ 1o’
n + (e —inyg) = 0=~ ng —iny  sinfe'  cos(5/2) ‘

igualando la primera fila:

donde se usaron las identidades: 1 —n, = 1 —cos 3 = 2sin® /2 y ng — in, = sin B(cos o —
isina) = 2sin(3/2) cos(5/2)e .

Finalmente para normalizar es suficiente multiplicar por cos(f/2), obteniéndose:

[0) = ) = cos(8/2) ) + sin(8/2)e =) = (ol 2), )

Verificaciones:

= Si 8 =0, obtenemos |+), en este caso 7o = £ por lo cual es correcto.
» Sif=m/2,y a =0 obtenemos |+, &). Lo mismo si cambiamos a o = 7/2 se obtiene
+.9).

Tarea: Probar que el autovector con A = —1 es:

1) = | 2) = sin(B/2) [+) — cos(B/2)e " |-) = (_ “55//55)

4. Problema 4

Usando los resultados del problema anterior encuentre los autoestados y autovalores del
spin en una direccién 72 cualquiera, S - 7fi. Demuestre que si medimos la componente Sz v
luego la componente S, la probabilidad de obtener Sy;, = % dado que obtuvimos Sp = %

es P (S = +|Sa =+) = 1 (1 + A - 1h).

Recordemos la regla de Born para el cdlculo de probabilidades:

P (Sw = 4|57 = 4) = | (/, S|+, Sa) |



donde se introdujo la notacién de braket para el producto escalar (la teérica lo formalizard

la préxima clase):

(I+ S} s [+, 54)) = (+, Sml+, Sa)

Dado que los autoestados de Sy son los mismos que los de o - 71, podemos usar el resultado

del problema anterior:

|4+, 7) = cos(B1/2) |[+) + sin(B1/2)e " | =) := <Si§(();§€12§zi)a1>

|+, 1M) = cos(B2/2) |+) + sin(Bz/2)e” " | =) = (blz?;g%?%)

podemos evaluar el transpuesto conjugado de esta tltima expresion

(+. 1] = cos(B2/2) (+]| + sin(Bz/2)e™"*2 (| := (cos(B2/2), sin(B2/2)e~***)

Finalmente el producto escalar ("braket™)

(+, M|+, 7)) = cos(B1/2) cos(P2/2) + sin(B1/2) sin(ﬁg/Q)e_i(o‘l_‘”)

= e'(e=a2)/2 | o5(8, /2) cos(B2/2) e~ Ha—a2)/2 +

cos[(a1—an)/2]—isin[(a1 —az2)/2]

sin(B1/2) sin(3/2) gilar—a2)/2
cos[(a1—a)/2]4isin[(a1 —az) /2]
= '(*1792)/2 (cos(ar — az) /2] cos[(Br — Ba) /2] —
isin[(aq — ag)/2] cos[(B1 + 52)/2])

al tomar el médulo cuadrado de esta expresion la fase global no interviene y tenemos:

- | <+,T7’L|+,ﬁ> |2
cos?[(ay — az)/2]  cos?[(B1 — B2)/2]
—_—
1+ cos(By — fB2))
———

cos B1 cos Bg+sin B sin Bg

+sin®[(ar —ag) /2] cos®[(B1 + B2)/2]
—

1+ cos(Bi+B2) )
—_——

cos 31 cos B9 —sin 1 sin By

(1 4 cos 31 cos B2 + sin By sin B cos(ag — az))

DN | =

en la ultima igualdad identificamos el producto escalar m - fi, por lo que finalmente

1
P(Sm:+|5ﬁ:+):§(l+ﬁ’l'ﬁ)

En la clase se simplificé el calculo usando la isotropia del espacio, y eligiendo como eje 2 a

la direccién de vector m. El resultado es inmediato: cosz(g) =1(14cosB)=L11+m n)



Casos especiales:
s Si " = 7, entonces P = 1 como corresponde.

s Si M = —n, entonces P = 0, los autoestados son ortogonales, si los versores estan en
direcciones opuestas.

= Si -7 = 0, entonces P = % Esto es, cuando 1 es ortogonal a 7 entonces si el
sistema estd en un autoestado de S - i con autovalor h/2 es equiprobable encontralo
con autovalores +//2 en la direccién 7. Debido a esta propiedad, se dice que las bases
correspondientes a direcciones ortogonales son mutuamente insesgadas. Como hay tres
direcciones ortogonales posibles en el espacio, los autoestados de la proyecciéon de spin
sobre estas direcciones son bases mutuamente insesgadas.
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