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Problema 10. Incerteza minima y paquetes Gaussianos. Decimos que
un estado |Y> es un paquete Gaussiano si su funcidn de onda es de

la forma

1 ip, X
(2”0_ 2)1/4exp( h )eXp
donde x, , po , O, € R.

(a) Verifique que la densidad de probabilidad en x es una densidad

(_(X_X0)2>

40,

X

<x |¢P>=

de probabilidad normal con valor medio x, y desviacién esténdar O,.

(b) Verifique que la densidad de probabilidad en p, |<p|y>|*=|y(p) |°
es una densidad normal con valor de expectacidén p, y desviaciédn
estandar O, = A/ (20, ).

(c) Usando lo anterior verifique que el pagquete de onda Gaussiano
satisface la relacidén de incerteza posicidén-momento minima Sdv (x)
Sdv (p) = h/2, donde Sdv(-) = JVar- es la desviacién estéandar.

(d) Muestre que la condicidédn necesaria para tener incerteza
minima, Ax|y> = cAp|y>, con Ax = x — <x>, andlogamente para Ap vy
c imaginario, se satisface.

(e) Finalmente, partiendo de la condicidén necesaria para tener un
paquete de incerteza minima Ax|y> = clAp|y>, demuestre que todo
estado [|Y> que satisface esta condicidén es necesariamente un

paquete de onda Gaussiano.

Avudas:
+ La densidad de probabilidad normal es:
1 Akxfgf
f(x)= e °7 con p el valor medio de z y O su desviacidn
ov2m

estéandar.

« Sea Z [f(x)] (k) la transformada de Fourier de f (x) evaluada en k,

vale que:
(1) Ff(x — a)l(k)= e F[f(x)](k),
(II) Z [f(x) e™] (k)= .7 [f(x)] (k-a),
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(III) 7 [f(e™) ] (k)= e

1
V2o



Solucidn

(a) Consideramos el paquete de ondas gaussiano cuya funcidén de

onda en el espacio x es:

1 Ip,X
<x|Pp> = qu) = <2JIO.Q—U4EXP(I% )exp

X

(_(X_XO)Z) .
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La funcidén (1) es una onda plana con numero de onda p,/Ai modulada
por una gaussiana centrada en x, La densidad de probabilidad |<x|
Y>|? es una funcional gaussian con ancho O, (Ver ayuda). Vamos a
hallar los valores de expectacidén que nos piden de dos formas:
I.Comparando directamente entre ambas expresiones, la densidad de
probabilidad y la funcidén de distribucién Normal.

2.Haciendo los céalculos.

Resolvamos:

1. Una distribucién de probabilidad Normal tiene la siguiente

forma funcional:
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Donde W es el valor medio y O es la desviacidén estandar.

La densidad de probabilidad del paquete gaussiano en el espacio X

resulta:

Comparando (2) y (3), ambas funciones tienen la misma forma, con
lo cual podemos hallar los valores que nos piden:
Valor medio W: X,.

Desvio estéandar o©: Ox.



2. Cédlculo del Valor medio del paguete gaussiano en el espacio X:

0 ) : ) . [o's} 0 B _ . 2
<x> = 43 dx{¢|x}x§x\w;:§ﬁ dx|<x|1p>|2:§ﬁ dx(270,2) 1Qexp(M)xo. (4)
€0 €0 €0 20-X2
Resolvemos (4) por sustitucidn. Llamamos u = (x = X9,

reemplazando y resolviendo la integral nos queda lo siguiente:
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43 du(2wo2) " (u+x,)exp( )zgﬁ du(2wo2) P uexp( )+§ du(2o,2) " x,exp( )
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(0+x,1/(2710%))=x,.

Calculo del Desvio estadndar del pagquete gaussiano en el espacio X:

Para hallar la desviacidén estédndar a partir de 1la wvarianza vy
resolver las integrales.
Sabemos que:

o,=V(Var (x))=((Ax")). (5)

Con lo cual debemos resolver las integrales siguientes:
o0

<x?>= gﬁ dx x 2| x|a)|?
€0

Pero, esas cuentas se las dejo de tarea por si quieren practicar.
En este caso, vamos a resolver usando el resultado del valor medio

gue hallamos anteriormente:

0 © _(X_Xo)z
Var(X)=<(x—<x>)2>=<(x—xo)2>=ioIw(X)IZ(x—xo)zdFj (x—x,)e *7 d (6)
Resolvemos por sustitucidn: y:x—nﬁ,lzilg. Entonces (6) resulta:
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g e =T

Luego, o=y(Var(x))=o0,.
(b) Hallamos la funcidén de onda en la representacidén de momento

y usamos propiedades de Fourier:
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wp)=(plu)=J (ol (xlyyax= [ e * plx)dv=—ts 7 () (B). 7)



De (7) obtenemos:
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Aplicamos en (8) la ayuda (II) y obtenemos lo siguiente:

*(X*xn)z

W(P)Zmy[e 20 ](%) (9)

Luego, aplicamos (I) en (9) y obtenemos:
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Finalmente (III) en (10) nos da

2o, i SR "
w(p):We h e r ., con O'p:2—o-x, (11)

De (11) la densidad de probabilidad resulta:

—(p=p,)
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|¢<P)|—me T (12)

Vemos que (l12) se parece a una distribucidén Normal con WL = p,
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(c) Incerteza minima:
h hi
0.0=0—=—. 13
P 20, 2 (13)
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(d) Representacidén en la base posicidn:

(1A Xy =(xl(x=(x) )luy =(x x|y +x IOl ) =x plx) = (x) plx) =(x—xo ) v (14)



Representacidén en la base de momentos:

ii(x—x)

(X ply)=(dlply)+ (el =i g w(x)=(p) plx)= 5y, (15)

Como la base de posicidén es base completa vemos que (14) y (15)

son expresiones iguales sii:
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(A = G ply),

2
(XIAx|y)=c(xIAply), con c=

(e) Desarrollamos la representacidén en la base de posicidn:

., d
Hx=Co)lw)=cl(=in——y(x)=(p)w(x)). (16)
En (16) obtuvimos una ecuacidén difererncial ordinaria de 1°° orden:
d i _
o WX+ == ((x)=c(p)=x)y=0. (17)

L[ retpxs )

La solucidén de (17) es la gaussiana u(x%:Ae he



