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1. Enunciado

La siguiente (pseudo) paradoja fue propuesta por D. Mermin (Am. J.Phys. 58, 731 (1990) ver
copia en http://materias.df.uba.ar/ft2a2014c1/files/2014/04/Mermin90.pdf o Phys. Rev. Lett. 65
3373 (1990)). Considere un sistema de 3 particulas de espin 1/2 (A, B y C) que se preparan en el
estado |¥) = (]000) — [111))/v/2 . Cada particula es llevada a un laboratorio distante de modo tal

que el estado del conjunto no se modifica durante el viaje.

(a) Muestre que |¥) es un autoestado de los siguientes operadores: Oy = 0, ® 0y @ 0y , Oz =

0y®0,R0y, 03 = 0,Q0,Q0, y O4 = 0,00,X0,. Diga cuales son los autovalores correspondientes.

(b) Suponga que en cada laboratorio se mide o, obteniendose los valores mC(CA) , mch) y m;(tc).

;,Cuanto vale el producto de estos tres valores medidos?

(c) Suponga en cambio que en cada laboratorio se toma la decisién (de manera independiente y
aleatoria) de medir o, o o,. Considere un experimento en el cual dos observadores miden o, y uno

mide o,. ;Cuanto vale el producto de los tres resultados?

(d) Nuestro sentido comun nos indica que el resultado de la medicién de o, en A no puede depender

de cual haya sido el observable que midieron B y C. Discuta este argumento.

(e) Si se convenci6 de la validez de la afirmacién anterior note que puede razonar del mismo modo
para B y C (o sea, los valores medidos en B no pueden depender de lo que decidan medir A y C,
ete).

(f) En consecuencia, si los valores medidos de o; en cada laboratorio los denominamos mg.A;B;C) =
+1 debemos concluir que mgA)mg/B)méC) = +1, mz(,A)mg(cB)mg(/C) =+ly m?(JA)mg(,B)mg;C) = +1. Es
esto compatible con la igualdad m;(,;A)méB)mggC) =17

(g) Discuta si lo anterior muestra una inconsistencia de la mecdnica cudntica o simplemente ilus-
tra su contradiccién con nuestro sentido comun (recuerde la consigna: los experimentos que no
se realizan no tienen resultados y encuentre el argumento contrafiactico en la formulacién de la

paradoja).

2. Resolucién

a) Para resolver este inciso, recordemos brevemente cémo se aplican los operadores sobre sistemas

compuestos. Si Oa y Op son dos operadores que actian sobre los espacios de Hilbert H4 v Hp



respectivamente, y () = |¢) 4 ® |p) 5 es un estado producto arbitrario, entonces

(04 ® Op) ) = (04 ® Op)(16) 4 @ ¢} p) = Oald) 4 ® OB |9) g (1)

También nos va a ser 1til recordar como actian los o, y o, sobre los autoestados de 0.

0z |0) =[1)  Joy|0) =i]1)
oz [1) =10) oy [1) = —i]0)

Con esto, al aplicar O; sobre |¥) tenemos

O1¥) = (0 ® 0y ® 0y) |000>\%|111> _ e 0) ® 0y |0) ® 0y \O>\;§a$ 1) @ oy |1) @ 0y |1)
_ @iy ®i[1) —|0) ® (=i) [0) ® (=i)[0) _ —[111) +]000)

V2 V2 '

De forma completamente analoga, se puede corroborar que aplicar Oy u O3 da el mismo resultado.

Mientras que O4 sobre |¥) queda

1000) — [111) 04 ]0) ® 0 |0) @ 0 [0) — 04 |1) @ 0 1) @ 0 1)
Oy W) = (0, R0, 0y =
1) = (02 @ 0 @ 00) 7

_hehell)-0)®|0)®[0) _ [111) —[000)
— NG = VR

En resumen, verificamos que se cumple

(01 |w) = |w)

Oq W) = |V) (3)
O3 |¥) = V)

(O4|¥) = —|T)

b) Si se midiese o, en cada laboratorio se estd midiendo el observable Oy y ya vimos que |¥) es
autoestado de dicho observable de autovalor -1, por lo tanto se tiene:

mPm{O) = 1 (4)

x

c) Si en cambio se midiese o, en un laboratorio y o, en los dos restantes estamos en el caso de Oy,
O2 u O3 y ya vimos que |¥) es autoestado de dichos observables con autovalor +1, por lo tanto se
tiene:
B C) _ A B C) _ A B C) _

mPBmO) = 11, mé I )mg ) = 41, m?(J )mé Im{©) = 41 (5)
d, e, f) En estos incisos vamos a pensar como no hay que pensar estos temas. Vamos a utilizar
nuestra intuicion de la fisica cldsica y a sacar conclusiones a partir de la misma que veremos que
estan en conflicto con lo que nos dice la teoria cuantica. Voy a tratar de ser lo mas convincente

posible en los argumentos de esta seccion, pero tengan en mente que no son correctos y traten de



averiguar dénde estd el error. En el inciso (g) explicaré porqué es incorrecto el razonamiento.

La intuiciéon nos dice que si tenemos una particula en cada laboratorio, la medicién de una de
ellas no deberia depender de lo que decidan medir en los otros dos laboratorios. Para hacer més
claro el argumento pongamosle nombre a los fisicos que hacen los experimentos, supongamos que
Frodo, Sam, y Pippin tienen un sistema de 3 particulas descrito por el estado |¥) (para los que se
preguntan cémo nuestros pequenos hobbits lograron generar dicho estado, fue un regalo de Gandalf,
que todos sabemos puede fabricar estados cudnticos puros a voluntad). Los 3 hobbits se ponen de
acuerdo en que cada uno se llevard una particula y transcurrido un ano medira o, sobre la misma.
Asi, nuestros pequenios aventureros guardan su tesoro y siguen con su vida. Frodo va a visitar a los
elfos en Rivendel, Pippin parte en un viaje a Gondor para rencontrarse con sus viejos amigos de su
época de guardia de la ciudadela, y el fiel Sam no abandona la comarca porque tiene una familia
que cuidar. Al transcurrir un ano del acuerdo, los protagonistas de nuestra historia se proponen
realizar la medicién pre-establecida. Frodo recuerda medir o, pero, como era de esperarse, Pippin
confunde qué componente del spin debia medir y termina midiendo oy, mientras que a Sam una de
sus hijas, queriendo ser una hobbit experimental como su padre, le modifica la orientacién del iman
de x a y. Por lo tanto, Frodo mide o, pero Sam y Pippin miden o,. ;Podria esto alterar la medicién
de Frodo? Frodo tuvo su particula guardada durante un ano ;Cémo un error a iltimo momento de
sus amigos que estan a miles de kilometros de distancia puede alterar su mediciéon? Esto pareciera
absurdo, es claro segun la légica de la Tierra Media que la medicién de Frodo no depende de lo que

hagan Sam y Pippin. Equivalentemente, la mediciéon de Pippin no puede depender de lo que hagan
(A;B;C)

Frodo y Sam, ni la de Sam de lo que hagan Frodo y Pippin. Cada uno de los m; pareceria
ser independiente del resto.
Entonces, multiplicando los tres términos de la ecuacion :
(g O mE ) m ) = (+1)? (6)
A), (B), (C AN2/, (B)\2(,,,(C)\2 _
B () ()2 (i) = 1 7)
mAmBIm(C) = 1 (8)

Donde en el segundo paso usamos que los m, pueden valer 1, por lo que su cuadrado es +1.
Sin embargo, esto estd en contradiccién con lo visto en el inciso (b). ;Qué estd mal?

g) Hay varias formas de ver porqué el razonamiento anterior estd mal. Un error estd en suponer

que los m¥) y mY con (j = A, B,C) estan definidos simultaneamente y de ante mano. Como ya

escucharon varias veces, los experimentos que no se realizan no tienen resultados, por lo que no

. . - - A
es correcto asumir que se pueden tener a disposiciéon los resultados de las mediciones de Ug(c ) y

(4)

oy~ simultaneamente. Ya vimos que son operadores complementarios, saber con certeza uno de
los dos deja con completa incerteza el resultado del otro. Otra forma de ver porqué estda mal la

cuenta anterior es analizar con un poco més de cuidado los términos. Sabemos que si medimos Oy

obtenemos mgA)mz(,B)méC) = +1 y si medimos Oy obtenemos mg(JA)mg(cB)m;C)

(©)

my ’ que se obtuvo al medir O no necesariamente es el mismo que se obtuvo al medir O2. Como

= +1, sin embargo, el

los [0) y |1) son autoestados de o, los m, y los m, tienen 1/2 de probabilidad de valer +1 y 1/2

de valer -1. Es decir, al medir O la condicién m(xA)mg(/B)mz(,C) = +1 se puede cumplir de todas las



siguientes formas

.
m§f‘) +1, m(B) +1, m(o) =41
mi = +1,mi? = —1,mi = -1 )
m(xA) = —1, m( ) = = +1, m(c) = -1
m = —1,mP = —1,m{@ = +1

Lo mismo aplica para cémo se puede cumplir que al medir Os se obtenga m(A)m(B) ( ) = +1
m{ = +1,m® = +1,m{? = +1
m?(JA) =41, mgc ) = = -1, m(c) =-1 (10)
m?(;A) = —1, mé ) = =+1, m(c) =-1
méA) =-1 m; —1,m§,c) =41

Y cémo se puede cumplir que el medir O3 se obtenga m(A)mg(,B)m;(EC) =41
méA) +1, m( ) = = +1, m(c) =41
mz(/A) = +1, m?(JB) = -1, m(c) =-1 (11)
m?(;A) =-1 myg ) = = +1, m(c) =—1
méA) = -1, m( = -1, m(C) =+1

Con esto deberia quedar claro que el paso de la ecuacién @ a la ecuacion no es valido, ya que
los distintos m?(f ) provienen de distintos experimentos y no son necesariamente iguales.

También de lo anterior se puede ver que las mediciones en cada uno de los laboratorios no son
independientes. Si por ejemplo Frodo (A) decide medir oy, y obtiene +1, Sam (B) mide o, y obtiene

-1, Pippin solo puede medir -1 si decide medir o,.
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