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1. Breve resumen: Matriz densidad y sistemas compues-
tos

Hemos visto que en un sistema compuesto, un vector de estado producto se expresa por
ejemplo en sistemas de spin 1/2 en la forma:

W) =[Ha@|-)p=10)4,®[1)z=1[01)

donde la ultima notacion es ttil para simplificar la notacién y se entiende que el primer iden-
tificador corresponde al subsistema A y el segundo al subsistema B. El proyector sobre dicho
estado se expresa como:

(WXW| == )4 ®@ | =) p (+]4 © (=[5 = |0)0] 4 @ [1)1] 5 = |01)01]

Por lo que, por ejemplo una matriz densidad en el caso de dos susbsistemas A y B puede
adoptar la forma

PAB = Z Pig ki Vi) 4 @ 185) g (Yl @ (ilp = Z Pij kel [Vi)(r] 4 @ |05 Xt 5

ig,kl i5,kl

Se ha introducido a la traza parcial del operador densidad de modo que el operador densidad
reducido permite calcular todas la probabilidades de medir observables locales.

Por ejemplo sea O4 = O 4 ® [ un observable local en el subsistema A. La matriz densidad
reducida al subsistema A, p4 es tal que:

(Oa) =trap(pap Oa®1p)
= > pigmitrap([)er] 4 Oa @ [6;)] 5 18)
ij.kl
= Z Pig itT a([Vi)( k| o Oa)tre([@i )l 5)
ikl
= tTA(pAOA)

donde la matriz densidad reducida al subsistema A se expresa en término de la traza parcial de
la matriz densidad sobre el subsistema B:

pa =trp(pap) = Z Pij gt [Vi)bn] 4 tre(|éiXel 5)
Ik (¢ilds)

en estas expresiones se usa la propiedad distributiva de la traza con respecto a la suma y que
trap(Qa ® Rp) =tra(Qa)trg(Rp). De igual modo se define pg = tra(pan).



2. Problema 11

Tres particulas distinguibles Considere un sistema compuesto por tres particulas distin-
guibles con spin 1/2 y suponga que el estado del sistema estd dado por la matriz densidad

1

pizs = 3 [PHUKPL + 2 EAXRIAT+ 3 IMXURT + R — & AT,

con {|1), [{)} los autoestados de S, con autovalor £17/2.

(a) Calcule la matriz densidad reducida para la primer particula. Usando esa expresion, cal-
cule (S.),. Muestre que obtiene el mismo resultado calculando (S, ® I ® 1), .

(b) Calcule el valor de expectacién de la funcién de correlacién
K(2,2,y) = (5: @ 52 ® y) 153 = (52)1 (Sa)y (Sy)s-

(a) Usaremos una notacién mas sencilla muy usada en informacién cuéntica,

por lo que la matriz densidad de las tres particulas se reescribe:
1 1 1 ) 7
pi23 = 3 |001)X001| + 3 |010)010| + 3 [100)100| + 3 |001)X010] — 3 |010X001],
Es util verificar que la traza de este operador es uno:

tr(pras) = %tr(\001><001|) % £r(/010)010)) % #r(]100)(100]) +% #r(J001(010]) —
1 1 1 0
L er(j010Y001]) = 1
3 APPRTD)

(010001)=0

se puede verificar que la matriz densidad es hermitica. La matriz densidad en el subespacio
generado por {|001),]010),|100)} se escribe como matriz:

1 1 0 =

P18 =3 0 1 0

- 0 0

1 2 0 1

,0%23 9 0 10
— 0

Podemos ver que el sistema no es puro pues tr(p?) = 2/3 < 1.
Calculemos ahora la matriz densidad reducida al subsistema 1, p;

p1 = traz(pias)
1 1 1
= 2 tra5(0X0] @ [01HO1) +3 ra5 (J0X0] © [LOK10]) +3 ras ([1)1] © [00K00]) +
[0)0] [0)0] [1X1]

= trag(040] @ [01)(10]) — % tr25(]0)0] [10)01)

[0)(0](01]10)=0 [0)0[(10]01)=0

de donde:

2 1
pr = 2 0)0] + 3 1)1




Verificamos que trp; = 1y que tr(p?) = 2 < 1, por lo que el estado no es puro (es mixto), pero
no es maximamente mixto pues es mayor ap- =
Calculemos el valor de expectacion del observable local S, :

(2}, = tralpi 1) == & tr(S. [0N0) +§ (S [1}1])

(0]0)=1 —(1[1)=—1

donde se usé: S, |0y =10) y S, |1) = —|1), obteniendo

En forma alternativa podriamos haber calculado usando pj23. Recordando que la extensién
de un observable local en el subsistema 1 a His3 s S;1 = 5,1 L ® I3

(S: @I ®1I3) = tr(S, ® Iz ® I3p123)
. g(é #(/001(001]) % 17(/010)(010]) f% £r(100)(100]) + £ pr(001)010]) ~
1 1 1 0
L tr(|010)001])
33— ——

(010]001)=0

Por lo que vemos que el concepto de matriz densidad reducida permite hacer los calculos de
valores de expectacién de observables locales, como si fuera un unico subsistema, y equivale al
céalculo completo, siempre que el observable sea local.

(b) Definimos la funcién de correlacién para la medicién de tres observables (componentes S;)
como:

K(vavy) = <Sz ® S, ® Sy>123 - <Sz>1 <Sx>2 <Sy>3

Calculemos primero el valor medio del operador conjunto: (S, ® Sy ® Sy ),,, (se mide el pro-
ducto de las proyecciones S; en cada particula)

(52 © 8z @ Sy)ypg = tr(5: ® 5, @ Syplzs)
3
_ %tr[az 20, ® ay( 1001)(001] + + |o1o><o10\ +

7|100x100|+- |001X010\—-*|010X001D}
3
= P[5 (=) r(010)001]) + £(5) pr([001010]) +
0 0
%(—)(z’) #r(]111)(100]) +%(—z’) #r(|010)(010]) —
0 1
(i) (1001001 )
\—/_./
1

entonces

h3
12

(52 ® 53 ® Sy) 193 =

Queda para les alumnes mostrar que

‘(H@SI®H>123:O‘




‘<H®H®Sy>123:0‘

por lo que finalmente:

h3
K(z,7,y) = (S, ® S, ® Sy>123 - <Sz>1 <Sm>2 <Sy>3 = 12

indicando que estas mediciones estan correlacionadas.

3. Problema 12

Fotones entrelazados. El resultado de la aniquilaciéon de un electrén y un positréon que
produce un par de fotones A y B, puede ser descripto mediante una matriz densidad de 4 x 4
dada por

1
PABzz(]IA(@]IB_UA'UB)v

donde Ix son las identidades, o x las matrices de Pauli de los respectivos sistemas X = A, B;
yos-0p = 21217273 0ipa @ 0iB.
(a) Calcule la pureza del estado. ;Es el estado mixto o puro?

(b) Calcule la matriz densidad reducida de A, ps = trp(pap). iPuede asegurar si el estado
pap es entrelazado o no? Evalie la polarizacién del fotéon A tomando

Py ZtI‘(pAO'A).
Interprete el resultado. Repita el cdlculo para la polarizacién del foton B.

(¢) Suponga ahora que se tienen dos detectores, configurados para medir las polarizaciones
Pfift y P%et, respectivamente, de forma tal que las mediciones estan representadas por
los proyectores

1
Mg = 2 (]IX+P§§t-0'X) ., X=AB.
Calcule el valor de expectacion de las correlaciones entre detecciones en ambos detectores,
es decir
tr [pAB (Hﬂf’t ® H%et)] .

Interprete el resultado. ;Qué ocurre si P?ft y P%Et son paralelos? ;Y cuando son antipa-

ralelos? ;Qué conclusiéon puede sacar sobre la correlacién entre las polarizaciones de los
fotones A y B?

Recordemos la esfera de Bloch de las polarizaciones del fotén:

En la base {|H),|V)}, un estado puro con polarizacién arbitraria tiene la expresién:
‘13> = cos(0/2) [H) + €' sin(0/2) |V)

donde el vector que caracteriza el estado de polarizacion P estd dado por los dangulos en esféricas
{6, ¢}. Por ejemplo para § = 7w/2, § = +m/2 obtenemos |R) = %(|H> +i4i|V)) y |L) =

L (H) — V).
Como vimos anteriormente el proyector sobre este estado es:
1 .
Hp =5 (1+P-0)

Ahora empecemos con el problema de dos fotones A y B (sistema compuesto), generados
por aniquilacién electrén-positrén, descripto por una matriz densidad:

1
pABZE(HA(@]IB_UA'UB)z



Figura 1: Esfera de Bloch para polarizacion de fotones.

oA OB=1,0i4R0;p.

(a) Verificaremos que tr(pap) = 1;

tr(pag) = i[tr(h ®lp)— Z“’(UM ®oip) =1

K2

donde solo contribuye el primer término pues tr(o;4 ® o;5) = 0.
Calculamos la pureza:

1
tr(pap) = 716”[(]1‘4 ®Ip—> 0ia@0ip)Ia@lp =Y 05, @0ip)]
i J

1
= E[”@A ®lp) — QZW(C&A ®oip) + ZW(UM%‘A ®0ipo;p)]
i i

usando que 0;0; = €;,0% + J;;1 se obtiene:

1
tr(pig) = E(4+3 x4)=1

Por lo que el estado es puro.
(b) Calculemos las matrices densidad reducidas. Por ejemplo p4 = trgpap
1 I
pA = Z[HA tre(lp) — Z ogiatrp(oip)] = =
—— - —— 2
2 ¢ 0

El estado es maximamente entrelazado pues p4 es maximamente mixto tr(p%) = 1 = 3.
La polarizacion del fotén A la definimos por:

(SIS

PA:tI‘(pAO'A):O.

el fotén A no estd polarizado en valor medio.
El céalculo de pp v Pp es similar.

(¢) Si medimos la polarizacién con detectores usaremos el proyector correspondiente al vector

. . ~ det
unitario Py con autovalor uno:

et — (HX+13§§”-UX), X = A B.

N | =



Este proyector corresponde a medir un estado de polarizacion en la esfera de Bloch, dado por

~ det
el vector Py .
Calculemos el valor de expectacion de las correlaciones entre detecciones en ambos detecto-
. - . L . , .., padet
res, es decir la probabilidad de medir una coincidencia del fotén A con polarizaciéon P, vy el

, . ., ~ det
fotén B con polarizacion Py es

1
tr[pAB(H%Ct X H%Ct)] = tr[Z(HA QI — ZO'J'A X Ojip
J
1
4

~ det ~ det
P, -cAa®Pg -0p).

~ det ~ det
(4 @I+ Py -04a®Ig+14Q Py -op+

las contribuciones no nulas aparte del operador identidad, vienen de la sumatoria sobre j

~ det ~ det ~det ~ det
0j,®0ig(Py -0a®Pp -op)=trlo;,P, -04®0jzPp -0p]
= Ztr[UjAPk?qetUkA ® 0j 5 Prls ok )
k
_ det det
—ZPkA Pch t’l"(HA@]IB)]
k

donde se usé que o0, = 0,1 + iejkloy, el término lineal en o; no contribuye a la traza.

Finalmente
~det _adet

1
<HA®HB>pABzz(1*PA Pg)

» Si Piet//pd;t entonces (Il4 ®Ilp),, = 0, la probabilidad de medir la misma polariza-

cién en una medicién conjunta de ambos fotones es nula.

» Si P4, = —Pp entonces Iy ® HB>PAB = %,que es la probabilidad de medir polarizacio-
nes ortogonales en una medicién conjunta de ambos fotones. Intercambiando los casos y
sumando, tenemos que siempre se mide con polarizaciones opuestas (ortogonales) a los
dos fotones. Por ejemplo A sale en estado |R) entonces B sale en estado |L) o viceversa,
con probabilidad 1. Del mismo modo para otros pares de polarizaciones ortogonales. Este
estado entrelazado de fotones es similar al estado singlete del problema de dos spines
|T).
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