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Problema 2. Precesién del spin en un campo magnético. Una
particula de spin 1/2 tiene un momento angular intrinseco S. Si la
particula estd cargada eléctricamente, asociado a este momento
angular la particula tiene también un momento magnético intrinseco
n, dado por
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con my g la masa y carga de la particula, respectivamente, y g es
una constante adimensional, denominada factor—-g, que depende de la
particula. Para el caso de un electrdn, g = —lel yv g = 2.
En presencia de un campo magnético externo, se tiene una energia
de interaccidén entre el campo y el momento magnético de la
particula

H= —pn-B = — yS-B.
Si el campo magnético externo es uniforme y en la direccién Z,

B=RZ (con B constante), entonces
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donde en la Ultima igualdad usamos los valores de g y de g para el
electrén. Finalmente, notando que w=|e|B/m tiene unidades de
frecuencia, podemos reescribir el Hamiltoniano de la interaccidn

magnética con el spin del electrdén como
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HZ(T)SZ =CUSZ .
(a) Verifique que los autoestados de S,, |+,2> y |—,2>, son también

autoestados del Hamiltoniano 'y calcule 1los correspondientes
autovalores.

(b) Suponga que inicialmente, a t=0, el sistema se encuentra en el
estado |w(0)>=|+,ﬁ>. Calcule el estado |WY(t)> en un instante t

posterior.



(c) Calcule la probabilidad en funcidén del tiempo de medir S, y

obtener los resultados g— % —g. Grafique 1las probabilidades en

funcidén del tiempo. ¢(Qué tiempo T hay que esperar para qgque las

probabilidades de obtener ig-los resultados al medir S, sean las

mismas que las iniciales a t= 0.

(d) Calcule los valores de expectacidén <S,>, <S,> y <S,> en funcidn
del tiempo vy grafique. ¢(Qué tiempo T hay que esperar para que los
valores medios S, y S, tomen el mismo valor que el inicial a t=07?

(e) Grafique el vector de Bloch del estado |Y(t)> a cada tiempo t

(equivalentemente, encuentre en funcidén de t el versor ﬁ(ﬂ tal que

|uﬂﬂ> es autoestado del operador Sﬂ(ﬂ con autovalor g) y grafique

el versor n(t)).
(f) cCoémo puede interpretar la evolucidn temporal del spin generada

por el Hamiltoniano de interaccidén magnética-?

Solucidn

A

(a) Veamos si los autoestados de §, también son autoestados del

hamiltoniano del sistema:

H |-, 2>= w8, |-, 2 > o (—§)|—, 7 >
Luego, verificamos que los autoestados de §Z son autoestados del
hamiltoniano. Los autovalores asociados a los autoestados del
hamiltoniano son los autovalores de energia del sistema: if%ﬁ.
(b) Nos dicen que inicialmente el estado de sistema es:
| W(0)>= i(|+>+|—>):|+,>A<>). (1)
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;Cémo evolucionaréd, para un tiempo t>0, el estado del electrdédn en

presencia de un campo magnético externo?



Conociendo el hamiltoniano del sistema, el operador de evolucidn
temporal ﬁ(ut& nos permite encontrar el estado de la particula en
todo momento. Aplicamos ﬁ(ut& en (1):

(W(e)>= Ult,t,) 1w(0)>= eXP(—i%

A

.H 1 .h
t)|+>+expl—1—=t)|—>]= —[exp|l—I——
) p(=igt)I—>1= —lexp(

(t_ to)) | lp(())>=

% t)|+>+exp(ig)—:t)|—>]:

cos(%t) ([+>+]=>) —isin(w?t) ([+>=|->)]=

[cos(%?)|+,&>—i$n(%¥j|—,&>]. (2)

Como vemos en el resultado (2), debido a la interaccidén con el
campo magnético externo, el sistema pasd de estar inicialmente en
el estado en |+,X>, a estar en t>0 en un estado que es combinacién

de los estados |+,%X> y |-, Xx>.

Otra forma de resolver (Tarea):
Notemos lo siguiente, el operador evolucién temporal de nuestro
sistema lo escribimos como:

S, = ( _anit> .
% t)= expl—i 5 . (3)

A

O(t,t,)= exp(=ig(t=t,))= exp(-i

Entonces, directamente podemos usar el desarrollo en Taylor del
operador evolucidén y aplicarlo a nuestro estado inicial para
encontrar su evolucidén en el tiempo:

A

Ult,t,)= cos(%t) d - isin(%t) G, (4)
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(c) Probabilidad de medir +§:

h N 2
P(+E): |<+,x|w(t)>|2= cos(%t) . (5)

L . 7
Para hallar la probabilidad de medir X una forma es calcularlo

directamente:



h X
P(=5)= I<= Rly(t)>1” = sen(fgg)- (6)

Pero, como sabemos que la probabilidad total se conserva:

fi /]
h R 7
P(+2)+P( 2) 1 (7)
A partir de (7) obtenemos:
fi 7} wt\’ wt\’
P(——)= 1-P(+=)= l-cos(—) = —.
( 2) (4-2) cos ( > ) = sen( 5 ) (8)

El grafico de 1la probabilidades oscila para todo tiempo. Las

probabilidades (5) vy (6) dinicialmente a t=0 son P(+§)=l y P(—§0=

0. Hasta qgue se wvuelven a encontrar en el estado inicial, se
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obtiene un tiempo T=— .

(d) Valores medios:
fi fi
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Inicialmente a t=0 los valores medios son <S;»:§ y <§,>=0. Vuelven
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al mismo estado en T=— .

<i>= 0, lo cual indica que el sistema tiene igual probabilidad de
h

encontrase en +— y en ——.
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(e) Quiero hallar ﬁ(ﬂ tal que:

S.a(t) |y (t)>= 1 np (9)
Donde:
[P (£) >= % cos(”t>|+,&>—isin(”7t)|—,f<>],
n(t)=(sen(p)cos(a),sen(p)sen(a),cos(p)).



Una forma es desarrollar (9) y resolver un sistema de ecuaciones
con dos incdgnitas.

Pero, tenemos otra forma de resolver més répida. Sabemos, por la
teoria, qgue en general podemos escribir el wvalor medio de

cualquier operador A como:
<A>= Tr (|y><y|A). (10)

Entonces, por (10):

A ~y 1 " 1 . «
<(6;)>=Tr (|y><y | (O")ZE [Tr ((0,)Id) +Tr (o)) (R. D)) ]:5 (n(t))Tr (1d) =(A(t)).
Encontramos que (A(t))= <(5J>=£%2=(Cosﬂvﬂ,ﬂn(wt%O).

2

En la esfera de Bloch graficamos del vector de z
estado |y(t)> y el versor ﬁh} para un t rotando J

en el plano xy. //////— “”“\\\
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(f) La evolucidén temporal del spin generada por un hamiltoniano de
interaccidén magnética queda determinada por el operador evolucidn

(3) del sistema que tiene la siguiente forma:

A . ot
l]h,%)=exp(—1%§13), de donde podemos 1interpretar que o0, es el

generador de las rotaciones alrededor del eje Z con frecuencia .



