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(Problema 5) Se define el operador de desplazamiento en el espacio de fases como
D(a) _ e(aaT—a*a)’
donde o € C.
(a) Muestre que D(c) es unitario y ademds D~ (a)) = D(—a).
Tenemos que D~ !(a) = e~(aa’—a%a) — g(a*a—aal) — Df(a), y en el medio vimos que D~!(a) = D(—a).

(b) Muestre que D(a + 3) = D(a)D(ﬂ)e*iIm(aﬁ*).
Recordemos la férmula de HCB: Si A y B son operadores que conmutan con [A, B], entonces
eAeB — pA+B+3[AB] )

Notar que [aal — a*a, Ba’ — B*a] = af*[a’,a] — a*Bla,a’] = —2iIm(a*B)id = 2i Im(aB*)id, que
es un operador escalar, asi que conmuta con los otros dos. Del lado derecho tenemos entonces

D(a)D(B) = eaaT_a*a+ﬁaT_5*a+iIm(aﬁ*) — e(a-i-ﬁ)aT—(oc-&-ﬁ)*a—i-iIm(ocﬁ*) = D(o+ B)e“m(aﬁ*).

(c) Muestre que

D (a)aD(a) = a + a, D(a)a'D(a) = al + o,
Di(a)zD(a) = x + %2 Re a, DY (a)pD(a) = p+ hmTwQIm a.
Df(a)aD(a) = DY () D(e)a— D (a)[D(a), a] = a—D'(a)D(a)[(aa’ —a*a),a] = a+a.

El segundo sale tomandole daga al primero, y los demas quedan de ejercicio.

(d) Muestre que el estado |o) = D()|0) es autoestado del operador de aniquilacion a. ;Cudl es el autovalor
correspondiente? ; Qué tipo de estado es |o) = D(«)|0)?

ala) = aD(@)[0) = D(a) D} (a)aD(a)|0) = D(a)(a + a)[0) = aD()[0).

Por lo tanto, el estado |«) es autovalor de a, es decir, es un estado coherente. De acd vemos que el operador
D(a) es el generador de estados coherentes.

(€) Muestre que la accion de D(«) sobre el autoestado |0) de energia satisface
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D(a)|0) = e~ 2 e™'|0).

Luego, expanda ¢®®' en serie de potencias y encuentre la expansion del estado |a) = D(«)|0) en la base de
autoestados de energia, {|n)}. Compare con lo obtenido en el ejercicio .
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Ya vimos que el operador del problema genera los estados coherentes, ;qué forma tienen respecto del estado
de vacio |0)?Usando (1) de vuelta, tenemos

T (—a* Lial2—11q)2 _Ligl2 [
D(a) = e*® +(—a*a)+5lel?—3laf? _ —3laf’ jadl —a a

Por lo que, al evaluar en |0),

D(a)|0) = ezlol gaal g=aajgy — o=3lal caal| gy

Expandiendo la exponencial, queda

& (at)0)

—11q)2 T _Lig2
D(a)|0) = e~z e j0) = ezl S T —

n>0

que es exactamente lo que se obtuvo en el problema anterior.

Evaliie D(«v) para los casos particulares en que (i) « es real, y (ii) o es imaginario puro. ; Qué operadores se
obtienen en tales casos? Y para el caso de o complejo arbitrario, ;coémo puede extender esta interpretacion
del operador D(«)?

Si a = ¢+ id, por el item (b),

D(a) = D(c)D(id)e~ (=) — cied () D(id).

Viendo simplemente la definiciéon de D(«), y reemplazando las partes real e imaginaria en términos de los
valores medios (item siguiente),

donde los valores medios son tomados en el estado coherente. Entonces,
o) = D()[0) = e~ # P T, (@) T, ((p))]0).

Esto significa que los estados coherentes consisten en traslaciones en espacio y momento del estado de vacio.
En el item siguiente vemos que verdaderamente se shiftean los valores medios de la posicién y el momento.
Si al estado lo hacemos evolucionar cumplird una ecuacién de este estilo

ala(t)) = a(t)|a(t)).

Si tomamos la representacion de posicién, obtenemos una ecuacién diferencial

(zlala(t)) = a(t)(z]a(t)) = a(t)y®(z,1),

donde @ = Z + P y conocemos su accién en la representacion de momento. Si resolvemos esta ecuacion
diferencial, veremos que la solucién es un paquete gaussiano cuya densidad de probabilidad oscila como una
particula clésica. https://en.wikipedia.org/wiki/Coherent_state.

Utilizando como transforman x 'y p ante la accion de D(«), calcule el valor medio y varianza de posicion y
momento en los estados coherentes.
Usando los resultados anteriores:

[ h [ hmw
T = v T — g
D' (a)xD(a) =z + o 2Rea, D'(a)pD(a) =p+ > 2Im a,
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por lo que

h hmw
{@)a) = {2)joy + \/;2 Rea, (p)a) = (Po) + 1/ ——2Tma.

Por lo tanto aplicar la transformacién D(«a) cambia los valores medios del estado fundamental. Usando las
otras relaciones del item (c) se puede ver que

mw . <p>|a)
= _— a + —_—
“ 2h (1o Z\/ 2hmw

Queda como ejercicio ver que
(A2)%) 10y = B2 /4 = ((AP)*) )

y por lo tanto, los estados coherentes saturan la relacién de incerteza (y de manera balanceada). Sin embargo,
hay una manera rdpida de ver que saturan la relacion de incerteza. En efecto, a menos de constantes, a =
x + ip. Si tomamos un estado coherente |« ), es decir, un autoestado de a, a|a) = (z + ip)|a) = a|a). Por lo
tanto, (( +1ip))jay = @'y

0= (z+ip— ((z +ip))ay)l) = (x = (@)jay +i(p = (P))1a))]¥),
y en definitiva
(= (2)jay) ) = —i(p — (p)|a),

para cualquier estado coherente. Por lo tanto, éstos saturan la relacién de incerteza, por la equivalencia vista
en una guia anterior.



