Fisica Tedrica 2 - Guia 7_Momento Angular.

Problema 10. La funcién de onda de una particula sujeta a un
potencial esféricamente simétrico V(r) estd dada por

Vix,y,z)=(x + v + 3z)f(r),
con f(r) alguna funcidén de rzv(x;+y2+zﬂ.
(a) :Es W autofuncién de L?? Si es asi, ¢cudl es el valor de 12 Si
no es asi, ¢cudles son los posibles valores de | que pueden ser
obtenidos cuando se mide L°?
(b) ¢(Cudles son las probabilidades de hallar a la particula en los
distintos estados con m definido?
(¢) Suponga que se sabe de alguna manera que WY(x,y,z) es una
autofuncidén de energia con autovalor E. 1Indique cémo puede
hallarse V(r).

Solucidn

(a) Nos dicen que tenemos una funcidén de onda sujeta a un

potencial esféricamente simétrico escrita de la forma:
W(x,y,z)=(x+y+3z)f(r), (1)

con f(r) alguna funcién de r=vy(x’+y’+z°).

Como la funcién de onda (1) estd sujeta a la influencia de un

potencial esféricamente simétrico, podemos considerar que nuestro

problema tiene simetria esférica. La funcidén (1) estd escrita en

coordenadas cartesianas, vamos a resolver el problema trabajando

con coordenadas esféricas haciendo la siguiente transformacidn de

coordenadas:

X=rcos ¢sent

y=rsen ¢cos 6 (2)
z=rcosf
Reemplazamos (2) en (1) vy obtenemos la funcién de onda en
esféricas:
W (r,0,$)=(rcos ¢sen O+rsen ¢psen 6+3 sen ¢pcos O)f (r). (3)

Para verificar si 19 es autofuncién de L° tenemos dos formas
posibles:

i) Directamente operamos L2 sobre la funcién de onda (3) .



Recordemos la expresidn para el operador:
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Verificamos que 3y es autofuncidén de L2, con autovalor 2h2 y I=1.

ii) Expresamos la funcidén de onda (3) como una sumatoria de
arménicos esféricos conveniente y verificamos si es autofuncidén de

L2.

_ (3 e __J 3 )
Y.1= \/(8”)e sen 0= (—8”)[cos¢+zsen¢]sen6. (5)
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Yi=4/(-—)cos 6 (6)
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Y, '=/(=—)e '?sen 6=1/(=—)[cos p—isen¢p]sen 6. (7)
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A partir de (5),(6) y (7) veamos algunas relaciones utiles para

poder reemplazar en la funcidén de onda (3):

Y -Y,=2 (i)senﬁcosqﬁ. (8)
87
1 =1 ) 3
Y, +Y,'=—2i(=—)sen Osen¢. (9)
87
3cos 0=+(127)Y". (10)

Ahora si, ya podemos expresar (3) como suma de arménicos esféricos

de la siguiente forma:

8m Y1 =Yy, |8 Y=V
w(r,0,9)=rf(r)l) (20 - (8 YY) ). )
En (11) si 1llamamos R(r)=rf(r) nos queda finalmente la expresién

para Yy:

W(r,6,¢)=R(r) (%’)[(m)yl1+(_1+1->Y;+¢@yf]. (12)

Veamos los autoestados de i2, aplicando el operador i2 sobre cada
término en (12).



izm:LZ(R(r)\/(%”)[(ui)Y11+(—1+1)Y1+@Y‘3]).

Distribuyendo en cada término obtenemos:

L2w=(R(r) (23”)[2712(1+1)Y1 +272(—1+i)Y 1 +2h232Y])=2h2W. (13)

Los arménicos esféricos son autoestados de L? con autovalor I(I+1)R2.
Luego, por (13) la funcidén de onda es autoestado de L? con
autovalor 2k2, con I=1.

Nota: normalizamos la funcidén de onda (12) por gque cada término

que acompafla a los armdénicos esféricos que resultan ortonormales.

W(r,0,¢)=(R(r)y(—— 44 \/ﬁu l1— 1+\/ 2y (—1+i)11)+/(122)[10]]) - (14)

(b) Probabilidades para los estados con m = -1,0,1:

w0 =| V5[ no(r, 6, 9)2=[(101W (1, 6, ¢)>|2_H

_‘Y‘qj r,o, ¢‘ |<11|111(r,¢9,¢)>|z:E

- 1
PmZOZ‘Yll‘lpmzfl(r) 0) ¢)‘2=|<1—1|‘I’(r, 8, ¢)>|2:E'

(c) Nos dan el dato de la energia E del sistema. No dicen que es

autoestado de la energia del sistema, entonces trabajamos con el

A

hamiltoniano de nuestro sistema: f?Z(p )+V(ﬂ.

2m
HW(r,0,¢)=EW¥(r,0,9).
ATk ST UL AN U SR
[( P JHC ) LWV (r) W=EW.
—h2p 02(rf(r)), 10(rf(r)), 2 _
Zm[( Py )+(; ar )—;f(r)]+V(r)rf(r)—Erf(r)- (16)

Despejamos en (16) para hallar V(r).



