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1. Enunciado

Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistema de spin 1/2 representada por

D(α, β, γ) = D(ẑ, α)D(ŷ, α)D(ẑ, γ)

(a) Muestre que la matriz de 2× 2 que representa esta rotación es

D(1/2)(α, β, γ) = exp

(
−iσzα

2

)
exp

(
−iσyβ

2

)
exp

(
−iσzγ

2

)
=

(
e−i(α+γ)/2cos(β/2) −e−i(α−γ)/2sen(β/2)

ei(α−γ)/2sen(β/2) ei(α+γ)/2cos(β/2)

)

(b) Debido a las propiedades del grupo de las rotaciones, esperamos que esta secuencia de

operaciones sea equivalente a una única rotación alrededor de algún eje con ángulo θ. Encuentre θ

y la dirección de dicho eje.

2. Resolución

a) Hay dos formas de resolver este inciso. La primera (que les queda de ejercicio a ustedes) es

pensar en armar la matriz de la transformación lineal dada por D. Para esto recordamos que la

matriz de una transformación lineal f en la base B = {v1, v2} es

[f ]BB =

 | |
[f(v1)]B [f(v2)]B

| |


Donde [f(v1)]B denota al vector columna de las coordenadas en la base B de f(v1). En notación

de Dirac, la representación de la rotación para splin 1/2 es entonces:

D(1/2) =

(
⟨+|D |+⟩ ⟨+|D |−⟩
⟨−|D |+⟩ ⟨−|D |−⟩

)

y pueden calcular los distintos elementos de matriz expresando cada una de las rotaciones como

indica el ejercicio 2b de esta gúıa:

D(1/2)(n̂, ϕ) = exp

(
−iS.n̂ϕ

h̄

)
= 1cos

(
ϕ

2

)
− i (σ.n̂) sin

(
ϕ

2

)
(1)

1



La forma en la que lo vamos a hacer nosotros es más directa. Vamos a representar cada una de las

rotaciones como nos indica la expresión (1) y luego multiplicaremos las matrices.

D(1/2)(α, β, γ) = exp

(
−iσzα

2

)
exp

(
−iσyβ

2

)
exp

(
−iσzγ

2

)
=
[
1cos

(α
2

)
− iσzsin

(α
2

)] [
1cos

(
β

2

)
− iσysin

(
β

2

)] [
1cos

(γ
2

)
− iσzsin

(γ
2

)]
=

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)(
cos(β/2) −sin(β/2)

sin(β/2) cos(β/2)

)(
e−iγ/2 0

0 eiγ/2

)

=

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)(
cos(β/2)e−iγ/2 −sin(β/2)eiγ/2

sin(β/2)e−iγ/2 cos(β/2)eiγ/2

)

=

(
e−i(α+γ)/2cos(β/2) −e−i(α−γ)/2sen(β/2)

ei(α−γ)/2sen(β/2) ei(α+γ)/2cos(β/2)

)

Como queŕıamos ver.

b) Para este inciso, recordamos que en el ejercicio (2c) obtuvimos la expresión de una rotación

genérica de un ángulo ϕ a lo largo de un eje n̂ como(
cos(ϕ/2)− inzsin(ϕ/2) (−inx − ny)sen(ϕ/2)

(−inx + ny)sen(ϕ/2) cos(ϕ/2) + inzsin(ϕ/2)

)
(2)

Por lo tanto, para resolver este inciso igualamos la matriz (2) con la matriz de la composición

de las 3 rotaciones del inciso (a) y tenemos 4 ecuaciones para las 4 variables nx, ny, nz y ϕ. Se

resuelve el sistema y listo.
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