Fisica Teoérica 2

Pablo I. Tamborenea

Clase 1, 15/08/2023

Ecuaciéon de ondas de una cuerda
La ecuacién de ondas de una cuerda esta dada por:
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Proponemos una solucién factorizada en la que todos los puntos de la cuerda oscilan con
la misma frecuencia w:

u(z,t) = f(x) cos(wt + 9) (2)
Reemplazando en la ecuacion de onda:

9%u x) 02 w?
92 fiz)ﬁcos(wt +0) = —— f(x) cos(wt + 8) = —K*u(a, 1), (3)

con k = w/v, y sacando la dependencia temporal queda para f(z)
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Esta es la ecuacion del oscilador arménico, cuya solucién conocemos. Para una cuerda de

longitud L y extremos fijos queda

nmw 27

f(x) = Asin(k,x) con k, = T = (5)

Agregando la dependencia temporal a los modos normales tenemos
up(z,t) = Asin(k,z) cos(w,t + d,)  con w, = k,v (6)

Los modos normales sin(k,z) son ortonormales y se normalizan

fnl@) = \/% sin(kn) (7)

De modo que el "producto escalar o interno" de f,, v f, es

o fo) = / 0 £2(2) ful) = Summ (8)



Ag =L

A3 = 2L/3

N = 2L/4
n A = 2L/n

Figure 1: Modos de una cuerda con extremos fijos.

Y muy importante, forman una base completa de las funciones en el intervalo (0, L).

Cualquier estado de la cuerda ¢(z) se puede desarrollar en esta base:

o(x) =Y cnful) (9)

Electrén en un pozo de potencial infinito: Espacio de Hilbert

Los estados del electron son las llamadas "funciones de onda", ().

P(z) = |1(x)]* es la densidad de probabilidad de encontrar al electron en .

Los autoestados de la energia (Hamiltoniano) de una particula en un pozo de potencial

infinito satisfacen
o T V()| pul(r) = Enpn(z) (10)

con el potencial V(z) = 0en (0, L) e co fuera de ese intervalo. Los estados que satisfacen

Figure 2.1: The infinite square well
x  potential (Equation 2.15).

Figure 2: Pozo de potencial cuadrado infinito.

esta ecuacion son iguales a los modos normales de la cuerda:
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on(x) = \/%sin(knx) con k, = A (11)



y los autovalores o energias propias son
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De nuevo, estos autoestados del Hamiltoniano funcionan como una base de las funciones
de onda del electron

Y(z) = ZCnSOn(f) (13)

n=1

donde ¥ (x), ¢, € C. Los estados de la particula forman un espacio vectorial con producto

interno, o sea, un espacio de Hilbert. El producto interno de nuevo esta dado por

(6.0) = / dr ¢ () (x) (14)

Y para los estados de la base ortonormal vale

(s n) = / 02 9% (2)n(2) = S (15)

Para particulas en 3D tendremos ¢(r) y ¢(r) y entonces el producto escalar o interno es

(6,9) = / & ¢ (x) () (16)

Los estados de la particula forman un espacio vectorial en el que se pueden hacer com-
binaciones lineales de los “vectores” o estados, y hay operadores lineales que no llevan de

un estado a otro:

Ap(r) = ¢/(r) (17)
que sea lineal significa que

ANt (1) 4 Aota(r)] = A Adhy (1) + A A (r). (18)

Ejemplos importantes de operadores son, X que actia asi:

Xo(r) = z(r) (19)
y el momento lineal P,

A h 0

Pap(r) = —o-1(x). (20)

Acé para avanzar un poco méas rapido les pido que lean la seccion II.A del libro
de Cohen-Tannoudji, Diu y Laloé, titulada One-particle wave function space. Las sub-
secciones 1 y 2 deberfan ser un repaso de espacio vectorial aplicado a nuestro caso de

funciones de onda, pero presten atencion a la 2.d Closure relation, relacion de clausura.
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Es la relacion matemética que cumplen las funciones de onda de una base {u;(r)} si son

una base completa, ecuacion (A-32):

Z wi(r)ul(r') =d(r — 1) (21)

Notacion de Dirac

Las funciones de onda de cuadrado integrable son s6lo un ejemplo de estados cunticos.
El otro ejemplo central de espacio de Hilbert cuantico es el que corresponde al grado de
libertad de spin, que veremos méas adelante. Vamos a introducir una nueva notacién para
los elementos del espacio de Hilbert F, que resulta muy conveniente para los calculos.
Llamamos “ket”; |1}, al estado del sistema cuantico, que es un elemento o vector del

espacio de Hilbert

) € F (22)
Podemos hacer combinaciones lineales de kets

) = Ailp1) + Aafp2) (23)
y también el producto interno o escalar:

(le1), lp2)) = {@1lp2) (24)

Noten que “dimos vuelta” el ket |p;1) vy lo convertimos en el “bra” (p1|. De esta forma, el

producto escalar de dos kets se escribe como un “bra-ket”. Esto lo invent6 Dirac :)
Linealidad y antilinealidad del producto escalar

En principio todavia no tenemos definido como seré el producto interno entre los kets, pero
le pediremos que cumpla ciertas propiedades bésicas del producto escalar en el espacio de

Hilbert que ya conocemos. Inspirados en el producto escalar de funciones de onda

(6.0) = / dr ¢ () (r) (25)

vamos a pedir que el producto escalar sea siempre lineal en el segundo argumento. Supong-

amos que |p) es una combinacion lineal de kets:

) = Aip1) + Ag|p2) (26)

y queremos calcular el producto escalar (|1), |¢)). Hacemos

(1), 19)) = (1), Mlepr) + Aal@2)) = A9, [01)) + Aa([¥), [2) (27)
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que en notacion de Dirac queda:

(Vo) = <1/1‘()\1‘991> + )\2‘902>) = M (P]p1) + Ao (¥]p2)

Por otro lado, pedimos que sea antilineal en el primer argumento, o sea

(), [¥)) = (Aler) + Aalw2), )
= Allen)s [9)) + As(le2), [4)
= AeiY) + A3 (p2(d)
= (AN{er] + A5l [9)
= (el)

Podemos decir entonces que la correspondencia entre ket y bra es antilineal:

) = A1]o1) + Aafpa) — (@] = AJ (1] + A3 (2|

QQuizas sea ttil pensar a los bra como:

(ol =(#);---)

Se lo aplico a un ket y me da un nimero.

Fin de la clase 1



