Clase 24 - martes 23/111/2021

La clase pasada vimos:
- Probabilidad de transicion
- Tratamiento perturbativo dependiente del tiempo
- Perturbacion constante

- Regla de oro de Fermi

En esta clase veremos:
- Sistemas cuanticos de varias particulas
- Definiciébn del problema de particulas identicas
- Postulado de simetrizacién con dos particulas

- Operadores de permutacion de N particulas



Evolucion del estado en el picture de interaccion
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Tratamiento perturbativo dependiente del tiempo
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Perturbacion constante
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Perturbacion armonica
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FIGURE 59. (i) Stimulated emission: Quantum-mechanical system gives up Aw to V (possi-
ble only if initial state is excited). (ii) Absorption: Quantum mechanical system receives Aw
from V and ends up as an excited state.



Sistemas de varias particulas
en mecanica cuantica



Sistemas de varias particulas en mecanica cuantica

Vimos casos de espacios de Hilbert que son un producto tensorial, por ej.:
E=E.RE ®E,

E = gr ) gspin

Para varias particulas también usamos el producto tensorial:

E=E1R0EREQ...

Pero veremos que hay diferencias entre particulas distinguibles e idénticas



Sistemas de varias particulas en mecanica cuantica

Ejemplo: dos particulas (distinguibles)
- Estados producto: |1 : ) ® |2 : )

-Basede: £ =& ® &y |13ui>®‘2:1}j>

Y un estado cualquiera: |¥(1,2)) = Zcij 11:u;) ® (2 :vy)

(2¥)

- Operadores:

A1) @ B2)I[1: ) ®@[2:x) = A(1)[1: ) @ B(2)2: x)



Definicion del problema
de particulas idénticas



Definicion del problema de particulas idénticas

6 postulados basicos de la mecanica cuantica

Postulados: < Postulados adicionales de espin (Pauli)

N Falta algo: sistemas de particulas idénticas

Definicion: Particulas idénticas

Son particulas que tienen las mismas propiedades intrinsecas:

Masa, carga, espin, etc. Ejemplos: electrones, protones, neutrones.

Electron y positron difieren (s6lo) en la carga eléctrica, no son idénticos.



Definicion del problema de particulas idénticas

La “identicidad” es mucho mas profunda en mecanica cuantica

que en mecanica clasica, porque en ésta las trayectorias bien definidas
nos permiten etiquetar y rastrear a las particulas a todo tiempo. Aqui no
importa si las particulas son idénticas o no, siempre son distinguibles.
En mecanica cuantica se pierde el concepto de trayectoria y no podemos

“seqguir” a las particulas.

En mecéanica cuantica, cuando tenemos sistemas con varias particulas
del mismo tipo, o idénticas, no podemos distinguirlas en absoluto, y

entonces debemos hacer un cambio en el formalismo del espacio de Hilbert.
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Definicion del problema de particulas idénticas

Ejemplo cuantico con dos particulas

Supongamos un sistema con dos particulas idénticas.

(1)

_ _ _ //’ Por ejemplo, funciones de onda de
Cada una tiene su espacio de Hilbert < cuadrado integrable o espines

L g2)

En principio el espacio de Hilbert de las dos particulas seria: £(1) ® £(2)

Pero hay un problema, una ambigiiedad en la definicion del estado matematico
asociado a un dado estado fisico.
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Definicion del problema de particulas idénticas

Degeneracion de intercambio
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FIGURE 2

Collision between two identical particles in the center of mass frame : schematic representation
of the probability density of the two particles.

Before the collision (fig. a), the two wave packets are clearly separated and can be labeled.
During the collision (fig. b), the two wave packets overlap. After the collision (fig. c), the probability
density is mon-zero in a region shaped like a spherical shell whose radius increases over time.
Because the two particles are identical, it is impossible, when a particle is detected at D, to
know with which wave packet, (1) or (2), it was associated before the collision.
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Definicion del problema de particulas idénticas

Degeneracion de intercambio
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FIGURE 3

Schematic representation of two types of “paths™ which the system could have followed in going
from the initial state to the state found in the measurement. Because the two particles are
identical, we cannot determine the path that was actually followed.

¢,Con cudl estado final debemos calcular la probabilidad de detectar las particulas?
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Definicion del problema de particulas idénticas

Otra situacion fisica:

Sean dos particulas idénticas con espin % (miramos sélo el espin)

Supongamos que un espin esta up y el otro down.
Podriamos asociarle a ese estado fisico los estados matematicos:

|1;, = 4.8y, = — )
e, = —. &, + >

I

Analogamente, también se le podria asignar cualquier combinacion lineal:

2| +.=D>+p| -+ Normalizada con:  |a|? + |B|* = 1

¢ Cual estado tomamos? —» Degeneracion de intercambio
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Definicion del problema de particulas idénticas

Como ejemplo de que esos estados no dan lo mismo, calculemos la probabilidad
de medir la componente x de ambos espines y obtener up:

‘81:+>$: = 4+ +|£,=—>]

L—[i'ﬁl
V2 .

‘52:‘|‘>x:%[l51= + +i“z=—>]

[+ ) =le1 = +)e ®le2 = +)s

= +> e = 1@z = +) e = =)

= 5l 7
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Definicion del problema de particulas idénticas

‘<_|_a:7+x‘(04‘—|—,—> +5\—,+>)|2 _

=[5 (6 e+ T 1) (a4 81-,)

1 2

:|§(a+5)

Vemos que la probabilidad de medir la componente x de ambos espines y obtener up
depende de la eleccion del estado matematico.

2
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Postulado de simetrizacion
con dos particulas idénticas
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Postulado de simetrizacion

Sigamos con un sistema de 2 particulas idénticas (después generalizamos a N particulas)

) =505

Sea B(1) un observable en £1. Supongamos que es un CCOC.
Como las particulas son idénticas existe un B(2) analogo en &5 ,
y entonces:

~

o

Formamos basede £ : {|1:b;) ® |2: bj> =|1:b;,2: bj>}
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Postulado de simetrizacion

Como las particulas son idénticas, no se puede medir B(1) o B(2): s6lo podemos decir
gue se mide B para las particulas y se obtienen dos autovalores, digamos bn 'y bm.

¢,Cudl seria el estado después de esta medicion?

11: 05,2 : b))
Hay dos posibilidades
11: by, 20 by)

Una medicion completa de observables en cada particula no alcanzo para
determinar el estado de forma univoca: degeneracion de intercambio

20



Postulado de simetrizacion

Operador Permutacioén
Seabase {|1:wuw;,2: u;)}
P21|1 > U@',Q 5 Uj> = |2 . Ui,l 5 uj>}

Propiedades:

(Py)? =1 = Pyl =Py

~

Es hermitico: P2T1 — Py, (demostrar) autovalores de Py = *£1

Es unitario: Pgngl = P21P2T1 =1
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Postulado de simetrizacion

autovalores de Py = *+1

Poi|ys) = |¢s) o L
Autovectores simeétricos y antisimétricos
con respecto al intercambio de particulas

Poila) = —|a)

Ejemplos:

11:u;,2:u;)  Essimétrico

1

ﬁ(|1:ui,2:uj>—|—\1:uj,2:ui>) P F g es S
1 L
E(H:ui,Q:uj>—\1:uj,2:ui>) P 7 ] es A
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Postulado de simetrizacion

Simetrizador y antisimetrizador

Ejemplo:
S w2 uy) =
Al w2 uy) =

DO | —

N | —

(14 Por) 1w, 2:uj) =

(1—P21)‘]_2’U,i,22u]'> =

N | —

(|1 C UG, 2 Uj> + 12w, 1 Ug>)

(11w, 2 uy) — |20 w1t uy))
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Postulado de simetrizacion

Al aplicarlos a un ket general se obtiene un autoestado de P21:

Py S|Y) = %Pm (14 Po1)ly) = %(Pﬂ +1)[9)
Poi Alyp) = %le(l — P |y) = %(le — 1))

Permutacion sobre observables

P»10O(1,2)P}), = 0(2,1)

Un operador es simétrico si: O(1,2) = O(2,1)

= S|)

= —Aly)

0(1,2), P21] =0
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Postulado de simetrizacion

Postulado de simetrizacion

Kets fisicos

Simeétricos: bosones — espin entero

Antisimétricos: fermiones — espin semientero
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Operadores de permutacion de N particulas
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Sea un sistema de N particulas, no necesariamente idénticas

Hay N! permutaciones de las N particulas (incluyendo la identidad)

Veamos N=3
{1V i 2w 30w ) ) Base
Plys Pyys, Pyayy Pyass Pays, Pys, 6 operadores de permutacion
Pl Vius2us3 i >=ncuipiuiquy Definicién del permutador

Pygy | Viugi 2w 3 iu )y = [2:u33 tus 1w )

Ejemplos
= Vw2 tu;:3 tu )

27
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Propiedades de los operadores de permutacion

(1) El conjunto de operadores de permutacion forma un grupo
Veamoslo en el ejemplo de N=3
(i) P123 es la identidad
(ii) El producto de dos permutaciones es también una permutacion
Ejemplo:  P32Py32 = P3ay

P3,2F.32|l:uE;Z:uj:3:uk>=F3,2|l:u,.;?r:u_,.;?,:uk)
= Py | Vius 2w 3 u)
= [3:ul i 2 0

= |l w2 w33 0 u;)
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PyyaPosa | Vw2 w3 iy > = Py | 1 ius3 0w 2 hu >
= Py | Vius2iu; 3w )
= 3wl i 2w
=|l:uk;2:uj;3:u,~>

Pygy | Vi 20w 3w )= |3 1w 2w 1 1w )
=|1:w; 2053 u)

(i) Cada permutacion tiene inversa

-1 _ . -1 __ . -1 __
PIIS_PII:i* P312 _Pl;}l! FZEI _P.?rll

- _ . =1 _ . -1 _
P132 - P132= P2]3 - PIIS? P&Il - P321

Notar que es un grupo no conmutativo:

P132P3|2=P213 P32Py3; = Pyy,y
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(2) Transposiciones. Paridad de un operador de permutacién

Transposicion: permutacion que intercambia sélo un par de particulas

Ejemplo: Plna ‘P.}IZ* Pz:na P32 Pll.‘.’n P:m

Las transposiciones son hermiticas y unitarias.

Propiedad importante: toda permutacion se puede escribir como producto de transposiciones.

P312 = P132P2|3 = P321P132 = P213P321 = PI32P213(P132)2 = ..

Esta descomposicion no es unica, pero la cantidad de transposiciones siempre tiene la
misma paridad. Esta es la paridad de la permutacion.
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(2) Transposiciones. Paridad de un operador de permutacion

Paridad de la permutacion

Ejemplo: Plzzu ‘PSIZ* Pzzm P33 P:us» P:m

. AN v
g '

pares impares

Siempre hay igual cantidad de permutaciones pares que impares

Unitarios

Operadores de permutacion

No necesariamente hermiticos
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Resumen de la Clase 24

En esta clase vimos:
- Sistemas cuanticos de varias particulas
- Definicién del problema de particulas idénticas
- Postulado de simetrizacion con dos particulas

- Operadores de permutacion de N particulas
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