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Multiple choice: Ordenes de magnitud

(a) El radio medio tipico de un dtomo es
A. 107° m.
B. 107 m.
C. 1072 m.
D. 1073 m.

(b) Comparado con la longitud de onda de Compton del electrén, el radio de Bohr es
A. 100 veces mas grande.
B. 10000 veces mas chico.

C. aproximadamente igual.

(c¢) El nimero de fotones por segundo emitido por una lamparita es del orden de
A. 103,
B. 10°.
C. 10%.
D. 10%.

(d) La energia del estado fundamental del dtomo de hidrégeno es del orden de
A. 107% eV.
B. 1073 eV.
C. 10 eV.
D. 10 MeV.

(e) La velocidad promedio de un electrén en el estado fundamental del d&tomo de hidrégeno es
aproximadamente

A c

B. 0,1c.
C. 10 %¢.
D. 107%¢c.
E. 10719

(f) El tiempo de vida medio tipico de un estado electrénico excitado de un dtomo es
A, 10%s.

1078 s.

10718 s.

10738 s.

O aw
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Los diagramas (1)-(5) de la figura representan distintos tipos de potenciales unidimensionales en
los que se encuentra una particula con un determinado valor de energia FE.

‘ l___..w Sy —f T "= e
i o B .

(a) Indicar qué grafico de U*W corresponde a cada uno de los casos (1)-(5).

(b) Para cada uno de los casos (1)-(5), decir si el espectro de energia es discreto o continuo.

Partiendo de la ecuacion de Schrodinger, derivar la ecuacion de continuidad

dp
ot
para la corriente de probabilidad J(¢,x) = 2L (U (¢, x)VU*(t,x) — U*(t,x)V¥(t,x)) v la densi-
dad de probabilidad p(t,x) = [U(¢,x)[*.
Particula en un anillo. Hallar los niveles de energia de una particula libre de masa m cuando
el espacio es un anillo de perimetro L.

+divd =0,

Operador paridad. El operador paridad II se define mediante la relacion

(a) Mostrar que las autofunciones de II son simétricas o antisimétricas y determine sus respec-
tivos autovalores.

(b) Demostrar que si A(z) = A(—x), el operador A(x) conmuta con II. ;Qué se puede decir de
la paridad de las autofunciones de A?

@ Muestre que la funcion de onda de una particula esta dada por
Y(x) = Acoskx + Asen2kzx

entonces la distribucion de impulsos es no nula solo para los valores p = +hk y p = +2hk.

Demuestre que un potencial atractivo sumamente angosto y profundo representado por una delta
de Dirac, V(z) = Ad(x), contiene un solo estado ligado y calcule el autovalor correspondiente
de la energia. (Ayuda: Integrar la ecuacién de Schrodinger entre —e y € y mostrar que ¢/'(z) es
discontinua en x = 0.

* Una aplicacién de pozos de potencial: Inversién del Nitrégeno
La molécula de amoniaco (/N Hj3) tiene forma de pirdmide, donde los dtomos de H forman una

base triangular y el atomo de N se encuentra en la cuspide. Existe un proceso conocido como
“Inversion del Nitrégeno” en el que la pirdmide se invierte tal como se muestra en la figura (a).
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Un modelo muy simple para este fenémeno considera un potencial unidimensional V'(z), donde
x es la posicion de una particula ficticia de masa M = 3my, que simula el movimiento rigido de
la base de la pirdmide. La linea continua de la figura (b) corresponde a V'(z), siendo el origen la
posicién del atomo de N, que se supone estatico. Simplificaremos atin mas el potencial, utilizando
un pozo de paredes impenetrables de ancho 2a + A en cuyo centro se encuentra una barrera de
altura V y ancho A (linea punteada). Para el caso del amoniaco, se tiene a = 0,34, A=03Ay
Vo = 0,25eV. Analizaremos los estados con E < Vj.

(a)
(b)

A Vix)
(a) (b)

Teniendo en cuenta la simetria de V(x) y las condiciones de contorno, determine las auto-
funciones de energia para el caso E < V.

Mostrar que la energia se obtiene de las siguientes expresiones: tan(ka) = —§ coth(qA/2)

para autoestados simétricos 1g y tan(ka) = —g tanh(gA/2) para autoestados antisimétricos
Yas (donde k = V2ME/hy q=+/2M(Vy — E)/h).

Aproximar las expresiones del punto anterior para el caso en que ¢A > 1y E < V;. La
ultima condiciéon necesita que k = a(115) con £ < 1 dependiente de la paridad del autoes-
tado. Interpretar esta condicion, obtener las energias de ambos autoestados y determinar
la paridad del estado fundamental y el primer nivel excitado. En particular, mostrar que la

diferencia de energia entre ambos niveles es

hr? 4e—9A
2Ma? qa

El—E()%

Calcular esta cantidad y comparar con el valor experimental Ey — E; = 9,84 x 1075V,

Suponer que a t = 0 la probabilidad de encontrar a la particula ficticia estd concentrada en
el lado izquierdo del pozo. Encontrar una funciéon de onda combinacién lineal de g v ¥a5
que describa esta situaciéon. Calcular a qué tiempo T la maxima probabilidad de encontrar
a la particula esta del lado derecho del pozo y determinar la frecuencia de inversion.

(9] Repaso de oscilador arménico

1 2.2

Considerar una particula de masa m en un potencial de oscilador arménico V(x) = 3mw?z”.

(a)

2

Demostrar que las funciones

Yo(x) = Ag e/ (225) , Ui(x) = Ay x e~ /(%) y Ya(x) = Ay
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con xrg = ,/%, son soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria con energias

Ey= f =, B = 3%’ y Es 5h“’ , respectivamente. Graficar esquematicamente la densidad de
probablhdad para cada funcmn y hallar Ay, A; y Ay para que las funciones de onda estén
normalizadas.

Verificar que y(z) satura la relacién de incerteza.

La ecuaciéon de Schrodinger estacionaria para este potencial puede resolverse explicitamente
y se obtiene un conjunto discreto de autoestados que tienen la forma

o= (2 2 e,

Zo

y cuyas energias son E, = hw (n + %) Recordar la resolucién de dicha ecuacién (puede
consultar por ejemplo la seccion 2 del complemento Cy del tomo 1 del libro de Cohen, p.
537). Mas adelante en el curso veremos otro método mdas sencillo y elegante para obtener el
espectro del oscilador armonico.

Repaso de atomo de Hidrégeno

p2 2

Considerar el hamiltoniano del electréon del atomo de Hidrégeno dado por Hy = o donde
m

r

m = 0,91 x 1073 Kg es la masa del electrén y e = q/+/4meg, con ¢ = 1,6 x 107 C la carga del
electron. No tener en cuenta que el electrén tiene espin.

(a)

Escribir la ecuacién para las autofunciones y autovalores de Hy. Proponer autoestados de
la forma ¢p ., (r) = %uk,l (1) Yim (6, ) y demostrar que uy; satisface la siguiente ecuacién
diferencial B ROl e
—%w + W — 7 UkJ (7“) = Ekluw (’f‘) .

La ecuacion diferencial anterior se puede resolver junto con la condicién wuy; (0) = 0 1.
Al resolverla, se obtiene Ejy; = —(k]i—’l)% con B = 2h2 y k = 1,2,3,... entero positivo.
Los niveles de energia del atomo de Hidrégeno quedan entonces determmados por la suma
n = k + [; es usual hacer referencia a las autofunciones correspondientes por su valor de n
(en lugar de k), [ y m. Demostrar que la degeneracion del nivel de energia FE,;,, = —% es
n?. Se dice que los autoestados con el mismo valor de energfa (o, lo que es equivalente, con

el mismo valor de n) forman una capa que se identifica por el nimero n.
Calcular la energfa del nivel fundamental (respuesta: —13,6eV).

Es comun utilizar la denominada notacion espectroscépica para hacer referencia a subcon-
juntos o subcapas de una dada capa. Dicha notacién consiste en dar el valor de n de la capa,
seguido de una letra que identifica el valor de ¢:

(=04+—s
(=1<+—p
(=2+—d
(=3+—f

'Para entender esta condicién de regularidad, ver por ejemplo la discusién anterior a la ecuacién (A-30) del capitulo
VII del libro de Cohen-Tannoudji. La resolucién de la ecuacién diferencial se puede encontrar en la seccién C-3b del
capitulo VII del mismo libro.
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(=44+—yg

Asi, por ejemplo, para hacer referencia al estado fundamental (n = 1, [ = 0, m = 0), nos
referimos a la subcapa 1s. La subcapa 2s contiene un sélo estado, el dado porn=2,1=0
y m = 0. La subcapa 2p contiene tres estados, que tienen n = 2, [ = 1 y se diferencian entre
si por el valor de m (que puede ser 1, 0 0 —1). ;Cudntos estados hay en la subcapa 3p? ;Y
en la 3d? ;Cudl es la energia de estas dos subcapas? ;Puede hablarse de la subcapa 3f7

Aproximacion WKB. Utilizar la aproximacion WKB para encontrar el espectro de energia de

una particula de masa m en el siguiente potencial unidimensional:

Vo si0<z<a/2,
Vizg) =40 sia/2<z<a,

oo si en cualquier otro caso.

Asumir que 72h?/(2ma®) > V5 > 0



