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Algebra del momento angular

* Grupo SU(2). Considere las matrices unitarias de determinante uno de 2 x 2: SU(2). Muestre
que forman un grupo con el producto ‘.” dado por multiplicar matrices, es decir, que satisfacen
» g9 € SU(2)sig, g € SU(2)
» Vg e SU(2) dg € SU(2) tal que ¢'.g = g.¢' =Id. Se suelde decir que ¢’ = g~ .
» La matriz identidad satisface g.Id=Id.g =g, Vg € SU(2).
» g.(h.f) = (g.h).f, para todo g, h, f € SU(2)

Mostrar que toda matriz de SU(2) se puede escribir de la forma

= (5 o)

con a y [ nimeros complejos tales que |a|? + |3 = 1. Concluir que los elementos de SU(2)
corresponden a puntos en una tres-esfera S embebida en R*. Los grupos que admiten una
estructura de superficie (variedad es el término) se denominan grupos de Lie: en este caso al
grupo SU(2) se le da la estructura diferenciable de S®.

* Generadores de SU(2). La versién infinitesimal de SU(2), su algebra: se define el dlgebra de
un grupo de Lie como el tangente al elemento identidad. Para entender esto, considere una familia
de elementos de SU(2) arbitrarios en la forma del ejercicio anterior, con «(t) y 5(t) funciones
del pardmetro ¢ restringidas a la condicién (A) |a(t)[* + |8(t)|> = 1. Queremos tomar el tangente
en la identidad, por lo tanto «(0) = 1 y $(0) = 0. Derive respecto a t cada elemento de matriz
asi como la condicién (A), evalie a t = 0 y concluya que el dlgebra su(2) se puede pensar como

las matrices de la forma
| _x A z
=0 =2 =z —i)

Algebra su(2). El algebra de su(2) en términos abstractos: considerar un espacio vectorial de
tres dimensiones, con un producto que en una base {.Ji, J2, J3} toma la forma:

con A\ real y z complejo.

[Ji, JJ] = iEiijk

Mostrar que este espacio vectorial es un algebra de Lie, o sea que el producto satisface la propiedad
de Jacobi:
[y, [, J3]] + [Ja, [Js, S]] + [Js, [, o] ] = O

Este es el dlgebra del grupo SU(2) (denominada su(2)) y codifica toda la informacién del grupo
(no siempre sucede esto con otros grupos y sus dlgebras). Los J; se denominan generadores del
grupo, ya que al exponenciarlos se recupera el grupo de Lie.

Aclaraciodn: este es el algebra su(2) pero donde los generadores no tienen la forma de la matriz
X del ejercicio anterior, sino 72X, por esto es que va a aparecer siempre —i.J; en las exponenciales
para formar un elemento del grupo.

Clasificacién de las representaciones de su(2). Para hablar de otras representaciones de

su(2), construya los operadores de subida y bajada Jy = J, +1iJ, a partir de la base del ejercicio
3, tales que [J,, J+| = £J1. Muestre ademds que

(a) Un Casimir (elemento que conmuta con todo) de su(2) es J? = J;J;. Se puede ver que es el
tnico Casimir de su(2).
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(b) Mostrar que si m es autovalor de J, y j(j + 1) es autovalor de J?, con autoestado corres-
pondiente |j m), entonces j es semientero positivo, m varia en saltos de 1y

—j<m<j

(usar que J; deben ser observables). Concluir que los estados |j m) son una base ortonormal
de C/U+Y) | para j fijo. Esta es una representacion irreducible (dado j). Ayuda: ver por
ejemplo la seccion 3.5 del Sakurai o el capitulo 7 del Ballentine.

(c) Si(jm|j'm') = d;j6mm, mostrar que

G'm|Jelim) = VG Fm)G £ m A+ 1)850m ma

Rotaciones.

Sean {V,,V,,V.} tres operadores. Decimos que V; son las componentes de un operador vectorial
si ante rotaciones V; transforma de la forma

DI(R)ViD(R) = > Ry;V;,

donde R es la matriz que define la rotacién en R® y D(R) es el operador de rotacién asociado en
el espacio de Hilbert.

(a) Considere un estado arbitrario [¢) de un sistema, sobre el que se aplica una rotacién en un
angulo ¢ alrededor del eje Z, es decir

) = 1) = DGe,0) = exo (<52 ) o).

Calcule los valores medios (¢/| V5 |¢), (/| Vy [¢') y (| V2 [¢') en el sistema rotado, en
funcién de los valores de expectacion (| V, |¥), (| V, 1Y) v (¢ V. |¢) en el sistema origi-
nal. Concluya que se cumple la definicién del operador vectorial para V. Use que las tres
componentes del operador vectorial satisfacen:

[Jj, Vk] = iEjklw-
(b) Verifique que el operador de momento angular J = (J,, J,, J,) es un operador vectorial.
(¢) Muestre que el operador de rotacién para un sistema de spin 1/2 se puede escribir como

S -7
1)(1/2)(73,7 }) = exp (—i hn¢) = COS g]l — iseng(a ‘M),

donde I es la matriz identidad. Reinteprete la esfera de Bloch.

@ Construya, por aplicacién de los operadores de subida y de bajada, las matrices que representan
a los operadores J?, J,, J,, vy J. en el subespacio generado por la base {|1,1),[1,0),|1,—1)}
de autoestados de J? y J,. Verifique explicitamente (multiplicando las matrices) la relacién

[y, J,) = ih..

(a) Encuentre la base {|j,m,)} de autoestados de J? y .J, de dicho subespacio. Escribala como
combinacién lineal de los |7, m).
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(b) Considere el estado |¢) = \/ié (]1,1) — |1, —1)). Si se mide .J,, jqué valores pueden obtenerse
y con qué probabilidades? Repita el calculo si se mide J,,.

(c) Evalte J,(J, + h)(J, — h)y J,(J, + h)(J, — h) sin usar la representacién matricial.

(d) Muestre que en el caso de momento angular j = 1, vale que

=1) (4 : . J J\ 2
D=5, 5) = exp (~id,6/0) =T~ senss (4] — (1= cosg) () |

y obtenga su forma matricial en la base de autovalores de J,.

Considere la secuencia de rotaciones de Euler representada por
D(a, B,7) = D(2,a)D(4, B)D(Z,7).
(a) Muestre que para j = 1/2, la matriz de 2 que representa esta rotacién es

—i(at+y)/2 B _e—ila=7)/2g0p 8
1/2 e cos e sen
D/ )(047 B,7) = (ei(aw)/Zsen[g eilaty)/2 62)

COS b

(b) Debido a las propiedades del grupo de rotaciones, esperamos que esta secuencia de opera-
ciones sea equivaletnte a una tinica rotaciéon alrededor de algin eje con angulo 6. Encuentre
0 y la direccion de dicho eje.

Momento angular orbital y momento de spin.

Muestre que el operador momento angular L; en la representacion de coordenadas viene dado
por

- -0 4~ 1 0
L:—zhl %_eseneﬁ_gb}'

Esto muestra que las componentes de momento angular actiian en L?(5?) sin importar la depen-
dencia radial de funciones de L*(R?).

[9] Construya los arménicos esféricos Y7, € L?(S?). Para ello, resuelva primero L, Y;; = 0 (L4 en la
representacion de coordenadas) y aplique luego el operador L_ a Y7 ; (previamente normalizado)
para hallar los otros dos restantes. Usando los resultados del Ejercicio 6, escriba la combinacion
lineal de éstos que es autoestado de L, con autovalor h. Verifique su resultado aplicandole L, en
la representacién de coordenadas.

Considere un autoestado de impulso angular ortibar |l = 2, m = 0). Suponga que este estado es
rotado en un angulo § alrededor del eje . Encuentre la probablidad de medir m = 0,4+1 y £2
en el nuevo estado.

La funcién de onda de una particula sujeta a un potencial esféricamente simétrico V' (r) estd dada
por:
U(z)=(z+y+32) f(r).
(a) (Es ¥ autofuncién de L?? Si es asf, jcudl es el valor de [? Si no es asf, jcudles son los

posibles valores de [ que pueden ser obtenidos cuando se mide L? ?

(b) ;Cuéles son las probabilidades de hallar a la particula en los distintos estados con m defi-
nido?

(c) Suponga que se conoce de alguna manera que W(x) es una autofuncién de energia con
autovalor E. Indique cémo puede hallarse V (r).
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Considere un sistema descripto por el Hamiltoniano

wWo 2
Suponga que el estado inicial del sistema es |l = 1,m, = 0). Demuestre que existe un tiempo 7
en que el estado evoluciona a |l = 1, m, = 0) (a menos de una fase); donde m, y m, es el nimero
cuantico correspondiente a L, y L, respectivamente.

Se tiene un electrén en un potencial dado por V = %kX 2+ ~S,, donde S, es la componente
del espin en la direccion z. Hallar el espectro de energia y los valores de v para los cuales hay
degeneracion.

Considere un estado arbitrario |«) de un sistema de espin 1/2, sobre el que se aplica la rotacién
R

?

by = exp (~35.0) la)

(a) Calcular el valor de expectacién de S, en el estado |a), en funcién de los valores de expec-
tacién de S, y S, en el estado |«).

(b) Muestre que si ¢ = 27 se satisface

) = —la) .

Observe que no se obtiene el mismo estado debido a un factor de fase. ;Puede observarse
este efecto? Vea Phys. Rev. Lett 35, 1053 (1975), o Phys. Today, Dic. 1980, pag. 24.



