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Teorema de Wigner
Considerar una transformacién que lleva estados fisicos |¢) y |¢) a |¢') y 1)), y es tal que resulta

[(&'1¢")] = [l

para todo ¥ y ¢ en el espacio de Hilbert. El teorema de Wigner nos dice que dicha transformacién
puede representarse actuando sobre el espacio de Hilbert por medio de un operador que es unitario
o antiunitario.

(a) Dar ejemplos de operadores que cumplan la hipétesis del teorema de Wigner y que sean unita-
rios.

(b) Para ver una situacién en la que aparecen operadores antiunitarios en este contexto pueden re-
visar por ejemplo la seccion 13.3 del libro de Ballentine sobre el operador de inversiéon temporal.

Simetrias. Decimos que una transformacién U es una simetria de un sistema si deja invariante el
modulo del producto interno entre dos vectores cualesquiera y ademas deja invariante al Hamiltoniano
del sistema H (es decir, cample UHU ! = H). Demostrar que:

(a) e~ ®d/h siendo d una constante real, es una simetria de la particula libre unidimensional.

(b) e~i€H/h giendo € una constante real, es una simetria de cualquier sistema cuyo hamiltoniano H
no dependa explicitamente del tiempo.

Generador infinitesimal de una simetria continua. Sea U (s) = ¢/*¥ | con K hermitico y s real,
un operador que es simetria de cierto sistema fisico de hamiltoniano H independiente del tiempo
para todo s.

(a) Probar que [H, K| = 0. K se conoce como el generador infinitesimal de la simetria.

(b) Demostrar que el valor de expectacién de K se conserva en el tiempo. Se dice que K es entonces
una constante de movimiento.

(c) Probar que el momento lineal es la constante de movimiento asociada a la invariancia ante
traslaciones arbitrarias.

(d) Probar que la componente del momento angular en una direccién es la constante de movimiento
asociada a la invariancia ante rotaciones arbitrarias alrededor de dicha direccioén.

Simetrias y degeneracion
Sea G el generador infinitesimal de una simetria de cierto sistema con hamiltoniano H. Demostrar
que si |¢) es un autoestado de H con energia F, entonces f(G)[y) (siendo f una funcién analitica)
también es autoestado de H y tiene la misma energia E. Como en general serd f(G)|y) # [¢¥), la
existencia de simetrias suele generar un aumento en la degeneracién de los niveles de energia.
Degeneracion en el atomo de Hidrégeno
El hamiltoniano del atomo de Hidrégeno esta dado por
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(a) Mostrar que el momento angular y el vector de Runge-Lenza

621'
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L=rxp vy R=—(pxL-Lxp)——,
2m T
respectivamente, son generadores de simetria del sistema.
(b) Mostrar que L-R =0y R* = 2H(L? + ?) + €.
(c) Obtener el espectro de energia. Para una energia E < 0, mostrar que K = %(L +/—3gR) e

I= %(L —\/—35R) generan dos simetrias de “rotacién” y a partir de ellas obtener el valor de
E.
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Para méds detalle seguir el desarrollo de la seccién SO(4) symmetry in the Coulomb potencial del
capitulo 4 de Modern Quantum Mechanics de Sakurai-Napolitano; o la seccion Dynamical Symmetry
del capitulo 7 de Quantum Mechanics de Schiff.

Inversién temporal

@ Sea ¢(x,t) solucién a ecuacién de Schrodinger para una particula sin spin sobre la cual actiia una
potencial real V.

(a) Muestre que ¢(x, —t) no es solucién, mientras que ¢*(x, —t) si lo es. Vea el caso de la particula
libre.

(b) Si ademés el hamiltoniano es invariante ante inversién temporal, pruebe que ¢(z,t) puede ser
elegida real en cada instante de tiempo.

Sea ¢(p) = (p|ar) la funcién de onda en representacién de momentos del estado |«). La funcién de
onda en representacién de momentos del estado © |«) (donde O es el operador de inversién temporal),

sestd dado por é(p), ¢(—p), ¢*(p) o por ¢*(—p)? Justifique.
Considere una rotacién R (en tres dimensiones):

(a) Determine como actia el operador de inversién temporal sobre el estado D(R) |7, m).

(b) Usando las propiedades de inversién temporal y rotaciones, pruebe que

D(J) /(R) — (_1)m—m’D(j)

m,m —m,—m/

(R).

(c) Pruebe que O |7, m) = i2™|j, —m).

@ Suponga que una particula sin spin estd ligada a un centro fijo por un potencial V' tan asimétrico
que ningun nivel de energia estd degenerado. Usando invariancia ante inversiéon temporal, pruebe
que

(Ly=0

para cualquier autoestado de energfa. Si la funcién de onda de uno de estos autoestados no degene-
rados se expande en la forma

> Fin(r)Yim (0, ¢)
lm
,qué tipo de restricciones de fase se obtienen para Fj,,(r)?

Traslacion e inversién espacial.

Teorema de Bloch

Un cristal tiene invariancia ante traslaciones en un vector de la forma R,, = nia; +nsas 4+ nsag, con
n; entero. Esto significa que el hamiltoniano H del cristal es invariante ante traslaciones en el vector
R, es decir [H,U (R,)] = 0, siendo U (R;,) = exp (—ip- R, /h).

(a) Demostrar que los autovalores de U (R,,) tienen la forma ¢ (R,,) = exp (—ik - R,,), siendo k un
vector de componentes reales.

(b) Como H y U (R,,) conmutan, tienen una base comin de autofunciones ¥ (r). Demostrar que
dichas autofunciones satisfacen

U(r—R,)=exp(—ik-R,)¥(r).

(¢) Expandir las autofunciones del inciso anterior en ondas planas y demostrar que la distribucién
de momentos asociada es discreta.
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Considere dos autoestados del operador paridad
Ma) = eafe) IL|B) =€s1B)
donde los autovalores €, y €g pueden ser 1 o —1. Muestre que
(Blx|e) =0

salvo si e, = —eg. Relacione este resultado con el argumento usual | gi)%xd)ad?’x = 058l ¢o y ¢p tienen
la misma paridad. ;Qué ocurre con (S|p|a)? ;Y con (B|S - x|a)?

Sea una particula sometida a un potencial de oscilador arménico cuyo estado inicial a ¢ = 0 es el

estado coherente "
— o IB?/2 A
B)=c¢e E ny ,
18) Z ﬁn!‘ )

donde 3 € C.

(a) Se mide el operador paridad IT a ¢t = 0 obteniéndose el autovalor +1. ;Cuédl es el estado [¢) del
sistema a tiempo t > 07

(b) ({Qué valores puede tomar a t > 0 el operador H y con qué probabilidad? ;Cuél es el estado
a un tiempo posterior? ;Cudl es el primer estado excitado? ;Qué resultados posibles daria la
medicién de IT7



