
Ejercicio 5: Degeneración en el átomo de Hidrógeno
El hamiltoniano del átomo de Hidrógeno está dado por

H0 =
p2

2m
− e2

r
.

(a) Mostrar que el momento angular y el vector de Runge-Lenza

L = r× p y R =
1

2m
(p× L− L× p)− e2r

r
,

respectivamente, son generadores de simetría del sistema.

(b) Mostrar que L ·R = 0 y R2 = 2
mH(L2 + ~2) + e4.

(c) Obtener el espectro de energía. Para una energía E < 0, mostrar que K = 1
2 (L +

√
− m

2ER) e I = 1
2 (L −√

− m
2ER) generan dos simetrías de “rotación” y a partir de ellas obtener el valor de E.

Para más detalle seguir el desarrollo de la sección SO(4) symmetry in the Coulomb potencial del capítulo
4 de Modern Quantum Mechanics de Sakurai-Napolitano; o la sección Dynamical Symmetry del capítulo 7 de
Quantum Mechanics de Schiff.

Solución:
La intención de este apunte no solo es resolver de manera completa este ejercicio sino también dejar en claro

algunas cosas respecto a operadores vectoriales.
En todo lo que se sigue hay que tener en cuenta las siguientes propiedades del tensor de Levi-Civita εijk y

la delta de Kronecker δij :

εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl
εijkεijm = 2δkm

εijkεijk = 2δii = 6

(1)

Donde, de manera general, δii = d la dimensión del espacio. Como nos interesa estudiar las rotaciones en el
espacio real debe ser d = 3. En este sentido recordemos que en el espacio real, los generadores de rotación son
las componentes del momento angular orbital

Li = (r× p)i = εijkxjpk.

Veamos que efectivamente cumplen el álgebra de momento angular (su(2)). La cuenta hecha con detalle es
la siguiente:

[Li, Lj ] = [εilmxlpm, εjrsxrps]

= εilmεjrs[xlpm, xrps]

= εilmεjrs ([xl, xrps]pm + xl[pm, xrps])

= εilmεjrs ([xl, xrps]pm + xl[pm, xrps])

= εilmεjrs (xr[xl, ps]pm + [xl, xr]pspm + xlxr[pm, ps] + xl[pm, xr]ps)

= εilmεjrs (xr[xl, ps]pm + xl[pm, xr]ps)

= εilmεjrs (i~δlsxrpm − i~δmrxlps)
= i~εismεjrsxrpm − i~εilmεjmsxlps
= i~εsmiεsjrxrpm − i~εmilεmsjxlps
= i~(δmjδir − δijδrm)xrpm − i~(δisδlj − δijδls)xlps
= i~δmjδirxrpm − i~δijxkpk − i~δisδljxlps + i~δijxkpk
= i~δmjδirxrpm − i~δisδljxlps
= i~δirδjmxrpm − i~δimδjrxrpm
= i~(δirδjm − δimδjr)xrpm
= i~εijkεkrmxrpm

[Li, Lj ] = i~εijkLk.

(2)
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Hay que seguir con cuidados cada paso; y tener en cuenta que todas las coordenadas de posición y momento
conmutan entre sí y que [xi, pj ] = i~δij . Además de usar con cuidado las propiedades del conmutador y, sobre
todo en los últimos pasos, de poder cambiar cuidadosamente los índices mudos. Usaremos bastantes estas
propiedades.

A partir de los generadores de rotaciones Li vimos en clase que tres operadores Vx, Vy y Vz son las compo-
nentes de un operador vectorial V si satisfacen la relación

[Li, Vj ] = i~εijkVk. (3)

Recordemos que en tres dimensiones toda rotación R está caracterizada por una dirección n̂ alrededor de la
cual girar una cantidad θ. Teniendo esto en mente definimos el operador de rotación como el operador unitario

D(R(n̂, θ)) = e−iθL·n̂/~.

Decimos entonces que Vi es componente de un operador vectorial si

D(R(n̂, θ))†ViD(R(n̂, θ)) = RijVj ,

con Rij las componentes de la matriz de rotación R. A partir de esta definición se sigue que un operador S es
un operador escalar si se preserva ante rotaciones, es decir

D(R(n̂, θ))†SD(R(n̂, θ)) = S.

Y si expandimos el operador de rotación en potencias de θ vemos

D(R(n̂, θ))†SD(R(n̂, θ)) = S

(1 + i
θ

~
L · n̂+ · · · )S(1− i θ

~
L · n̂+ · · · ) = S

S + i
θ

~
(L · n̂S − SL · n̂) +O(θ2) = S

i
θ

~
[L · n̂, S] +O(θ2) = 0

(4)

Donde vemos que un operador escalar debe cumplir [Li, S] = 0 para todas las componentes del momento
angular. Esto es, de hecho, una equivalencia.

Veamos además que si los Li están asociados a rotaciones deben cumplirse, al menos, dos propiedades
importantes de los generadores de rotación y operadores vectoriales.

Por un lado sabemos que el producto interno de dos vectores es invariante ante rotaciones1; entonces nos
gustaría que esto siga valiendo para operadores vectoriales, y en efecto es así. Dados dos operadores vectoriales
V y W, veamos que V ·W es un operador escalar:

[Li,V ·W] = [Li, VjWj ]

= [Li, Vj ]Wj + Vj [Li,Wj ]

= i~εijkVkWj + i~εijkVjWk

= i~εijk(VkWj + VjWk)

[Li,V ·W] = 0.

(5)

Donde usamos que la contracción de un tensor simétrico con otro antisimétrico se anula2. Se sigue directa-
mente que el módulo de cualquier operador vectorial V 2 = V·V es un operador escalar, es decir que [Li, V 2] = 0.
Y por lo mismo es fácil mostrar que para toda función analítica f(x), vale que

[Li, f(V
2)] = 0. (6)

De ahí que operadores vectoriales, importantes para nosotros, como la posición r; el momento lineal p y el
momento angular L cumplan

[Li, r
2] = [Li, p

2] = [Li, L
2] = 0. (7)

1Justamente definimos la rotación como una transformación espacial que preserva el ángulo y la norma de vectores.
2En efecto, consideremos Aij = Aji y Bij = −Bji. Entonces

∑
ij AijBij =

∑
ji AjiBji =

∑
ji Aij(−Bij) = −

∑
ij AijBij ; es

decir que
∑

ij AijBij = −
∑

ij AijBij . Por lo tanto debe ser cero.
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Es decir que r2, p2 y L2 son escalares con el sentido físico de toda la vida; como invariantes ante rotaciones.
Y como la función f(x) = 1

x es analítica también 1
r (como operador) es un escalar. Esto es importantísimo

porque nos permite mostrar fácilmente que el Hamiltoniano es un escalar:

[Li, H] =
1

2m
[Li, p

2]− e2
[
Li,

1

r

]
= 0. (8)

Y por supuesto vale para cualquier potencial V que dependa únicamente de r.
Por otro lado, veamos que dados dos operadores vectoriales A y B, el operador producto vectorial A ×B

es efectivamente un vector.

[Li, (A×B)j ] = [Li, εjklAkBl]

= i~εjkl[Li, Ak]Bl + i~εjklAk[Li, Bl]
= i~εjklεikmAmBl + i~εjklεilmAkBm
= i~(δijδlm − δilδjm)AmBl + i~(δjmδik − δijδkm)AkBm

= i~δijAmBm + i~(δikδjm − δimδjk)AkBm − i~δijAkBk
= i~(δikδjm − δimδjk)AkBm
= i~εijlεlkmAkBm

[Li, (A×B)j ] = i~εijk(A×B)k.

(9)

Por lo que podemos decir que p×L y L×p = −(p×L)† son operadores vectoriales y por lo tanto el vector
de Runge-Lenz3

R =
1

2m
(p× L− L× p)− e2 r

r
, (10)

es efectivamente un operador vectorial. Esto nos permite ahorramos las cuentas que nos llevan a ver que R debe
cumplir

[Li, Rj ] = i~εijkRk. (11)

Es importante notar que este vector cumple cuatro propiedades:

[Ri, H] = 0

L ·R = 0,

R ·R =
2

m
H(L2 + ~2) + e4

[Ri, Rj ] = −
2H

m
i~εijkLk.

(12)

Más adelante demostraremos cada una de estas. La primera dice que R es un generador de simetrías para
el átomo de Hidrógeno. La siguientes dos nos permitirán obtener el espectro de energía. Y la última, junto al
momento angular orbital nos permiten escribir el siguiente álgebra cerrado de simetrías

[Li, Lj ] = i~εijkLk
[Li, Rj ] = i~εijkRk

[Ri, Rj ] = −
2H

m
i~εijkLk

(13)

Tengamos en cuenta lo siguiente. Dado que R y L conmutan con el Hamiltoniano H, estos operadores
comparten subespacios invariantes y por lo tanto podemos estudiar todo para un dado nivel de energía 4 E < 0.
Asimismo los conmutadores (13) se mantienen ahora explicitando H = E; por esto podemos normalizar R
definiendo el vector N =

√
− m

2ER y con esto tenemos

3Recordemos que a nivel cuántico p× L no es un operador hermítico pues (p× L)†i = (εijkpjLk)
† = εijkLkpj = −εikjLkpj =

−(L × p)i. De ahí que el operador hermítico asociado a la cantidad clásica p × L sea su versión hermitizada p×L+(p×L)†

2
=

p×L−L×p
2

.
4En relación al problema clásico donde las orbitas cerradas se obtiene para energías negativas.
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[Li, Lj ] = i~εijkLk
[Li, Nj ] = i~εijkNk
[Ni, Nj ] = i~εijkLk.

(14)

La clausura de este sistema de conmutadores nos deja redefinir los vectores K = 1
2 (L+N) y I = 1

2 (L−N),
para los cuales el sistema deviene en

[Ki,Kj ] = i~εijkKk

[Ki, Ij ] = 0

[Ii, Ij ] = i~εijkIk.
(15)

Vemos entonces que tanto K como I generan dos álgebras de momento angular independientes5. Al ser
momentos angulares conocemos exactamente sus autovalores. También sabemos que el espacio de Hilbert de
cada uno está generado por |k,mk〉 y |i,mi〉 tales que

K2|k,mk〉 = ~2k(k + 1)|k,mk〉 Kz = ~mk|k,mk〉

I2|i,m〉 = ~2i(i+ 1)|i,mi〉, Iz = ~mi|i,mi〉

con k, i = 0, 12 , 1,
3
2 , · · · , mk = −k, · · · , k y mi = −i, · · · , i.

Asimismo podemos invertir las redefiniciones y despejar R = − 2E
m (K − I) y L = K + I. Y como estos

vectores son ortogonales se sigue

R · L = −2E

m
(K− I) · (K+ I) = −2E

m
(K2 − I2) = 0→ K2 = I2, (16)

donde en el último paso usamos que K e I conmutan. Es decir que ambos operadores tienen el mismo
espectro, y esto ocurre únicamente si i = k. Finalmente, conociendo R2 podemos calcular explícitamente K2

como

K2 =
1

4

(
L+

√
− m

2E
R

)2

=
1

4

(
L2 − m

2E
R2 +R · L+ L ·R

)
=

1

4

[
L2 − m

2E

(
2E

m
(L2 + ~2) + e4

)]
K2 =

1

4

[
−me

4

2E
− ~2

]
(17)

A partir de la cuantización de K2 podemos despejar la energía

1

4

[
−me

4

2E
− ~2

]
= ~2k(k + 1)→ E = − me4

2~2(2k + 1)2
(18)

Dado el rango de k es claro que 2k + 1 = 1, 2, 3, · · · , por lo que conviene redefinir el número cuántico
n = 2k + 1 ∈ N0. Y con esto la energía se cuantiza como

En = − me4

2~2n2
(19)

Por otro lado, el momento angular orbital es L = K + I. Y dado que estamos sumando dos momentos
angulares, el número cuántico l surge de la regla de selección

|i− k| ≤ l ≤ i+ k → 0 ≤ l ≤ 2k = n− 1

Entonces la existencia de dos generadores de simetría implica la degeneración del nivel de energía n en
los números cuánticos de momento angular orbital l = 0, 1, 2, · · · , n − 1 y la proyección en alguna dirección
ml = −l,−l + 1, · · · , l− 1, l. Finalmente, tal y como sabíamos, el espacio de Hilbert del átomo de hidrogeno es
el generado por los kets |n, l,ml〉 con

5Esto se sigue de [Ki, Ij ] = 0.
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H|n, l,ml〉 = −
me4

2~2n2
|n, l,ml〉 n = 0, 1, 2, · · ·

L2|n, l,ml〉 = ~2l(l + 1)|n, l,ml〉 l = 0, 1, · · · , n− 1

Lz|n, l,ml〉 = ~ml|n, l,ml〉 − l ≤ ml ≤ l.

(20)

Recuperando el resultado conocido para el átomo de Hidrogeno.

Procedemos a calcular las cuentas difíciles.

[H,Ri] :

En primer lugar mostremos que R es un generador de simetrías, es decir conmuta con el Hamiltoniano:

[Ri, H] =

[
1

2m
((p× L)i − (L× p)i)− e2

xi
r
,H

]
=

[
1

2m
(p× L)i, H

]
+

[
1

2m
(−(L× p)i), H

]
+
[
−e2xi

r
,H
]

=
1

2m
[(p× L)i, H]− 1

2m
[(L× p)i, H]− e2

[xi
r
,H
]

=
1

2m
[εijkpjLk, H]− 1

2m
[εijkLjpk, H]− e2

[xi
r
,H
]

(21)

Veamos esto ordenadamente. Dado que L× p = −(p× L)†, entonces

[εijkLjpk, H] = [(εijkpkLj)
†, H]

= [H, εijkpkLj ]
†

[εijkLjpk, H] = −[εijkpkLj , H]†

(22)

De manera que [Ri, H] = 1
2m [εijkpkLj , H] + 1

2m [εijkpkLj , H]† − e2[xi

r , H]. Por lo que bastaría con calcular
solo dos conmutadores. Este truquito de que un término del conmutador sea el adjunto de otro es algo que se
va a repetir seguido. Es útil tenerlo muy presente. Entonces el primer término es

[εijkpjLk, H] = εijk ([pj , H]Lk + pj [Lk, H])

= εijk [pj , H]Lk

= εijk

[
pj ,

p2

2m
− e2

r

]
Lk

= −e2εijk
[
pj ,

1

r

]
Lk

= −e2εijk
d

dxl

(
1

r

)
[pj , xl]Lk

= −e2εijk
(
−xl
r3

)
(−i~δjl)Lk

[εijkpjLk, H] = −i~e2εijk
xj
r3
Lk

(23)

Vectorialmente podemos decir [p×L, H] = −i~e2 r
r ×L. Y de la observación anterior se sigue directemente,

también en su forma vectorial, que [L× p, H] = −i~e2L× r
r .

Por ahora el conmutador viene siendo

[Ri, H] = −i~e
2

2m

(r
r
× L− L× r

r

)
i
− e2

[xi
r
,H
]
.

Veamos que el último término da lo necesario para anular el conmutador. Pero antes de seguir, notemos la
siguiente igualdad.
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[
pi,

xj
r

]
= [pi, xj ]

1

r
+ xj

[
pi,

1

r

]
= −i~δij

1

r
+ xj

d

dxl

(
1

r

)
[pi, xl]

= −i~δij
1

r
− xjxl

r2
(−i~δil)

= −i~δij
1

r
+ i~

xixj
r3

= −i~δij
xkxk
r3

+ i~
xixj
r3[

pi,
xj
r

]
= −i~δijxkxk − xixj

r3
.

(24)

Entonces el último término del conmutador [Ri, H] es

[
−e2xi

r
,H
]
=

[
−e2xi

r
,
p2

2m
− e2

r

]
= − e2

2m

[xi
r
, p2
]

= − e2

2m

([xi
r
, pj

]
pj + pj

[xi
r
, pj

])
= − e2

2m

(
i~
δijxkxk − xixj

r3
pj + pji~

δijxkxk − xixj
r3

)
= − i~e

2

2m

(
1

r3
(xjxjpi − xixjpj) + (pixjxj − pjxixj)

1

r3

)
= − i~e

2

2m

(
1

r3
(xjxjpi − xixjpj) + (xjpixj − i~xi − xipjxj + i~xi)

1

r3

)
[
−e2xi

r
,H
]
= − i~e

2

2m

(
1

r3
(xjxjpi − xixjpj) + (xjpixj − xipjxj)

1

r3

)

(25)

A simple vista podemos ver que el término tiene forma de r× (r×p) y el segundo tiene forma de (r×p)×r,
que es justamente lo que necesitamos para anular el conmutador [Ri, H]. Veamos la componente i-ésima de cada
vector.

En primer lugar, la componente (r× (r× p))i = (r× L)i es

(r× L)i = (r× (r× p))i

= εijkxjεklmxlpm

= (δilδjm − δimδjl)xjxlpm
= xjxipj − xjxjpi

(r× L)i = xixjpj − xjxjpi.

(26)

Y la componente ((r× p)× r)i = (L× r)i es

(L× r)i = ((r× p)× r)i

= εijkεjlmxlpmxk

= (δilδkm − δimδkl)xlpmxk
(L× r)i = xipjxj − xjpixj .

(27)

Como anticipamos, resulta ser
[
−e2 xi

r , H
]
= − i~e

2

2m

(
−
(
r
r × L

)
i
+
(
L× r

r

)
i

)
. O en su forma vectorial

[
−e2 r

r
,H
]
=
i~e2

2m

(r
r
× L− L× r

r

)
(28)
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Finalmente, concluimos que

[R, H] =

[
1

2m
(p× L− L× p)− e2 r

r
,H

]
=

1

2m
[p× L− L× p, H] +

[
−e2 r

r
,H
]

= − i~e
2

2m

(r
r
× L− L× r

r

)
+
i~e2

2m

(r
r
× L− L× r

r

)
[R, H] = 0.

(29)

L · R:
Veamos ahora que L ·R = 0:

L ·R =
1

2m
L · (p× L− L× p)− e2L · r

r
(30)

Podemos intuir que el último término se va a anular pues L = r× p es ortogonal a r. En efecto,

L · r = Lixi = εikjxkpjxi = εijkpjxkxi + i~εijkδijxi = 0, (31)

donde usamos que εijk es antisimétrico en todos sus índices y que δij y xixk (pues conmutan) son simétricos
en sus índices. Entonces la cuenta se reduce a

L ·R =
1

2m
L · (p× L− L× p)

=
1

2m
Liεijk(pjLk − Ljpk)

=
1

2m
Liεijk(Lkpj + i~εjklpl − Ljpk)

=
1

2m
εijkLiLkpj −

1

2m
εijkLiLjpk +

1

2m
i~εijkεjklLipl

=
1

2m
εijkLiLkpj −

1

2m
εikjLiLkpj +

1

2m
i~2δilLipl

=
1

2m
εijk(LiLk + LkLi)pj +

i~
m
Lipi

=
i~
m
εijkxjpkpi

L ·R = 0.

(32)

Donde en este caso usamos que LiLk + LkLi es simétrico y pkpi también (pues conmutan). Tomando su
adjunto llegamos a (L ·R)† = R · L = 0.

R · R:
Pasemos ahora a calcular el módulo cuadrado de R.

R2 = R ·R

=
1

(2m)2
(p× L− L× p) · (p× L− L× p)− e2

2m
(p× L− L× p) · r

r
− e2

2m

r

r
· (p× L− L× p) + e4

r · r
r2

=
1

(2m)2
(p× L− L× p) · (p× L− L× p)− e2

2m

[
(p× L− L× p) · r

r
+

r

r
· (p× L− L× p)

]
+ e4

(33)

Para hacer la cuenta ordenadamente empecemos con el último corchete. Su segundo término es
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r

r
· (p× L− L× p) =

xi
r
εijk(pjLk − Ljpk)

=
1

r
εijkxipjLk −

1

r
εijkxiLjpk

=
1

r
LkLk −

1

r
εijkxipkLj −

1

r
εijkεjklxipl

= 2
L2

r
− i~

r
2δilxipl

r

r
· (p× L− L× p) =

2L2

r
− 2i~

r
r · p.

(34)

Ahora, notemos lo siguiente:(r
r
· (p× L− L× p)

)†
= (p× L− L× p)† · r

†

r
= (p× L− L× p) · r

r
(35)

Usando el resultado anterior

(p× L− L× p) · r
r
=

(
2L2

r
− 2i~

r
r · p

)†
=

2L2

r
+

2i~
r

p · r. (36)

Entonces

(p× L− L× p) · r
r
+

r

r
· (p× L− L× p) =

4L2

r
− 2i~

(xi
r
pi − pi

xi
r

)
=

4L2

r
− 2i~

[xi
r
, pi

]
=

4L2

r
− 2i~

1

r
[xi, pi]− 2i~

[
1

r
, pi

]
xi

=
4L2

r
− 2i~

1

r
i~δii − 2i~

d

dxl

(
1

r

)
[xl, pi]xi

=
4L2

r
+

6~2

r
− 2~2

xlxl
r3

=
4L2

r
+

4~2

r

(p× L− L× p) · r
r
+

r

r
· (p× L− L× p) =

4

r

(
L2 + ~2

)

(37)

Vemos que tiene la forma de V (r)(L2 + ~2), que es lo que estamos buscando. Entonces esperamos que del
primer término en (33) salga el proporcional a p2. La estrategia será mandar todas las componentes de p a la
izquierda y esperar que eso sea proporcional a p2(L2 + ~2).

(p× L− L× p) · (p× L− L× p) = εijk(pjLk − Ljpk)εilm(plLm − Llpm)

= (δjlδkm − δjmδkl)(pjLk − Ljpk)(plLm − Llpm)

= (pjLk − Ljpk)(pjLk − Ljpk)− (pjLk − Ljpk)(pkLj − Lkpj)
= pjLkpjLk − LjpkpjLk − pjLkLjpk + LjpkLjpj

− (pjLkpkLj − LjpkpkLj − pjLkLkpj + LjpkLkpj)

= pjpjLkLk + i~εkjlpjplLk − pkLjpjLk − i~εjklplpjLk
− pjLkpkLj − i~εjklpjLkpl + LjpkpkLj + i~εjklLjpkpl
− (pjLkpkLj − LjpkpkLj − pjLkpjLk − i~εkjlpjLkpl + LjpkLkpj)

= p2L2 + 0− pk(L · p)Lk − 0− pj(L · p)Lj − i~εjklpjLkpl + Ljp
2Lj + 0

− (pj(L · p)Lj − Ljp2Lj − pjLkpjLk − i~εkjlpjLkpl + Lj(p · L)Lj)
= p2L2 − i~(εjkl − εkjl)pjLkpl + p2L2 + p2L2 + pjLkpjLk

= 3p3L2 + pjpjLkLk + i~εkjlpjplLk − 2i~εjklLkpjpl − 2i~εjkli~εjkmpmpl
= 4p2L2 + 0− 0 + 4~2p2

(p× L− L× p) · (p× L− L× p) = 4p2(L2 + ~2).
(38)
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Finalmente obtuvimos el término que esperábamos. Agrupando todo es

R2 =
1

4m2
4p2(L2 + ~2)− e2

2m

4

r
(L2 + ~2) + e4 =

2

m

(
p2

2m
− e2

r

)
(L2 + ~2) + e4 =

2

m
H(L2 + ~2) + e4. (39)

[Ri, Rj]:
Por último calculemos los conmutadores [Ri, Rj ]:

[Ri, Rj ] =

[
1

2m
(p× L− L× p)i − e2

xi
r
,

1

2m
(p× L− L× p)j − e2

xj
r

]
=

[
1

2m
(p× L− L× p)i,

1

2m
(p× L− L× p)j

]
−
[
e2
xi
r
,

1

2m
(p× L− L× p)j

]
−
[

1

2m
(p× L− L× p)i, e

2xj
r

]
=

1

4m2
[(p× L− L× p)i, (p× L− L× p)j ] +

e2

2m

[
(p× L− L× p)j ,

xi
r

]
− e2

2m

[
(p× L− L× p)i,

xj
r

]
(40)

Nuevamente, para hacer las cosas bien veamos término a término. Empecemos por el último:[
(p× L− L× p)i,

xj
r

]
= εilm

(
[plLm,

xj
r
]− [Llpm,

xj
r
]
)

= εilm

(
[pl,

xj
r
]Lm + pl[Lm,

xj
r
]− [Ll,

xj
r
]pm − Ll[pm,

xj
r
]
)

= εilm

(
(−i~δlj

r
+ i~

xlj

r3
)Lm + i~εmjkpl

xk
r
− i~εljk

xk
r
pm − Ll(−i~

δmj
r

+ i~
xmxj
r3

)

)
= −i~εijk

Lk
r

+ i~εikj
Lk
r

+ i~εilm(εmjkpl
xk
r

+ εjlk
xl
r
pk) + i~εilm(

xlxj
r2

Lm − Ll
xjxm
r3

)

= −2i~εijk
Lk
r

+ i~εilm(εmjkpl
xk
r

+ εjlk
xl
r
pk) + i~εilm(

xlxj
r3

Lm − Ll
xjxm
r3

)

Este término es realmente complicado y nuevamente tenemos que ver cada por separado cada expresión.
Sabemos que el conmutador debe ser proporcional a εijkLk; y vemos que el primer término ya tiene esa forma.
Veamos qué ocurre con los siguientes. El segundo es

εilm(εmjkpl
xk
r

+ εjlk
xl
r
pk) = εilmεmjkpl

xk
r

+ εilmεjlk
xk
r
pm

= (δijδlk − δikδjl)pl
xk
r

+ (δijδmk − δmjδik)
xk
r
pm

= δijpk
xk
r
− pj

xi
r

+ δij
xk
r
pk −

xi
r
pk

εilm(εmjkpl
xk
r

+ εjlk
xl
r
pk) = δij(p ·

r

r
+

r

r
· p)− (

xi
r
pj + pj

xi
r
)

(41)

El siguiente es

εilm(
xlxj
r3

Lm − Ll
xjxm
r3

) = εilmεmrs
xlxj
r3

xrps − εilmεlrsxrps
xjxm
r3

= (δirδls − δisδlr)
xlxj
r3

xrps − (δmrδis − δmsδir)xrps
xjxm
r3

=
xixj
r3

xkpk −
xkxk
r3

xjpi − xkpi
xkxj
r3

+ xipk
xkxj
r3

=
xixj
r3

r · p− xj
r
pi − pixk

xkxj
r3
− i~δik

xkxj
r3

+ pkxi
xkxj
r3

+ i~δik
xkxj
r3

=
xixj
r3

r · p− xj
r
pi − pi

xj
r
− i~xixj

r3
+ p · rxixj

r3
+ i~

xixj
r3

εilm(
xlxj
r3

Lm − Ll
xjxm
r3

) =
xixj
r3

r · p+ p · rxixj
r3
− (

xj
r
pi + pi

xj
r
)

(42)

Reuniendo todos los términos finalmente es
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[
(p× L− L× p)i,

xj
r

]
= −2i~εijk

Lk
r

+ i~δij(p ·
r

r
+

r

r
· p)− i~(xi

r
pj + pj

xi
r
)

i~
xixj
r3

r · p+ i~p · rxixj
r3
− i~(xj

r
pi + pi

xj
r
)[

(p× L− L× p)i,
xj
r

]
= −2i~εijk

Lk
r

+ i~((δij +
xixj
r2

)p · r
r
+

r

r
· p(δij +

xixj
r2

))

− i~(xi
r
pj + pj

xi
r

+
xj
r
pi + pi

xj
r
)

(43)

El término que debemos restarle es surge del intercambio de los índices i y j.

[
(p× L− L× p)j ,

xi
r

]
= 2i~εijk

Lk
r

+ i~((δij +
xixj
r2

)p · r
r
+

r

r
· p(δij +

xixj
r2

))

− i~(xi
r
pj + pj

xi
r

+
xj
r
pi + pi

xj
r
)

(44)

Es claro que al restar los términos simétricos en i y j se cancelarán. Entonces solo quedan los términos
antisimétricos en estos índices, y este es únicamente el proporcional a εijk. Finalmente

e2

2m

[
(p× L− L× p)j ,

xi
r

]
− e2

2m

[
(p× L− L× p)i,

xj
r

]
=

2

m

e2

r
i~εijkLk (45)

Por último resta calcular el primer término en (40). Este lo tenemos que hacer con cuidado.

[(p× L− L× p)i, (p× L− L× p)j ] = [p× Li,p× Lj ]− [p× Li,L× pj ]− [L× pi,p× Lj ] + [L× pi,L× pj ]

= [p× Li,p× Lj ] + [L× pi,L× pj ]− [p× Li,L× pj ] + [p× Lj ,L× pi]

= [−(L× p)†i ,−(L× p)†j ] + [L× pi,L× pj ]− [p× Li,L× pj ] + [p× Lj ,L× pi]

= [L× pj ,L× pi]
† + [L× pi,L× pj ]− [p× Li,L× pj ] + [p× Lj ,L× pi]

Vemos entonces que solo debemos calcular los términos [Li × pi,L× pj ] y [p× Li,L× pj ]. El primero es

[L× pi,L× pj ] = εilmεjrs[Llpm, Lrps]

= εilmεjrs ([Ll, Lr]pspm + Lr[Ll, ps]pm + Ll[pm, Lr]ps + LlLr[pm, ps])

= εilmεjrs (i~εlrkLkpspm + i~εlskLrpkpm + i~εmrkLlpkps)
= i~εilm [(δjlδsk − δjkδsl)Lkpspm + (δjkδrl − δjlδrk)Lrpkpm + (δjmδsk − δjkδrl)Llpkps]
= i~εijkL · pLk − i~εilmLjplpm + i~εilmLlpjpm − i~εijk(L · p)pk + i~εiljLlp2 − i~εilmLlpjpm

[L× pi,L× pj ] = −i~εijkp2Lk.

Dónde usamos que L · p = 0. Con esto los primeros dos sumandos dan

[L× pj ,L× pi]
† + [L× pi,L× pj ] = −2i~p2εijkLk. (46)

[L× pi,p× Lj ] = εilmεjrs[Llpm, prLs]

= εilmεjrs ([Ll, pr]Lspm + pr[Ll, Ls]pm + Ll[pm, pr]Ls + Llpr[pm, Ls])

= i~εilmεjrs (εlrkpkLspm + εlskprLkpm + εmskLlprpk)

= i~εilm ((δjlδsk − δjkδsl)pkLspm + (δjkδrl − δjlδrk)prLkpm + (δjkδrm − δjmδrk)Llprpk)
= i~εijkp · Lpk − i~εilmpjLlpm + i~εilmplLjpm − i~εijkp · Lpk + i~εilmLlpmpj − i~εiljLlp2

= −i~εilmLlpjpm − (i~)2εilmεjlkpkpm + i~εilmLjplpm + (i~)2εilmεljkpkpm + i~εilmLlpjpm + i~εijkp2Lk
= ~2εilmεjlkpkpm + i~εijkp2Lk
= ~2(δijδmk − δikδjm)pkpm + i~εijkp2Lk
= ~2δijp2 − ~2pipj + i~εijkp2Lk

(47)
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Nuevamente, al restar solo sobreviven los términos antisimétricos en i y j, i.e. resulta

[L× pi,p× Lj ]− [L× pj ,p× Li] = 2p2i~εijkLk (48)

Finalmente,

1

4m
[(p× L− L× p)i, (p× L− L× p)j ] = −

1

m2
p2i~εijkLk. (49)

Entonces el conmutador (40) resulta en

[Ri, Rj ] = −
1

m2
p2i~εijkLk +

2

m

e2

r
i~εijkLk

= − 2

m

(
p2

2m
− e2

r

)
i~εijkLk

[Ri, Rj ] = −
2H

m
i~εijkLk.

(50)
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