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I. Spin V2

Para cada una de las siguientes configuraciones de experimentos de Stern—Gerlach, calcule la intensidad
de los haces finales correspondientes a valores de spin £h/2 si el haz que es transmitido de la primer
medicién esta normalizado a uno.
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En un espacio vectorial complejo de dimensién 2 considere los operadores o, 0,0, que en la base

ortonormal {|+),|—)} con
H=(p). P=(1).

se representan mediante las matrices

(01 (0 = (10
Op =01 = 1 0)° Oy =02 = i 0 ) 0y =03 = 0 —1 .

Estas tres matrices se conocen como matrices de Pauli.

(a) ¢{Son hermiticas estas matrices? Halle sus autovalores y autovectores en esta base.

(b) Verifique que se satisfacen las siguientes propiedades

det(oy) = -1
tr(ok) =0
o? =1

K3
00 = ’i€jk10'1 + H(Sjk
[Uj, O’k] = 27;€jkl0'l
{O’j,O’k} = 2§jk]1 y
donde I representa a la matriz identidad, k = 1,2,3 (= z,y, 2), €1 es el simbolo de Levi-Civita
(dimensién 3) y d,i es la delta de Kronecker.

(c) Utilizando las propiedades anteriores muestre que dados dos vectores @ = (az,ay,a:), b =
(bs, by, b2), vale que
(a-0)(b-o)=a-bl+i(a X b)o

donde o = (04,0y,0;).
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https://es.wikipedia.org/wiki/S%C3%ADmbolo_de_Levi-Civita
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(d) Dadas las matrices da Pauli, podemos definir los operadores S; = %ai. ; Cudles son sus autoestados

y sus autovalores? ; Como se relacionan con los estados y posibles valores de spin Y27

Dado un versor 71, buscamos encontrar los autoestados y autovalores del operador 7 - o. Para ello,
consideraremos dos posibles caminos.

(a) En primer lugar, escriba explicitamente la representacién matricial del operador # - o, usando la
parametrizacién de 71 en angulos polares «, 8 de la figura, y resuelva el problema estandar de
autovalores y autovectores.

(b) Alternativamente, considere el operador Py := 1 (I+ 7 - o). Luego,

(i) Muestre que Py es un proyector, es decir que Pﬁ = Pp.

(ii) Muestre que (7 - o) Py = Pa. Concluya entonces que para todo vector |¢) se cumple que
Py |1) es un autovector del operador fi - & con autovalor +1.

(iii) Partiendo del vector |¢) = |+) (el autovector normalizado de autoestado +1 de o), utilice
lo anterior para obtener la expresiéon del autovector normalizado de 7 - o de autovalor +1,
|+,7 - o), en términos de la base {|4),|—)}. (Ayuda: la expresion a la que deberfa llegar es
[+, 7 o) = cos(B/2) |[+) + € sin(B/2)|-).)

(iv) Finalmente, encuentre la expresién del autovector de # - o de autovalor —1. (Sugerencia:
notando la generalidad de lo demostrado anteriormente, es posible encontrar la expresién de
este autovector sin necesidad de realizar cuentas adicionales.)

N3,

Usando los resultados del problema anterior encuentre los autoestados y autovalores del spin en una
direccién 7 cualquiera, S-fi. Demuestre que si medimos la componente Sz v luego la componente S,
la probabilidad de obtener Sy;, = & dado que obtuvimos Sz = 2 es P (Sp, = +[Sp = +) = S(1+7-1h).

Considere la secuencia de experimentos de Stern—Gerlach de la figura, donde primero se mide el spin en
una direccién 72 desconocida y luego los dtomos con Si = +h/2 se hacen pasar por un Stern—Gerlach
en la direccién 2. A la salida de éste dltimo se observa que la mitad de los 4tomos tienen S, = +h/2
y la otra mitad S, = —h/2.

(a) (Puede con esta informacion determinar univocamente la direccién 7 del primer Stern—-Gerlach?
Similarmente, ;puede determinar univocamente el estado del spin luego de la primer medicién?

(b) {Cudantos y cudles direcciones 7fv y estados luego del primer Stern—Gerlach son compatibles con
los resultados observados?

(c) Elija dos de las direcciones encontradas en el item anterior y proponga secuencias de experimentos
de Stern—Gerlach que realizaria luego de la medicién en 7 para distinguir entre esos dos posibles
valores de 1. jPuede en cambio realizar estas mediciones para distinguir entre casos luego de la
medicion de 27 jPor qué?
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Un sistema de spin /2 se encuentra en un autoestado de S -7t con autovalor /2, donde 7 es un vector
unitario en el plano zz que forma un angulo 5 con el eje positivo z.
(a) Suponga que se mide S,. ;Cudl es la probabilidad de obtener h/2?7
(b) Evalte el valor medio (S,) y la varianza de S,, es decir (52) — (S2)?. Analice los resultados para

los casos 8 =0,7/2,7.

Un haz de dtomos de spin Y2 es sometido a una serie de mediciones del tipo Stern—Gerlach en la
siguiente manera:

(a) La primera medicién acepta dtomos con s, = h/2 y rechaza dtomos con s, = —h/2.

(b) La segunda medicién acepta &dtomos con s, = h/2 y rechaza con s, = —h/2, donde s, es el
autovalor del operador S - 72 con 71 en el plano zz y formando un dngulo S con el eje z.

(c) Una tercera medicién acepta s, = —h/2 y rechaza s, = h/2.

(Cudl es la intensidad del haz final s, = —h/2 si el haz s, = h/2 que pasa la primer medicién
esta normalizado a uno? ;Cémo se debe orientar el segundo aparato de mediciéon para maximizar la
intensidad del haz final s, = —h/2?

I1. Polarizacién de fotones

El estado de polarizacién de un fotén se puede describir por un vector en un espacio vectorial complejo
de dimensién 2. En él se pueden definir las bases {|z),|y)}, {|2),|v")} v {|R),|L)}, correspondientes a
polarizacién lineal en los ejes x y y, polarizacion lineal en los ejes 2’ y y' (rotados un dngulo 6 respecto de
x e y) y polarizacién circular. En términos de la polarizacién {|z), |y)} estas otras se pueden escribir como

|2’y = cos @ |x) + sinf |y), ly') = —sin@|z) + cosf |y),
1 7 1 7
|R>:ﬁll’>+ﬁ\y>, |L>:\ﬁ|$>*ﬁly>-

A la base de polarizacién linear {|z),|y)} se la suele denominar también como polarizacién horizontal y
vertical, {|H),|V)}. Ademds, para el caso en que § = 45°, la base de polarizacién rotada {|z’), |y’)} se llama
polarizacién diagonal y anti-diagonal, {|D),|A)}.

Considere un haz de fotones que se hacen pasar por un polarizador orientado en la direccién anti-
diagonal.

a) Si los fotones incidentes tienen polarizacion =/% + /3 , ,cual es la probabilidad de
Si los f d 1 on |1 ZH iVL'l 1 babilidad d
que un fotén sea detectado del otro lado del polarizador?

(b) Repita el {tem anterior pero si ahora el estado inicial de polarizacién incidente es |[¢) = \/g |H)+
iiv).
Muestre que el estado [1)) = %ﬂ |R) + % |L) tiene polarizacién lineal de las siguientes maneras:

i) Multiplique por (x'| y encuentre para qué valor de 6, (z'|¢)) = 1.

ii) Utilizando la matriz cambio de base, escriba [¢) en la base {|z),|y)}.
Considere un haz de fotones polarizado linealmente en la direccion .
(a) Suponga que los fotones se hacen pasar por la siguiente secuencia de polarizadores
Y — a2’ — y— Detector

donde {z’,y'} es una base rotada en 6 = 60° respecto de {z,y}. Escriba la probabilidad del fotén
de transmitirse en cada polarizador y la probabilidad final de ser detectado.

(b) ;Cémo cambiaria el resultado si se quitase el primer polarizador (en z')?

o
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(¢) {Como cambiarfa el resultado si se cambiase el orden de los polarizadores? (primero pasa por
polarizador en y y luego en z’).

Considere un haz de fotones en un estado de polarizacion lineal ¥ tal que la intensidad relativa en la
componente y es |(y|y)|* = L.

(a) ¢{Son los datos anteriores suficientes para determinar univocamente el estado de polarizacién?
Escriba el estado de polarizacién mas general posible compatible con los datos.

(b) Sea {«’,y’'} un sistema de coordenadas rotado en § = 30° respecto a {x,y}. Se hace pasar el haz
por los siguientes tres polarizadores:

Y — y— R— 1y — Detector

Calcular la probabilidad de transmision. ; Depende el resultado de cudl de los estados escritos en
(a) es el correcto?

(c¢) Repetir el item (b) si se cambia el orden de los polarizadores:
v — y — R— y— Detector

(Cambia el resultado respecto al item anterior? ; Depende ahora la probabilidad de transmisiéon
del estado en (a)? ;jDepende la probabilidad de transmisién total del orden de los polarizadores?

(d) {Coémo cambian los ftems anteriores si se reemplazan los polarizadores R por polarizadores L?
Sea un haz con N fotones por segundo descriptos por el siguiente estado de polarizacién:

) = c(3lz) +4ily))

(a) {Cuédnto debe valer la constante ¢ para que el estado esté apropiadamente normalizado?
(b) {Qué fraccién de los fotones pasardn en promedio por un polarizador y?

(¢) (Qué fraccién de los fotones pasardn en promedio por un polarizador 2’ (orientado en un dngulo
0 respecto a x)?

(d) Cuando un fotén estd polarizado en R lleva un momento angular % respecto de su direccién
de movimiento. Si su polarizaciéon es L posee el mismo momento angular, pero orientado en la
direccién opuesta. Si el haz descripto por el estado ¥ es absorbido totalmente por una superficie,
;qué torque se ejercerd sobre la misma?

(e) ;Qué se observa cuando se envia un solo fotén y éste es absorbido por la superficie (suponiendo
que tiene un instrumento suficientemente delicado para medirlo)?
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