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Guia 3: Postulados de la mecénica cuantica

I. Mediciones

Una particula con spin 1 tiene un momento angular intrinseco que puede tomar los valores +h, 0, —h.
Representaremos este sistema fisico mediante un espacio de Hilbert de dimensién 3. Dada una base
ortonormal de este espacio, {|a),|b),|c)}, definimos los operadores

00 0 L. la) =hlb),
Ly,=h|0 0 1|, L,=—thla)c|+ih|cXal, L. |by =hla),
0 10 L.lc)=0

(a) Verifique que los tres operadores L; (j = x,y, z) representan observables (es decir son operadores
Hermiticos).

(b) Muestre que los tres operadores, L;, tienen los mismos autovalores: m; = 1,0, —1 (en unidades
de h). Calcule ademés los correspondientes autovectores para cada uno de los observables.

(c) Verifique que estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién [L;, Li] = ihe;jx L.

(d) Discuta cémo se prodrian medir los valores mg, m, o m, de los distintos operadores Ly, Ly, L,
usando un aparato de Stern—Gerlach.

(e) Suponga que se prepara un estado con m, = 0 y se mide L,, jcudles son los resultados posibles y
cudles son sus respectivas probabilidades? Suponga que se obtiene como resultado m, = 1, escriba
el estado del sistema después de la medicién.

(f) A continuacién se mide L, jcudles son los resultados posibles y cudles sus probabilidades? Si se
obtiene el resultado m, = —1, escriba el estado después de la medicién.

Considere un sistema fisico cuyo espacio de estados es de dimensién 3 y sea {|1),|2),]3)} una base
ortonormal. Sean B = b |1)X1]| +a[2)3| + a|3)2]| y A = a|1)1| — ia |2)3| + ia |3)}2] (con a y b € R) dos
observables y suponga que el sistema se encuentra inicialmente en el estado

1

W) =510 +5 R+ =13

Calcule los autoestados y autovalores de B. ;Esta degenerado el espectro de B?
Escriba [1) en una base de autoestados de B.
Si se mide B sobre el estado |[¢), {qué resultados puede obtener y con qué probabilidad?

Si el resultado de la medicién del item anterior fuese —a, escriba el estado del sistema después
de la medicién. Si en cambio el resultado de la mediciéon hubiese sido a, jcudl seria el estado del
sistema luego de la medicion?

(e) Desarrolle los {tems anteriores reemplazando B por el observable A.

(f) Ahora con el mismo estado inicial |¢)) se mide primero By luego A obteniéndose {a, —a}, calcule
la probabilidad de este resultado. Luego se mide primero A y luego B con el mismo estado inicial
|1), ies posible encontrar como resultado el par {—a,a}? si es asi jcon qué probabilidad?. ;Son
los operadores B y A compatibles?

Considere un sistema cuantico descripto por un espacio de estados de dimensién 3. Sea {|¢1) , |p2) , |P3) }
una base ortonormal y considere los observables

A =al|p1)o1] + alp2)d2| — alps)s|,

B = b|¢1)(d2| + b|da)d1| + b|d3s)es],
C = clpi1)p1| + clp2)Xps| + clods) 2],
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con a,b,c € R. Se sabe ademés que el sistema se encuentra inicialmente en el estado

(a)
(b)

(d)

R L\M—@
22 2v2 T2

Calcule [A, B] y [A, C]. {Cudles de estos pares de observables son compatibles?

o) = |p1) + |p3)

(i) Suponga que primero se mide el observable A sobre el estado |t)g) v se obtiene como resultado
a, jcudl es el estado después de la medicién y cudl es la probabilidad de que esto ocurra?
A continuacién, (suponiendo el resultado a de la primer medicién) se mide el observable B,
;qué valores se pueden obtener y con qué probabilidad? ;Cudl es la probabilidad de obtener
la combinacién de resultados {a, —b}?

(ii) Suponga ahora que, en cambio, primero se mide sobre el estado [ig) el observable B. Si se
obtiene el resultado —b, escriba entonces el estado luego de la medicién (jcudl es la probabi-
lidad correspondiente?) A continuacién se mide A, jqué valores se pueden obtener y con qué
probabilidad? ;Cudl es la probabilidad de obtener la combinacién de resultados {—b,a}?

(i) Suponga que primero se mide el observable A sobre el estado [¢g) y se obtiene como resultado
a, jcudl es el estado después de la medicién y cudl es la probabilidad de que esto ocurra?
A continuacién, (suponiendo el resultado a de la primer medicién) se mide el observable C,
.qué valores se pueden obtener y con qué probabilidad? ;Cual es la probabilidad de obtener
la combinacién de resultados {a, —c}?

(ii) Suponga ahora que, en cambio, primero se mide sobre el estado |t¢g) el observable C. Si se
obtiene el resultado —c, escriba entonces el estado luego de la medicién (jcudl es la probabi-
lidad correspondiente?) A continuacién se mide A, jqué valores se pueden obtener y con qué
probabilidad? ;Cuél es la probabilidad de obtener la combinacién de resultados {—c,a}?

Cbémo se relacionan los resultados obtenidos en los items (b) y (¢) con lo encontrado en (a)?

Distinguibilidad de estados. Considere un sistema fisico que se sabe estd en uno de dos posibles
estados, |a) o |5).

(a)

Suponga que |a) y |3) son ortogonales. {Es posible, en principio, realizar alguna medicién sobre
el sistema cuyo resultado permita distinguir con certeza entre los dos estados? De ser posible,
defina algin observable que permita distinguir los dos estados.

Considere ahora que los dos estados |@) y |8) no son ortogonales. jPuede ahora definir algin
observable que distinga con certeza los dos estados? ;Por qué?

En base a lo obtenido en los items anteriores discuta la veracidad y el significado de la siguiente
afirmacion: los unicos estados cudnticos distinguibles con certeza son los estados mutuamente
ortogonales.

Cuantifiquemos ahora cuan distinguibles son dos estados considerando en primer lugar un espacio
de dimensién 2 donde |a) = |[+,0 - a) y |8) = ‘—i—, o- B> dos vectores autoestados de la proyeccién
del operador o en dos direcciones arbitrarias @ y b. Suponga que uno se conforma con distinguir los
estados con una cierta probabilidad midiendo &'-7i: si obtiene +1 lo asocia con el estado |[+,0 - @) y
si obtiene —1, con el estado ’+, - l;> Se define la probabilidad de éxito a la probabilidad de: medir

+1 y que la particula esté en |+, 0 - @) 6 medir —1 y que la particula esté en ’Jr, o- 13> ;Cual es
la estrategia que debe seguir para maximizar la probabilidad de éxito?. Demuestre que la maxima
probabilidad éxito es Ppqr = % (1 + %\/ 1—a- l;), encuentre la direccién 7v correspondiente.

Interprete el resultado. Finalmente, argumente por qué estos resultados siguen siendo los mismos
para el caso en que |a) y |3) pertenecen a un espacio de dimensién arbitraria.

Criptografia Cuantica — Distribucion Cuantica de Claves: Protocolo BB84. Consideremos
un escenario en el cual tenemos dos personas: Alice y Bob. Alice prepara en un laboratorio particulas
de spin 1/2 (alternativamente se puede usar la polarizacion de fotones) y se las envia a Bob, que
realiza mediciones sobre las particulas. Para cada particula que Alice envia, el estado es elegido al azar
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entre un autoestado de S, o de S,. Supondremos que los estados de las particulas no se modifican al
viajar de un lugar al otro. Una vez recibida una particula por Bob, éste elige al azar si medir S, o S,.
Esta secuencia de preparacion y medicion se realiza muchas veces y para cada realizacién Alice anota
qué estado prepard y Bob qué estado midié.

(a) {Cuédl es la probabilidad de que los resultados de Alice y Bob coincidan? (o sea, jcual es la
probabilidad de que en una dada realizaciéon Alice y Bob tengan anotado el mismo estado?).

(b) Suponga que una vez repetido este procedimiento muchas veces, Alice anuncia ptblicamente, para
cada realizacién, si el estado enviado era autoestado de S, o de S,. ;Cudl es la probabilidad de
que los resultados de Alice y Bob coincidan si Bob midié el mismo observable preparado por
Alice? ;Y si midié un observable distinto? Si Alice y Bob tienen por objetivo compartir una
secuencia aleatoria de bits, jcomo se aseguran de tener la misma secuencia? (consideremos bit 0
si el spin medido es h/2, y bit 1, si es —h/2).

(¢) ;Pueden Alice y Bob estar seguros de que esa secuencia es conocida sélo por ellos? Discuta qué
sucede si hay una observadora llamada Eve (E de espia o evesdropper) que intercepta las particulas
cuando van desde Alice hacia Bob. ;Qué estrategia usa para reenviar el bit interceptado? ;Pueden
Alice y Bob descubrir la maniobra?

Interesades en el uso de estas ideas para la distribuciéon cuantica de claves pueden leer el trabajo
de C. Bennett y G. Brassard de 1984.

II. Conjuntos completos de observables que conmutan

Considere un sistema de dimension 3 y sea {|1) , |2) , |3)} una base ortonormal. Considere los observables
A, By C dados por

A= a([1X1]+[2)2]) — a[3)3] ,
B =0 (1)1 + B)3]) — b[2)2| ,
C = c(J1XH] + [2)2]) +2¢[3)(3] ,

con a,b,c € R.

(a) Verifique que estos tres operadores conmutan entre si y poseen una base comin de autoestados.

(b) Suponga que se miden los observables A y B sobre el sistema y se obtienen como resultados a y
b. ;Puede decir con certeza cudl es el estado luego de la medicion? En caso afirmativo escriba el
estado.

(¢) Suponga ahora que en cambio se miden los observables A y C sobre el sistema, obteniendo los
resultados a y c. ;Puede ahora decir con certeza cudl es el estado luego de la medicién? En caso
afirmativo escriba el estado.

(d) Diga qué combinaciones de los operadores A, B y C' forman un conjunto completo de observables
que conmutan (CCOC).

Considere el sistema de spin 1 del problema y calcule los operadores L2, Lz y L2

(a) Diga cudles son sus autovalores y autovectores. ;Conmutan los operadores? Determine qué com-
binaciones de estos observables forman un CCOC. ;Cudl es la base comtn de autovectores?

(b) Suponga que se prepara un autoestado de L, con m, = 1y se mide L?. ;Cuales son los resultados
posibles y sus probabilidades?

(c) Repita el item anterior pero para los casos en que el estado inicial sobre el que se mide L? es el
autoestado my =00 m, = 1.

(d) Discuta cémo se puede hacer para medir simultdneamente los tres operadores L2, L% y L2. Disefie
un instrumento que mida estos operadores usando los aparatos de Stern—Gerlach que separan el
haz de acuerdo a los valores de L; (recuerde que el proceso de separacién de un haz en tres, que
es efectuado aplicando un campo magnético apropiado, puede ser revertido totalmente).
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Considere un sistema de dimensién 4. Sea {|1),]2),]3),|4)} una base ortonormal del espacio tal que
tres dados observables A, B y C estan dados por

0100 C1) =cl1) +icl2)
1000 C2) =c|2) —icll)
A= B =b|1)(1]| +b[2X2| — b|3)(4] — b|4)(3
alg o 0 11 [ L1+ b12)(2] — b 3)(4] — b[4)(3] , C13) = e4) ;
000 Cl4) =cl3)

con a,b,c € R.

(a) Determine qué combinaciones de los operadores A, B y C conmutan entre si y en tales casos
encuentre una base comun de autoestados.

iga qué combinaciones de los operadores A, orman un conjunto completo de observables

b) Dig ¢ binaci de 1 d A, By C f j leto de ob bl
que conmutan (CCOC). En los casos en que los operadores conmutan, pero no forman un conjunto
completo, proponga un nuevo observable que junto a ellos si forme un CCOC.

III. Principio de incertidumbre
Dados dos observables A y B, el principio de incertidumbre generalizado de Schrédinger—Robertson
establece que

Var(A) Var(B) > - [{[A, B])]> + | K (4, B)|?,

==

con Var(-) la varianza del respectivo observable,
1
K(4,B) = 5 ({4, B}) — (4)(B),

y donde todos los valores medios estdn tomados respecto de un mismo estado [1) (arbitrario, pero fijo). De
aqui se puede deducir inmediatamente la version més conocida del principio de incertidumbre generalizado
de Heisenberg

Var(A) Var(B) > i (A, B2

Finalmente, se puede demostrar que la desigualdad de Schrodinger—Robertson se satura (incerteza mini-
ma) si y sélo si el estado |¢) satisface

AA ) = AAB [¢)

donde AA = A — (A)1, andlogamente para AB, y A € C; mientras que la desigualdad de Heisenberg
generalizada se satura si y sélo si ademas el A es un imaginario puro.

Consideremos un sistema con spinl/2 y veamos las implicancias del principio de incertidumbre.

(a) En primer lugar, muestre que en este caso se tiene que

R R
Var(8;) = (1~ (@)%, K(S;,S) = = Ok = {aj) {ow))-
(b) Muestre que si el estado es tal que Var(S;) = 0 (;para qué estados es esto posible?), entonces
(Sk) = 0 para k # j y K(S;j,Sx) = 0 para todo k. Interprete las consecuencias fisicas de estos
resultados.

(¢) Demuestre que para cualquier estado |¢) de un sistema de spinl/2 existe algin A complejo tal
que se satisface la condicién (o, — (03)) [¢) = Aoy — (0y)) |). Encuentre A para el estado maés
general.

(d) Utilizando todo lo anterior, muestre que del principio de incertidumbre generalizado se deduce
2
que Y, (o)” = 1.
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Incerteza minima y paquetes Gaussianos. Decimos que un estado [¢) es un paquete Gaussiano
si su funcién de onda es de la forma

. —r 2
(@) = 9(@) = o e [”’gﬂ exp l—“%)] ,

donde xg, pg, 0. € R.
(a) Verifique que la densidad de probabilidad en = es una densidad de probabilidad normal con valor
medio xg y desviacion estandar o,.

(b) Verifique que la densidad de probabilidad en p, |(p|¥))|* = |[4(p)]* es una densidad normal con
valor de expectacién py y desviacién estandar o, = h/(20,).

(¢) Usando lo anterior verifique que el paquete de onda Gaussiano satisface la relacién de incerte-
za posicibon—momento minima Sdv(z)Sdv(p) = h/2, donde Sdv(-) = /Var(-) es la desviacién
estandar.

(d) Muestre que la condicién necesaria para tener incerteza minima, Ax |¢)) = c¢Ap|¢), con Az =
x — (x), andlogamente para Ap y ¢ imaginario, se satisface.

(e) Finalmente, partiendo de la condicién necesaria para tener un paquete de incerteza minima

Az |Y) = cAp |v), demuestre que todo estado |¢) que satisface esta condicién es necesariamente
un paquete de onda Gaussiano.

Ayudas:

202

o La densidad de probabilidad normal es: f(z) = \/2;7 exp {— (Z_“)z}, con p el valor medio de z y
o su desviacion estandar.

o Sea F[f(x)] (k) la transformada de Fourier de f(x) evaluada en k, vale que

Flf(@—a) (k) =™ F[f(2)] (k),
F [f@)e' ] (k) = F [f(@)] (k - a),

Fle o) = \/% exp {—kﬂ :

IV. Sistemas compuestos

a

P11| (a) Seanv= b | €C?}, yw= (
c

expresién en la base canodnica.

(07

B

> € C2. Diga entonces a qué espacio pertenece v ® w y escriba su

(b) Sea {|¢1),|p2)} una base ortonormal de un espacio de Hilbert .74 de dimensién 2 y sea {|¢1) , [¢2) , |¢3)}
la de un espacio 7% de dimensién 3. Considere ademaés los estados

W) = al|gr) +Bd2), (V) €54, y  |®) =alp1)+blpz) +cles), |B) € .

Escriba entonces |¥) ® |®) € A ® #%. Encuentre ademds la expresién matricial de este estado
en la base producto {|¢;) @ |¢;)}.

(c) Sean una particula de spin %2 y otra de spin 1, cuyos espacios de Hilbert respectivos son J# )5 y
4. Los operadores de spin en la direccién z se escriben, en las respectivas bases de autoestados
de spin en la direccién z, como

01 0
h h

S, = — 0 1 (para spin 1/2), y L,=—11 0 1 (para spin 1)
2\l 0 V2o 1 0

Escriba la representacién matricial del operador S, ® L, en la base producto de autoestados de
spin en la direccién z.
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Base producto y base de Bell. Considere un sistema compuesto de dos partes, que denotamos A
y B, cada una de las cuales tiene un espacio de estados de dimensién 2. Sea {|0),,|1),} una base
ortonormal de estados de A y {|0) 5, |1) 5} andlogamente para B. Asimismo, sean o' y o (i = 2,y, 2)
observables sobre cada uno de los subsistemas, cuyas representaciones matriciales en estas bases estan
dadas por las matrices de Pauli, de forma tal que |0) , y |1), son autoestados de o' con autovalor +1
y —1, respectivamente (y andlogamente para B).

(a) Considere el conjuntos de observables sobre el sistema compuesto: {of 18,1 ® 0B } Muestre
que forman conjunto completo de observables que conmutan y encuentre una base comun de
autoestados. ;Qué propiedad satisfacen los elementos de esta base?

(b) Considere el conjuntos de observables sobre el sistema compuesto: {oZ ® o2, oA ®ob }. Muestre
que forman conjunto completo de observables que conmutan y encuentre una base comun de
autoestados. ;Qué propiedad satisfacen los elementos de esta base?

(c) Considere los operadores 02 ®@ 02 y 02 ® 0B. Diga si forman un CCOC y en ese caso encuentre
la base comun de autoestados.

Base de Bell. Considere los siguientes estados de un sistema compuesto por dos subsistemas de
dimensién 2 (donde {]0),|1)} son los autoestados de o, con autovalor £1, respectivamente):

1
V2

que conforman la cominmente denominada base de Bell.

1

7 (101) £ [10)),

|9%) = = (j00) £ [11)),  [¥F) =

(a) Calcule las probabilidades de los posibles resultados de la medicién de un observable cualquiera
sobre el primer subsistema. Andlogamente calcule las probabilidades para mediciones arbitrarias
sobre el segundo subsistema.

alcule el valor medio de los operadores de la forma o; ® o} para j,k = x,y, z en cada uno de los
b) Calcule el val dio de 1 d de la f j |k d de 1
estados de Bell.

P14 | Suponga que se prepara a un sistema de dos spins en el estado de Bell |T7) (también llamado estado
singlete) y que ambas particulas son llevadas a laboratorios distantes (llamados A y B) de modo tal
que el estado del conjunto A, B no se modifica durante el viaje. Suponga que en el laboratorio A se
mide el observable 05 = @ - o y en el laboratorio B se mide oj = b-o.

(a) Calcule las probablidades Prob(os = %1), Prob(oj = £1) (probablidades para cada subsistema);
Prob(ca = £1,04 = £1) Prob(ca = F1,05 = £1) (probabilidades conjuntas).

(b) Calcula la funcién de correlacion entre los resultados obtenidos en Ay B, definida como K (A, B) =:
(0a ®03) = (0a) (73)-

(c) Repita el célculo de la funcién de correlacién para los otros estados de Bell. ;jCudles son las
diferencias y cuéles las similitudes entre ambos resultados?. Interprete.

P15 | La siguiente (pseudo) paradoja fue propuesta por D. Mermin (Am. J.Phys. 58, 781 (1990) ver copia
en http://materias.df.uba.ar/ft2a2014c1/files/2014/04/Mermin90.pdf
o Phys. Rev. Lett. 65 3373 (1990)). Considere un sistema de 3 particulas de espin 1/2 (A, By C) que
se preparan en el estado |¥) = (]000) — [111))/+/2. Cada particula es llevada a un laboratorio distante
de modo tal que el estado del conjunto no se modifica durante el viaje.

(a) Muestre que |¥) es un autoestado de los siguientes operadores: O = 0,R0,®0,, Os = 0,R0,Q0y,
O3 =0y®0y R0,y Oy =0, Q@ 0, ® 0,. Diga cuales son los autovalores correspondientes.

(b) Suponga que en cada laboratorio se mide o, obteniendose los valores mggA), m:(EB) y m&c). i, Cuanto

vale el producto de estos tres valores medidos?

(c) Suponga en cambio que en cada laboratorio se toma la decisién (de manera independiente y
aleatoria) de medir o, o o,. Considere un experimento en el cual dos observadores miden o, y
uno mide o,. jCuanto vale el producto de los tres resultados?
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(d)
()

Nuestro sentido comtn nos indica que el resultado de la medicién de o, en A no puede depender
de cual haya sido el observable que midieron B y C'. Discuta este argumento.

Si se convencié de la validez de la afirmacién anterior note que puede razonar del mismo modo
para By C (o sea, los valores medidos en B no pueden depender de lo que decidan medir A y C,
ete).

(A,B,C) _

En consecuencia, si los valores medidos de o; en cada laboratorio los denominamos m j =+1
debemos concluir que mng)méB)m?(,C) =+1 mz(,A)mf(,;B)m?(,C) =+1ly m@(,A)my(,B)mf(,;C) = +1. Es esto

compatible con la igualdad méA)miB)mic) =-17

Discuta si lo anterior es muestra una inconsistencia de la mecanica cuantica o simplemente ilustra
su contradiccién con nuestro sentido comin (recuerde la consigna: los experimentos que no se
realizan no tienen resultados y encuentre el argumento contrafdctico en la formulacién de la
paradoja).
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