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Guia 7: Momento Angular y Rotaciones

I. Momento Angular

Suponga que un sistema se encuentra en un autoestado de J, con autovalor hm.

(a) Muestre que los valores medios tanto de J, como J, son cero, i.e. (J;) = (J,) =0, de dos formas
diferentes: (i) usando el principio de incertidumbre, y (ii) usando la expansién de J, y J, en
términos de Ji y J_.

(b) Muestre que si se mide la projeccién de momento angular en la sobre una direccién 7v que forma
un angulo € con el eje Z, entonces (J - ) = hmcos 6.

Considere un sistema de spin 1/2 (es decir j = 1/2).

(a) Construya, por aplicacién de los operadores de subida y bajada, la representacién matricial de
los operadores S%, S,, S, y S, en la base de autoestados de S,. Muestre que se obtiene que los
operadores de spin estdan dados por 5; = gai, donde o; son las matrices de Pauli.

(b) Usando resultados anteriores, muestre que el operador rotacién para un sistema de spin 1/2 se
puede escribir como

DY (@, ¢) = exp <—i S hﬁ¢) = Tcos (ﬁ) —i(o - f)sin (g) ,

donde I es la matriz identidad.

(¢) Escriba explicitamente la matriz de 2 x 2 que representa la rotacion D/? (7, ¢) en la base

)

(d) Sea 7 el versor definido por los dngulos polares a y (8 segin se muestra en la figura. Aplique al
ket |+) el operador de rotaciéon adecuado! para obtener el estado |S - 2, +), que representa un
spin orientado segtin 7i. Compare el resultado con el obtenido en el Problema 10 de la Guia 1.

z

LN

 Pruebe a hacer la cuenta de dos formas diferentes: (i) aplicando una tinica rotacién en un dngulo
y direccién adecuados, y (ii) descomponiendo la rotacién en rotaciones elementales utilizando los
angulos de Euler.

(e) Muestre que para una rotacién en ¢ = 27 se satisface
DY (q, ¢ = 2m) = T,
y, por lo tanto, ante una rotacién en 27 el estado del sistema cambia segtiin

) W D2 (q,2m) i) = — [) .
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Observe que no se obtiene el mismo vector debido a un factor de fase. ;Puede observarse este
efecto? Vea Phys. Rev. Lett 35, 1053 (1975), o |Phys. Today, Dic. 1980, pag. 24l

Considere un estado arbitrario [i)) de un sistema de spin 1/2, sobre el que se aplica una rotacién en
un angulo ¢ alrededor del eje 2, es decir
)1

Calcule los valores medios (¢'|Sg|Y"), (¥'|Sy|¢") v (¥']|S:|¢") en el sistema rotado, en funcién de los
valores de expectacién (Y|Sg|v), (¥|Sy|¥) v (¥]S:]¥) en el sistema original.

W) — |3') = DY) (2,0) [9)) = exp (‘i S%w

Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistema de spin 1/2 representada por
D(a, ,7) = D(%, ) D(§, B) D(£,7).

(a) Muestre que la matriz de 2 x 2 que representa esta rotacién es

D2 (0, 8,9) = exp (~1 722 ) exp (i 222 ) exp (i)
2 2 2
. <e_i(a+')’)/2 CcoS g _e_i(a_'Y)/Q Sin g)

etla=7/2gip g eHat7)/2 ¢og g

(b) Debido a las propiedades del grupo de las rotaciones, esperamos que esta secuencia de operaciones
sea equivalente a una Unica rotacién alrededor de algin eje con angulo 6. Encuentre 6 y la direccién
de dicho eje.

Considere un sistema con momento angular 1 (es decir, j = 1).

(a) Construya, por aplicacién de los operadores de subida y de bajada, la representan matricial de
los operadores J2, J,, J,, vy J. enlabase {|[j=1,m=1),j=1,m=0),j=1,m=-1)} de
autoestados de J?2 y J,. Verifique explicitamente multiplicando las matrices la relacién [J,, Jy] =
ihJ.

(b) Encuentre la base {|j =1,m,)} de autoestados de J? y .J,, como combinacién lineal de los
{li=1m)}.
(c) Evalte J.(J. 4+ h)(J. —h) y Jy(Jy + h)(Jy — h) sin usar la representacion matricial.

(d) Muestre que en el caso de momento angular j = 1, vale que

2
D(l)(g7ﬁ) — e~ iB/h (‘%) sin B — (‘;Z") (1—cosp).

Usando esto obtenga

(3) M +cosp) — (%) sinf  (3)(1—cosp)
dU=1(8) = (%) sin 3 cos 8 - (%) sinfg |,
(3) (1 —cosp) (%) sinf (%) (1+cospB)

donde d(3) es la representacién matricial de D(g, 8) en la base de autoestados de J,.

Considere un sistema con j = 1 que se encuentra en el estado |1) dado por
1

(a) Sisemide L, sobre |1}, ;qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades? Repita el cdlculo
si se mide L.

(lj:17m21>_|j:17m:_1>)'

(b) Suponga que sobre el estado |1) se mide L, y se obtiene h, e inmediatamente después se mide
L,. ;Qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades?
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II. Momento Angular Orbital

Construya los arménicos esféricos Y{™. Para ello, resuelva primero L Y;! = 0 (usando L, en la repre-
sentacién r) y luego aplique el operador L_ a Y;! (previamente normalizado) para hallar los otros dos

restantes. Usando los resultados de escriba la combinacién lineal de los arménicos esféricos {Y;"}
que es autoestado de L, con autovalor h. Verifique su resultado aplicAndole L, en la representacion r.

Suponga que fuera posible un valor semi-entero de [ para el impulso angular orbital, por ejemplo
1 =1/2. A partir de
1/2
Ly Y, /7(0,6) =0,
podemos deducir

Yll//;(@, ¢) x e/2\/sin 6.

Verifique esta afirmacién. Intente construir entonces Y /;/ 2(9, ¢) de dos maneras diferentes,

(a) aplicando L_ a }/11//22 0,9),

(b) usando que L_Y1721/2(9, ¢) = 0.

Muestre que los dos procedimientos llevan a resultados contradictorios (esto da un argumento en contra
de valores semi-enteros de [).

Considere un autoestado de impulso angular orbital |l = 2, m = 0). Suponga que este estado es rotado
en un angulo S alrededor del eje §. Encuentre la probabilidad de medir m = 0, +1, y £2 en el nuevo
estado.

P10 | La funcién de onda de una particula sujeta a un potencial esféricamente simétrico V (r) estd dada por
U(z,y,2) = (z+y+32)f(r),

con f(r) alguna funcién de r = /22 + y2 + 22.
(a) ¢Es ¥ autofuncién de L2? Si es asi, jcudl es el valor de [? Si no es asi, jcuales son los posibles
valores de | que pueden ser obtenidos cuando se mide L2?
(b) ¢Cuédles son las probabilidades de hallar a la particula en los distintos estados con m definido?
(¢) Suponga que se sabe de alguna manera que ¥(x,y, z) es una autofuncién de energfa con autovalor

E. Indique cémo puede hallarse V (r).

P11 | Considere el Hamiltoniano de un rotor rigido,

1 /02 12 I2
Ho-(k L2 L3
2<I1+12+I3>’

donde L es el impulso angular en el sistema de coordenadas fijo al cuerpo. A partir de esta expresién
obtenga la ecuacion de movimiento de Heisenberg para L y luego halle las ecuaciones de movimiento
de Euler en el limite correspondiente.

III. Suma de Momento Angular

Considere una particula de spin %2 en un estado con momento angular orbital [ = 1.

(a) Encuentre el estado con jmaz ¥ Mj,,.. €n términos de los estados |I, s, m;, ms).
(b) Use J_ = L_ + S_ para generar todos los estados |jmaz, m)-

) Use ortonormalidad para encontrar el estado |jmaz — 1, jmaz — 1)-

)

(c

(d) Use J_ para generar todos los estados |jmaez — 1,m).
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(e) {Cudl es el valor de expectacién de L, en el estado con j = 1/2 y m = 1/2? ;Cudl es el valor de
expectacion de S, en ese estado?

Considere dos particulas con spin /2. Calcule todos los coeficientes de Clebsch-Gordan por dos caminos
diferentes:

(a) Escriba los autoestados de spin total S? y S,, {|s,m)}, en funcién de los autoestados de Sz,
Saz, {|s1 =1/2,82 = 1/2,m1,ma)}, usando los operadores S1 y ortogonalidad (es decir, usando
el mismo procedimiento del problema .

(b) Escriba las matrices de 4 x 4 que corresponden a la representaciéon de los operadores
522512+S§+231'SQ, S, =851+ 55,

en la base {|s; = 1/2, 85 = 1/2,m1,ms) }. Luego encuentre la matriz unitaria que diagonaliza estas
matrices. ;Qué son los coeficientes del cambio de base?

El acoplamiento spin-érbita es un efecto relativista que introduce, a bajas energias, una interaccién
efectiva entre el spin y el momento angular orbital de una particula. De esta forma, incluyendo el
acoplamiento spin-orbita, el Hamiltoniano electrénico para el 4&tomo de Hidrégeno sin campos externos
es

y donde S representa el spin del electrén.
(a) Evalie los conmutadores
|:H5L2] ) [HaSQ] ) [H,JQ] ) [HaLZ] ) [HaSZ} ) [Ha Jz] )

donde J = L + S. ;Cuél es el conjunto mas grande de estos operadores (incluyendo H) que
conmutan mutuamente?

Ayuda: recuerde que en coordenadas polares el operador p? se escribe como

2131 1 2
2 _ 5 l
p - — ;727""*2 .

(b) Considere ahora que se enciende un campo magnético externo B = B2, de modo que al Hamil-
toniano se le agrega el término

Hp = ‘%BB (L. +28.).

Para este caso, repita el inciso (a).

IV. Operadores Vectoriales, Tensores Esféricos y Teorema de Wigner—Eckart

Sean {V,, V,, V. } tres operadores. Decimos que V; son las componentes de un operador vectorial si ante
rotaciones V; se transforma de la forma

D' (R)ViD(R) = > Ri;Vj,
J
donde R es la matriz que define la rotacién en R? y D(R) el operador de rotacién asociado en el espacio
de Hilbert. Se puede mostrar que esto es equivalente a
[Lj7 Vk] = ithle.

(a) Verifique que el operador posicién r = (x,y, z) es un operador vectorial.
(b) Verifique que el operador momento p = (pg, py, p-) es un operador vectorial.

(c) Verifique que el operador de momento angular orbital L = (L, Ly, L) es un operador vectorial.
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Sean {T(k) EIZ)H, . ,T,Ei)l,Tlgk)} 2k + 1 operadores. Decimos que Tq(k) son las componentes de un

tensor esférico irreducible de rango k si ante rotaciones Tq(k) se transforma de la forma
k) pt _ (k) (k)
D(R) TW D' (R) =) D) (R) T,”,
q/
donde D% son los elementos de matriz del operador de rotacién en el subespacio de momento angular
k, es decir (kq¢'|D(R)|kq). Se puede mostrar que esto es equivalente a

o TP =hat®, [Je,T0] = mV/ERFD = alg D T

q

(a) Verifique que si V' es un operador vectorial, entonces los operadores Vq(l) dados por

Ve £14V,
e e s

definen un tensor esférico irreducible de rango 1.
(b) Sea V' un operador vectorial. Considere los arménicos esféricos Y, (z,y, z) en coordenadas car-

tesianas y sean Vq(l), q = —1,0,1, operadores definidos de la forma

v =Y (Va, V,, V2)

(es decir que en la féormula de los armdénicos esféricos sustituimos las variables x; por los respectivos

operadores V;). Verifique entonces que los operadores Vq definen un tensor esférico irreducible
de rango 1.

(c) Suponiendo que las componentes de V' conmutan entre si y haciendo uso del hecho que los
armoénicos esféricos ante rotaciones se transforman de la forma

v — Z PO,

discuta por qué la sustitucién V}]( ) = rkqu(Vx,Vy,Vz) en los arménicos esféricos escritos en
coordenadas cartesianas nos define un tensor esférico irreducible de rango k.

Sean V1) y W(k2) dos tensores esféricos irreducibles de rango ki y ko, respectivamente.
(a) Muestre entonces que los operadores Ték), dados por

Z V(kl)W(k2 klkz; Q1QZ|kq> ’

q1,92

forman un tensor esférico irreducible de rango k. Para ello, estudie cémo transforma T) ante
rotaciones.

(b) A partir de la expresién del inciso anterior, concluya que el producto V;IW; de las componentes
de dos operadores vectoriales V' 'y W se puede escribir como la suma de un escalar, otro vector
y un tensor esférico de rango 2.

(¢) Sean V' y W dos operadores vectoriales. Construya, a partir de estos dos operadores y utilizando
el inciso (a), tensores esféricos irreducibles de rango 0, rango 1 y rango 2 expresados en términos
de los productos de las componentes V; y W;. En particular, si V.= W = R es el operador
posicién, muestre que el tensor de rango 2 que se obtiene es, a menos de un factor, el operador
momento cuadrupolar eléctrico.

Considere una particula sin spin ligada a un centro fijo mediante de un potencial central. Estudie los
elementos de matriz
<n’ U,m' i(ﬁlc:I:"Ly)
) b \/i

utilizando tnicamente el teorema de Wigner-Eckart. En particular, trate de relacionar los distintos
elementos de matriz entre si y establezca cuales de ellos pueden ser no nulos.

n, l,m> y (' U',m!|zIn,l,m),
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El tensor cuadrupolar eléctrico de una particula de carga g se define como
Qir = q (Bwszy — bipr?) .

Suponga que se conoce el valor de expectacién de la componente zz del momento cuadrupolar en el
autoestado de momento angular |«, j,m = j) (donde « es un indice asociado a la dependencia radial
del estado; recordar que L? y L, no forman un CCOC). Notemos con @Q este valor de expectacion, es
decir que

Q = <a,j,m :j|sz\a,j,m :j> = q<a,j,m :]|(3Z2 - r2)|a,j,m = ]> .

(a) Calcule los elementos de matriz
q<0¢,j,m"(m2 —3/2)’(17jam:j>, m/ :.]7.7 - 1’7_.]+17_.]

en funcién de @ y de los coeficientes de Clebsch-Gordan. Para ello,

(i) Escriba zy, rz, y (22 — y?) como componentes de un tensor esférico irreducible de rango 2.
(ii) Evalie los elementos de matriz buscados utilizando el teorema de Wigner-Eckart.

(b) Evalte los valores de expectacién de todas las componentes del tensor cuadrupolar sobre los
estados |a, j,m = j), es decir calcule

<a,j,m :]|sz|a7]7m :]>7

en funcién del valor de expectacién Q. Interprete el resultado.

(¢) Probar que para un nicleo atémico de spin 0 o 1/2 los valores de expectacién del momento
cuadrupolar eléctrico son nulos (el spin de un ntcleo es el momento angular resultante de los
spins y momentos angulares relativos de los nucleones constituyentes).
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