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1. Breve resumen: dimensién finita

En este parte se listan definiciones y resultados sobre el formalismo de la
Mecéanica Cuantica. En este caso, el espacio de estados es un espacio vectorial
complejo de dimension finita D, con un producto interno hermitiano donde:

s Los vectores de estado o kets se describen en una base ortonormal

(o)}, k=1,.D
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= El producto escalar es hermitiano: lineal en el segundo vector y antili-
neal en el primero.

(19, AL ltn) + A2 [h2)) = Av ([0) , [1),) + A2 (|9) , 2)
(At ln) + Az l2), [9)) = AL (I1) , [9)) + A5 (I92) , [4)

» A cada vector en dicho espacio ket |¢) le corresponde un bra (¢|, tal
que:

(@ (1)) = (I¢), [¢)) = (o)

por lo que (¢| es una funcional lineal sobre el espacio vectorial, y por
consiguiente los bra forman un espacio vectorial en si mismo denomi-



nado espacio dual, cuya base es {(v|},k =1,..D.
dq
- de lvg) == d:
k dD
= dy (o] = (df, d, ... d})
k

Como la base es ortonormal: ¢, = (vi|Y), dp = (v|¢) y el producto
escalar (braket) de dos vectores obedece al producto de dos matrices
de 1 x D por D x 1, dando un niimero complejo:

(plY) = Z dicy = (b, d3, ... d5) -

Un vector genérico [¢)) se escribe entonces como

[0) =D ow) (ol =D (Jo)wel) )
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donde el vector es una suma de sus componentes sobre los vectores de
la base e identificamos la relacion de completitud:

I=2 |on)osl

siendo I el operador Identidad. Empezamos a usar la llamada notacién
de Dirac, que permite agrupar o desagrupar ketbras del tipo |vgXvg|.

Mas alla del operador identidad se pueden tener diferentes operadores
lineales definidos en el espacio vectorial: En forma genérica

A (A1) + Az 2)) = MA Y1) + XA |1ha)

El operador mas simple es un ketbra |a)(3]: actia sobre un vector [))
y dé un vector paralelo a |a):

[a)(Bl (1)) = la) (Bl)
——

C



= El operador A se puede expresar de diversas formas equivalentes en
una base {|v)}:

A= Ao = |- Ay

donde se puede verificar que los elementos de matriz de la fila ¢, columna
j de A en esa base son:

Aij = (vi| Alvy)

» La accién del operador A sobre un estado |)
Zj Alej
CAgics.
A|¢ ZAU |Uz U]‘ |77/) Z ZAZJCJ |Uz = Z] '2] j
Z]’ ADjCj

satisface la multiplicacién de una matriz (operador) por un vector (vec-
tor columna) para dar lugar a otro vector columna.

= Si el operador es diagonal en una base {|a;)}, A;; = a;0;;, y se tiene la
descomposicion espectral del operador

A= Z%‘ |ajXa,]

» Se define operador adjunto de A a un operador Afque cumple que para
todo par de estados:

(I9), Al¥) = ((AT[g) . [¢¥))

los elementos de matriz de este operador cumplen A = Aj;, que es la
matriz transpuesta conjugada de A. Si A = Af, el operador es hermiti-

co, es diagonalizable y sus autovalores son reales.

= Los operadores hermiticos representan observables, cuya medicién da
uno de sus autovalores (estos operadores tienen autovalores reales, sus
autovectores se pueden elegir ortonormales, y son una base del espacio
vectorial). Otros operadores importantes son los operadores unitarios
U, que cumple UTU = UUT =1, estos operadores representan transfor-
maciones fisicas: traslacion espacial, traslaciéon (evolucién) temporal |
rotacién espacial, y también cambios de base.



2. Problema 1

Suponga que {|1),]2),|3)} es una base ortonormal de un espacio de Hil-
bert de dimensién 3.

(a) Considere |a) = \[”2 v |B) = % .Cuénto vale (a|8)? ;Son
ortogonales?

(b) Escriba la representacién matricial en la base {|1),]2),]3)} de los kets
@) v |B); de los bra (a| y (8] y de los operadores [a)(al, XS], |5
y [BXel.

(c) Considere los tres estados {|a), |b),|c)} dados por

=5 (ID+vER+3). B=5(0-v2R+P). I9=—=(1

Muestre que {|a), |b) ,|c)} forman una base ortonormal y luego escriba
|a) v |5) en esta base.

(d) Repita las partes que involucran |3) en los items anteriores si ahora

|8) = B2,

(a)

iy 1 i 1 [
de donde
(1| — i (2] 1

(a|:T::E(1,i,O) =  (o|f) = (Z—i—Z—I—O)—Z#O

por lo que no son ortogonales. Como el solapamiento es un nimero de médulo

1, entonces P(a|B8) = |{(a|B)]|> = 1 por lo que |a) y |3) son el mismos
estado:los vectores difieren en una fase. En efecto podemos verificar que:
|8) = ila)

(b) La representacién matricial del operador |«) («| se puede hacer de dos
maneras:

—13))



= Usando la propiedad distributiva:

| | | (1
) (a| = §(|1><1| 0 [1}2] — @ [2X1] + [2X2]) = 5 _OZ

O ==
o O O

» Usando la multiplicacién de un vector columna (|a):=matriz de 3 x 1)
por un vector fila ({(a|:=matriz de 1 x 3), que da una matriz de 3 x 3,
esto es un operador:

1 1 1 1 1

la)a| = 7 —OZ E(l,i,O) =3 —OZ

O = =
o O O

El calculo de los operadores es similar, pero en este caso usaremos la relacién

8) = ile):

; 1 2 0

18Xl = (i]a)) o] = ilafal =5 | —7 1 0
0 00

; 1 2 0

)8 = |B)al" = —ila)a] = 1
0 0 O

1BXB] = (i]a))(=i]a)) = kel

La tultima ecuacion es interesante y dice que el proyector no depende de la
fase del vector.



3.

Problema 2

Operador de Proyeccién. Dado un vector |a) de un espacio de Hilbert
de dimensién D, definimos el operador P, = |a)«|.

(a)

(b)

()

()

Mostrar que P, es una proyeccion ortogonal, es decir que satisface: (i)
P?=P,, (ii) Pl = P,.

Sea {|1),...,|D)} una base ortonormal. Escribir la representacién ma-
tricial de P, en esta base.

Repita el item anterior para el caso particular en que |«) coincide con un
elemento de la base, por ejemplo |a) = |1). Deduzca que los autovalores
de un proyector ortogonal son todos ceros salvo en el caso del vector
sobre el cual proyecta, cuyo autovalor es uno.

Considere ahora un operador hermitico A y sean {a;} sus autovalores
y {]a;)} la respectiva base ortonormal de autoestados (por simplicidad
asumimos que no hay degeneracién). Para un j fijo, muestre que P; =

[1ivj ((:_—Z)) es el proyector sobre el autoestado de autovalor a;. Calcule

los proyectores: Py para un sistema de spinl/2 con A = o - 7.

Calcule nuevamente los autoestados de A = o -7, usando los operadores
de proyeccién P, del item anterior.

(a) PY = PolPo = |a><&|/0_42<a| = |a)al = Pa.

1

Pl = (lafa])! = la)a| = Pa.
(b) En esa base el elemento de matriz de P, es

(i P |7) = (ila) {alj)

por lo que:

Po=| . e al)).

(c) Si |a) = |k), entonces el tinico elemento de matriz no nulo serd cuando
1=k=7:

(K| Py [k) = (k[k) (k|k) = 1



La matriz serd diagonal, pero todos los autovalores serdn nulos excepto el
k-ésimo que sera 1. Esto vale para un proyector en cualquier base pues los
autovalores de la matriz no dependen de la base en la que se expresa la
matriz.

(d) Aplicamos P; sobre un estado general desarrollado en la base {|ax)},

rwzzzmﬂmw
lew>—H 2 Zm (ar|ep) = ZH |ak (ax )

z#] k z;ﬁg a;)

cada productoria es no nula sélamente si & = 7, pues el caso ¢ = j estd
excluido. El valor de esta productoria es 1. Por consiguiente:

Py ) = laz) (a;]¥)
que es la proyeccién de |¢) sobre el autoestado |a ) de autovalor a;. Podemos

aplicar nuevamente P; y obtendremos lo mismo por lo que P2 P;.

Caso de dimensién 2: spinl/2 En lugar de usar S -7 con autovalores
j:g usaremos el operador A = o - i con autovalores +1, y con los mismos
autovectores que S - 7.

G ) TN
P meey et
del mismo modo:
_(o-n—(+1)) 1 .
P=mgny) —ate
por lo que:
P zl(ﬂj:a-ﬁ)
T2

(e) Aplicaremos el proyector Py a un vector cualquiera, si el vector resultante
es no nulo entonces obtenemos un vector paralelo a |+, o - 7), faltando sélo
normalizarlo.

Necesitaremos calcular (usamos la base de autoestados de S, ):

ol =
(ngoy + nyoy +n.0,) |[+) = (ngy +iny) |—) +n, |+)

usando esto en la obtenemos:

(1 £n2) [+) £ (ng +iny))

N | —

Pi|+>:%(]lia-ﬁ)|+):



Usando la parametrizacion del Problema de la Guia 1:

1+n,=1+cosf = 2cos*(3/2)
1 —n,=1-—cosf = 2sin*(3/2)
n, + in, = sin Be'® = 2sin(3/2) cos(3/2)e"™

por lo que los estados normalizados son:

4,0 - 7)) = cos(B/2) |+) + sin(B/2)e™ |-)

|— 0 -7) =sin(B/2) |+) — cos(B/2)e™ |-)

4. Problema 3(I)

Considere un espacio de Hilbert de dimensién 3 y sea {|1),]2),]3)} una
base ortonormal. Para cada uno de los siguientes operadores

(1) My = 2101 + [2)2] + 2 [2)(3] — 20 [3)(2] + 4[3)(3],

(1) My =

01 0
\/Li 1 0 1],enlabase{|1),]2),]3)},
010

() Ms[1) = [1) = 2i[3), M5 |2) = |2), M5 [3) = 2i[1) +3);
(a) determine si el operador es hermitico.

(b) escriba la descomposicién del operador como combinacién lineal de ope-
radores {‘i><j‘}i,j:1,2,3'

(c) obtenga la representacién matricial del operador en la base {|1) ,|2) ,|3)}.
(d) escriba la accién del operador sobre cada elemento de la base {|1) , |2) , |3)}.

(e) obtenga la descomposicién espectral del operador.

(1) (a) M= 2[1)(1]+[2)(2] -2 |3)2]|+2i |2X3]+4]3X3| = M., es hermiti-
(b)
(c)

2 0 0
M= 0 1 2
0 —2i 4



(d)

M1y =2]1)  M[2)=[2) —2i[3) M [3) =2i|2) +4]3)

los resultados son los vectores columnas de la matriz del operador.

Para hallar la descomposicién espectral necesitamos hallar la base
que diagonaliza el operador M;. Vemos que la matriz de M; es
diagonal por bloques, y que |v;) = |1) es autovector con autovalor
A1 = 2. Falta determinar los autovalores y autovectores en un
subespacio generado por{|2),|3)}. La matriz en dicho subespacio

es:
1 2
v %)

La ecuacién de autovalores |[N — Al = 0 nos da Ay = 0y A3 =
5. Los correspondientes autovectores normalizados son: |vg) =
\%(2|2> +14[3) y |vs) = \/Lg(|2> — 2i13)). Observamos que los
autovectores forman una base ortonormal.

Luego la descomposicion espectral de M; es:
My = A [v;)vj]
J
= 2[vy ) v1| + 5 [vz)(v3|

Si se expande cada autovector en la base original, se obtiene la
matriz del item (c).

5. Problema 4(d)

Sean X, Y dos operadores y |a) y |3) dos vectores de norma

uno cualesquiera. Usando el algebra de bras y kets, verifique las

siguientes afirmaciones.

(a) tr(X +Y) = tr(X) + tr(Y).

(b) tr(XY) =tr(YX).

(c¢) La traza de un operador no depende de la base en la que se
calcula.

(d) tr(Ja)B| X) = (B]|X]|a). Concluya entonces que, en particu-
lar:

« Con X =1, [tx(a)(B]) = (Bla)]

9



» Valor medio: <X>|a> = (o] X |a) = tr(Ja)a| X) entonces
(X)) = tr(PoyX) |

= Regla de Born: P(l >||a>) = [(Bla) [* = {alB) (Bla) en-
tonces [P(18) | a) = tr(Pp, Py |

Dado el operador X y la base {|a;)}, (i = 1...N), se define la traza
del operador a:
N

Z (a;| X |a;)

=1
El punto (b) define la propledad ciclica de la traza ya que permite
probar que: tr(XYZ) = tr(ZXY) = tr(YZX). Esto se puede
usar para demostrar que la traza no depende de la base, pedido
en (c).

4(d)
N
tr(la)Bl X) = {ail (|a}B) X]as)
=1
N
= Z Bl X aifai] [o)
=1 I
= (B[ X]a)
Casos particularmente importantes:
= Con X =1,

tr(ja)5l) = (Bla)

= Valor medio: (X),,, = {(a X [a) = tr(|a}a| X) entonces

(X)) = tr(Iljny X)

|a)

. Regla de Born: P(|8) | |a)) = | {Bla) |? = {a|B) (B|a) entonces

P(B)|1a)) = (B B8) = tr(I51L4y)

donde se usa II, = |a)a|: el proyector sobre el estado |«) (dejamos a
P como probabilidad).
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