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1. Átomo de Hidrógeno usando operadores de
subida y bajada

Partimos de la expresión demostrada al final del apunte de la Teórica para
el operador de enerǵıa cinética de una part́ıcula de masa m:

T =
p2

2m
=

p · p
2m

=
1

2mr2
(
(r · p)2 − iℏr · p

)
+

L2

2mr2

Definimos ahora un operador pr tal que cumple:

1. pr es hermı́tico.

2. [r, pr] = iℏ

3. T =
p2
r

2m + L2

2mr2

dejamos a les alumnes verificar que:

pr =
1

r
(r · p− iℏ)

cumple las tres condiciones y que en la representación de posición:

⟨r| pr |ψ⟩ = −iℏ
(
∂

∂r
+

1

r

)
ψ(r) = −iℏ

(
1

r

∂

∂r
r

)
ψ(r)

Consideremos ahora el Hamiltoniano de un átomo Hydrogenoide con carga
nuclear Ze (si Z = 1 es Hidrógeno),

H =
p2r
2m

+
L2

2mr2
− Ze2

r

donde se usan las unidades Gausianas, m es la masa del electrón (podŕıa usarse
la masa reducida del electrón-núcleo, muy cercana a m) y e es la carga del
electrón.
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Dado que {H,L2, Lz} forman un CCOC, los autoestados de este Hamilto-
nianos son

|E, ℓ,m⟩ = |E, ℓ⟩︸ ︷︷ ︸
radial

|ℓ,m⟩︸ ︷︷ ︸
angular

como

L2 |ℓ,m⟩ = ℏ2ℓ(ℓ+ 1) |ℓ,m⟩

H |E, ℓ,m⟩ = E |E, ℓ⟩ |ℓ,m⟩

obtenemos para la parte radial:

Hℓ |E, ℓ⟩ = E |E, ℓ⟩ donde Hℓ =
p2r
2m

+
ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mr2
− Ze2

r

=
ℏ2

ma20

(
p2ra

2
0

2ℏ2
+
ℓ(ℓ+ 1)a20

2r2
− Za0

r

)
y se introdujeron unidades de enerǵıa ℏ2

ma2
0
(del potencial centŕıfugo) y de lon-

gitud tal que ℏ2

ma2
0
= e2

a0
(igualando unidades del potencial centŕıfugo y Coulom-

biano), por lo que a0 = ℏ2

me2 , denominado radio de Bohr (a0 ∼ 0, 53× 10−10m).
Para factorizar Hℓ, proponemos:

Hℓ =
ℏ2

ma20

(
A†

ℓAℓ + cℓ

)
donde:

Aℓ =
a0√
2

(pr
ℏ

+ i
αℓ

r
− iβℓ

)
A†

ℓ =
a0√
2

(pr
ℏ

− i
αℓ

r
+ iβℓ

)
siendo αℓ y βℓ y cℓ reales a determinar. Calculemos A†

ℓAℓ:

A†
ℓAℓ =

a20
2
(
p2r
ℏ2

+ i
αℓpr
ℏ

1

r
− iβℓ

pr
ℏ

− i
αℓ

ℏ
1

r
pr+

+
α2
ℓ

r2
− αℓβℓ

r
+ iβℓ

pr
ℏ

− αℓβℓ
r

+ β2
ℓ )

=
a20
2

(
p2r
ℏ2

+ i
αℓ

ℏ
[pr,

1

r
] +

α2
ℓ

r2
− 2αℓβℓ

r
+ β2

ℓ

)
pero [pr,

1
r ] = − 1

r2 [pr, r] =
iℏ
r2 por lo que

A†
ℓAℓ =

a20
2

(
p2r
ℏ2

+
αℓ(αℓ − 1)

r2
− 2αℓβℓ

r
+ β2

ℓ

)
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comparando ambas expresiones de Hℓ se debe verificar: αℓ(αℓ − 1) = ℓ(ℓ+ 1) y
αℓβℓ = 1, obteniendo como solución positiva (la otra solución no aporta nada
nuevo):

αℓ = ℓ+ 1 βℓ =
Z

a0(ℓ+ 1)
cℓ = −a20β2

ℓ = − Z2

2(ℓ+ 1)2

Por lo que:

Hℓ =
ℏ2

ma20

(
A†

ℓAℓ −
Z2

2(ℓ+ 1)2

)
=⇒ A†

ℓAℓ =
ma20
ℏ2

Hℓ +
Z2

2(ℓ+ 1)2

Para calcular AℓA
†
ℓ sólo se necesita cambiar el signo del conmutador [pr,

1
r ], por

lo que la parte que va como 1/r2 pasa a ser αℓ(αℓ+1)
r2 = (ℓ+1)(ℓ+2)

r2 lo que equivale
a hacer Hℓ → Hℓ+1 (la definición de αℓ y βℓ se mantiene), con lo cual:

Hℓ+1 =
ℏ2

ma20

(
AℓA

†
ℓ −

Z2

2(ℓ+ 1)2

)
=⇒ AℓA

†
ℓ =

ma20
ℏ2

Hℓ+1 +
Z2

2(ℓ+ 1)2

Multiplicando aHℓ por Aℓ por izquierda y aHℓ+1 por Aℓ por derecha obtenemos
la igualdad:

AℓHℓ = Hℓ+1Aℓ

Veamos que Aℓ es un operador escalera. Sea Hl |E, ℓ⟩ = E |E, ℓ⟩ ¿qué estado es
Aℓ |E, ℓ⟩? Apliquemos la ecuación anterior sobre |E, ℓ⟩:

AℓHℓ |E, ℓ⟩ = Hℓ+1Aℓ |E, ℓ⟩
EAℓ |E, ℓ⟩ = Hℓ+1Aℓ |E, ℓ⟩

Por consiguiente A |E, ℓ⟩ es autoestado de Hℓ+1 con el mismo autovalor E (la
enerǵıa no cambia) y con momento angular ℓ+1. Interpretamos que la acción de
Aℓ transfiere enerǵıa de rotación en detrimento de la enerǵıa radial del electrón.
Se puede repetir el proceso aplicando Aℓ+1 (pues ahora el estado es |E, ℓ+ 1⟩)
y aśı sucesivamente hasta obtener una órbita circular (de máximo momento
angular o enerǵıa de rotación).

1.1. Niveles de enerǵıa

Claramente el proceso anterior no puede continuar indefinidamente pues la
enerǵıa está fija. Sea ℓmax(E) el valor máximo admisible dada una enerǵıa E,
entonces:

Aℓmax(E) |E, ℓmax(E)⟩ = 0

pues no hay un |E, ℓmax(E) + 1⟩.
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Tomando el módulo de esta ecuación:

⟨E, ℓmax(E)|A†
ℓmax(E)Aℓmax(E) |E, ℓmax(E)⟩ = 0

ma20
ℏ2

E +
Z2

2(ℓmax(E) + 1)2
= 0

por lo que la enerǵıa es

E = − Z2ℏ2

2ma20n
2
= − Z2e2

2a0n2
= −me

4Z2

2n2
= −Z

2

n2
Ry

donde se introdujo el número cuántico principal n

n = ℓmax + 1

y la unidad de enerǵıa Rydberg (1Ry =∼ 13, 6eV). Esta fórmula permite expli-
car las frecuencias de las ĺıneas de emisión del Hidrógeno observadas (transicio-
nes de niveles n′ → n),

hν︸︷︷︸
n′→n

= En′ − En = (
1

n2
− 1

n′2
)Ry

1.2. Funciones de Onda

Los autoestados se caracterizan por los tres números cuánticos |nℓm⟩. Como
ℓ = 0, 1, ..n − 1 y −ℓ ≤ m ≤ ℓ, se puede verificar que la degeneración de estos
autoestados (sin contar el spin) es n2. Calculemos el estado circular (ℓ = ℓmax =
n − 1). En representación de posición Rn,ℓ(r) = ⟨r|nℓ⟩, para el caso de órbitas
circulares las funciones radiales son: Rn,n−1(r). Como es usual partimos de la
representación de posición de:

An−1 |n, n− 1⟩ = 0

a0√
2

[
−i( ∂

∂r
+

1

r
) + i

n

r
− i

Z

a0n

]
Rn,n−1(r) = 0

cuya solución es en general:

Rn,n−1(r) = Cne
∫ r dr′

(
−n−1

r + Z
na0

)
= Cnr

n−1e−
Zr
na0

=
1√
(2n)!

(
2Z

na0

)3/2 (
2Zr

na0

)n−1

e−
Zr
na0

La constante de normalización se calculó pidiendo la normalización del estado.
La función de onda completa en representación de posición es:

ψnlm(r) = Rnl(r)Y
m
ℓ (θ, φ)
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1.3. Operador de bajada

Podemos hacer el transpuesto conjugado de la relación AℓHℓ = Hℓ+1Aℓ y la
aplicamos sobre el estado |E, ℓ+ 1⟩

HℓA
†
ℓ |E, ℓ+ 1⟩ = A†

ℓHℓ+1 |E, ℓ+ 1⟩

= EA†
ℓ |E, ℓ+ 1⟩

de donde concluimos que A†
ℓ |E, ℓ+ 1⟩ = Cn,ℓ |E, ℓ⟩ es autoestado de Hℓ. La

constante de normalización, se obtiene si consideraremos normalizados |E, ℓ+ 1⟩
y |E, ℓ⟩ :

⟨E, ℓ+ 1|AℓA
†
ℓ |E, ℓ+ 1⟩ = C2

n,ℓ ⟨E, ℓ|E, ℓ⟩
ma20
ℏ2

E +
Z2

2(ℓ+ 1)2
= C2

n,ℓ

− Z2

2n2
+

Z2

2(ℓ+ 1)2
= C2

n,ℓ

Por lo que en la representación de posición:

Rn,l(r) =
1

Cn,ℓ

a0√
2

[
−(

∂

∂r
+

1

r
)− n

r
+

Z

a0n

]
Rn,ℓ+1(r)

donde se sacó una fase común i, para que las funciones radiales sean reales.
De este modo podemos ir bajando los valores de momento angular, a partir de
la función de onda radial de máximo momento angular, simplemente usando
operadores diferenciales en forma sucesiva.

Un buen ejercicio seŕıa usar esta expresión para hallar por ejemplo el estado
radial 2s, R2,0(r). Recordemos que los momentos angulares ℓ = 0 son denomina-
dos en espectroscoṕıa como estados s (sharp); ℓ = 1 estados p (principal); ℓ = 2,
estados d (diffuse); ℓ = 3, estados f (fundamental) y continua el abecedario a
partir de aqúı.
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