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1. Breve resumen: Operador de rotaciones

En Mecanica Cuantica, al igual que en Mecanica Clasica, el generador de
rotaciones es el momento angular. Una rotacién en el espacio de Hilbert esta
dada por el operador de rotaciones (unitario):

D(R) = exp (—i J h"¢>

su accién sobre un estado [i)):

[¥') =D (R)[¢)

Los valores medios de un operador vectorial V' en estados rotados deben dar un
vector en 3D, esto es una magnitud que transforma como un vector ante rota-
ciones R = R(7, ¢) (alrededor del eje 7 en un dngulo ¢) como las componentes
de los valores medios del operador vectorial V' Esto puede ser considerado una
definicién de operador vectorial:

WIVilw') = (@IV/IY) = D Rij(2,0) (IVile)

lo que lleva inmediatamente a la relacién entre operadores:

V=D (R)ViD(R) =} Rij(7. )V,

Vamos a hallar las relaciones de conmutacién [V}, Ji], pidiendo que el ope-
rador rotado se comporte como un vector 3D, para un angulo d¢ infinitesimal:
1.1. Rotacién infinitesimal de un Vector 3D

Sabemos de Mecénica que una rotacién infinitesimal R(7, d¢) cambia el vec-
tor V a:

V'~V 4+ X Vig+ 0(6¢7)



esta relacién para el componente i es a orden J¢?:

V!~V + €ijkn; Vido

1.2. Rotacion infinitesimal del Operador Vector

Usando D (R) = exp (fi J‘Z‘w) ~I— %J -nd¢p, obtenemos para el operador

rotado:

v/~ (I+ %J A0 Vi(I — %J - 7¢)

~ Vit 7107, Vilde

~ Vit 11,15, Vilog + 0(56°)

Igualando los factores que acompafian a n; en las dos expresiones obtenemos:
[J;, Vi] == —iheiji Vi = ihejin Vi
intercambiando ¢ por j y viceversa:
(i, Vj] = ihe;ji Vi

Claramente J es un operador vectorial pues satisface estas relaciones de
conmutacién, al igual que la posicién r y el momento p.

El producto escalar de dos operadores vectoriales es un escalar ante rotacio-
nes:

V.-W=V.-W

donde se usa V' = DI (R)V D (R) = R V (lo mismo para W') y la ortogona-
lidad de la matriz de rotaciones: R - Rt = 1.

Del mismo modo se deduce una identidad similar para el producto escalar
de un vector unitario 3D a por un operador vectorial V', por ejemplo:

Ra-V=R'Ra-R'V=a-RV=a-D(R)VD' (R)=D(R)(a-V)D'(R)
I

donde se sac6 afuera los operadores de rotacién que actian en el espacio de

Hilbert. Ahora demostraremos que conocidos los autoestados del operador a-V,

podemos encontrar el autoestado del operador Ra-V rotando el correspondiente
autoestado de a - V' sin cambiar su autovalor:

a-V|vg) =g |va)
D(R)(a-V)D' (R)D(R)|v), =D (R)vq |va)
I
Ra -V D (R) |Ua> =v,D (R) |Ua>



Por ejemplo si tomamos V = J inferimos que rotar el autovector de una pro-

yeccion de J en una direccion a, genera un autovector de la proyeccién de J

sobre el vector rotado R, con el mismo autovalor. Util para el Problema 3.
Finalmente recordemos que los autoestados comunes de J? y J, son:

J?|j.m) = j(j + 1)h*|j,m)
J: |4, m) = h|j,m)

obtenidos usando los operadores de subida y bajada:

Jilj,m) =3 +1) —m(m=E)h|j,m)  con  Ji=J,+il,

Para obtener las matrices de momento angular es 1til calcular la matriz de J,
luego la de J_ = Ji y finalmente J, = (J4 + J_) y Jy, = 5 (J4 — J_).

2. Problema 1

Sean {V,,V,,V.} tres operadores. Decimos que V; son las componentes de
un operador vectorial si ante rotaciones V; se transforma de la forma

D' (R)V;D(R) =) Ry;Vj,

donde R es la matriz que define la rotaciéon en R? y D(R) el operador de rotacién
asociado en el espacio de Hilbert.

(a) Considere un estado arbitrario [¢)) de un sistema, sobre el que se aplica
una rotacion en un angulo ¢ alrededor del eje 2, es decir

) — 1) = D) ) = exp (=1 52 1.

Calcule los valores medios (¢'|V,|¢'), (¢'|Vy|¢') y (¥'|V.[¢)') en el sistema
rotado, en funcién de los valores de expectacion (Y|V|v), (¥|V,|v) v
(Y|V,|h) en el sistema original. Concluya que se cumple la definicién de
operador vectorial para V. Use que las tres componentes del operador
vectorial satisfacen:

[Jj, Vk] = ihéjklw.

(b) Verifique que el operador de momento angular J = (Jg,Jy,J;) es un
operador vectorial.

Buscamos demostrar la formula de rotacién para el caso particular de una ro-
tacién alrededor del eje z en angulo finito ¢.

(a) Por lo visto en la introduccién basta averiguar que:



(1) Componente z: La componente V. no cambia en esta rotacién pues J.

conmuta con V:
J, s,
exp (2 7;0) V., exp (—z ;0) =V,

(11) Componente z: La componente x cambia en esta rotacién. Usaremos el
resultado del P11 de la Guia 2: eABe™* = B + [A4, B] + 3[A, [A, B]] +

3lA,[A [A,B]]] + ..., y los conmutadores: [J.,V,] = ihV, y [J.,V,] =

—ihV,
exp <Z JZT:D) Ve exp <—’i J;;D) =V, + (%)[szvm] + (%)2%[1& [Jz,vazﬂ'f‘
(%)%[Jz,wz,umvxn] + e
i, . ip 51
= Vet (H)RV) + () 57 e [, Vel
(%)%[Jz,wz,umvxn] + o

todos los conmutadores alternan entre Vi, .1, por lo que la dependencia
operatorial se factoriza obteniendo finalmente:

Jz . Jz .
exp (z 7;0) V. exp (—2 7;0) = cos ¢V, — sin ¢V,

(111) Del mismo modo se obtiene para la componente Vj;:

exp (z J;:'O> Vy exp (z J;f) = sin ¢V, + cos ¢V},

Por consiguiente los valores medios transforman ante rotaciones como las com-
ponentes del vector de valores medios.

(b) Si V = J se cumple igualmente pues son vélidas las reglas de conmutacién
requeridas.

3. Problema 3
Considere un sistema de spin 1/2 (es decir j = 1/2).

(a) Construya, por aplicacién de los operadores de subida y bajada, la re-
presentacién matricial de los operadores S2, S, Sy v 5. en la base de
autoestados de S,. Muestre que se obtiene que los operadores de spin
estan dados por 5; = %ai, donde o; son las matrices de Pauli.



(b) Usando resultados anteriores, muestre que el operador rotacién para un
sistema de spin 1/2 se puede escribir como

DY (f, ¢) = exp (—i S :¢> = I cos (;b) —i(o-7)sin (?) ,

donde I es la matriz identidad.

(¢) Escriba explicitamente la matriz de 2x2 que representa la rotacién D2 (7, ¢)

en la base
H=li=gm=g)l)=li=5m=—3
_3—2,m—2 , 3—2,m— > .

(d) Sea 71 el versor definido por los dngulos polares « y 3 segin se muestra
en la figura. Aplique al ket |+) el operador de rotacién adecuado! para
obtener el estado |S -7, +), que representa un spin orientado segin 7.
Compare el resultado con el obtenido en el Problema 10 de la Guia 1.

=>

J=

T Pruebe a hacer la cuenta de dos formas diferentes: (i) aplicando una
Unica rotacién en un éngulo y direccién adecuados, y (ii) descomponiendo
la rotacion en rotaciones elementales utilizando los dngulos de Euler.

(e) Muestre que para una rotacién en ¢ = 27 se satisface
DY (7, ¢ = 21) = 1,
y, por lo tanto, ante una rotacién en 27 el estado del sistema cambia segin

) W DU (7, 2m) i) = — [).

Observe que no se obtiene el mismo vector debido a un factor de fase.
(Puede observarse este efecto? Vea Phys. Rev. Lett 35, 1053 (1975), o
Phys. Today, Dic. 1980, pag. 24.


http://materias.df.uba.ar/ft2a2021c1/files/2021/05/neutronExperiment.pdf

(a) Estd en el apunte y se hizo en clase para el caso j = 1. Se basa en encontrar
la matriz J en la base que diagonaliza J, (aplicando J sobre cada elemento de
la base). Luego se calcula la matriz de J_ haciendo el adjunto de J. . Finalmente
se usa que: J, = S(Jy +iJ_),JJ_ = 3 (Jy —iJo).

(b) Considerando que el momento angular en un sistema de spin 1/2 es J =
S = ga,

DY (f, ¢) = exp (—i S :d)) = exp (—i g 2ﬁ¢> =T cos <§> —i(o - N)sin <q25> ,

donde la ultima igualdad sale de expandir la exponencial y usar que todas las
potencias pares (o - 7)?* =1y todas las potencias impares: (o - 7)?**! = o - f
(k > 0 entero). Es conveniente obtener la matriz de este operador explicitamente
en la base de autoestados de S,. Dado que las tinicas matrices que contribuyen
a la diagonal son Iy o, y que o, y o, sblo contribuyen a los elementos no
diagonales. Recordando las matrices de Pauli tenemos:

DY (7, ¢) = I cos <q25> — i (0xNg + oyny + 0,0, ) sin (2)
~ ( cos % —in, sin% —i(ngy — iny) sin%
—i(ng +iny)sin g cos % +in,sing )
(d) Usaremos la propiedad por la cual los autoestados de una dada proyeccién
de un operador vectorial V: |fi -V =), se pueden obtener por rotacién del
autoestado |7/ - V = v), siendo R la rotacién que lleva de 2’ a n: 1 = Ri/:

|n-V =v,)=D(R)|A -V =v,) con = Rp

tal como se demostrd en la introduccion.

Las dos formas posibles son:
(i) Con una sola rotacién del versor Z hacia 7i: rotacién en angulo 3 alrede-
dor del eje (perpendicular a 2 y 71 ): ig = (cos(a + 7/2),sin(a + 7/2),0) =
(—sina, cos , 0)):

IS 7) = e PR |4)

/6 ) /B'LOL

= cos 3 |—|—>+sm2 |—)
un resultado que ya conocemos. Como la matriz de rotaciones se aplica sobre el
estado |+), el resultado es la primera columna de la matriz de rotaciones, con
los valores de angulo ¢ = 3, y i = g ya mencionados.
(ii) También podemos usar dos rotaciones: a) una primera en el eje y con dngulo
By la otra en el eje z con angulo a. Se deja a les alumnes verificar el resultado,
lo mismo que verificar el punto (e).



4. Antesala del Problema 4: Operador de rota-
ciones en término de angulos de Euler
Una rotacién R(7, @) se caracteriza por el eje de rotaciéon 7 y el dngulo de

rotacion ¢. En forma alternativa, se determina conocidos los tres angulos de
Euler {«, 8,~}. como la secuencia de rotaciones de la figura, y se escribe como

(b) (c)

Figura 1: Rotaciones con dngulos de Euler, notar a diferencia de Mecdnica Cldsica la
segunda rotacidén es alrededor del eje y' (tomado del libro de LeBellac)

el producto de matrices:
R(a, B,7) = R(z",7)R(Y', B)R(2, @)

En mecédnica cudntica no es conveniente usar rotaciones alrededor de ejes como
y' o Z’, es mejor expresar las rotaciones alrededor de ejes fijos x,y, z. Usaremos
una propiedad de las rotaciones (usando la figura pueden convencerse de esto):
la rotacién R(y’, ), es equivalente a rotar R™1(z,a) (llevar 3’ a y), luego rotar
R(y, B) y finalmente volver al eje de partida y’ con una rotacién R(z,a), por lo
que:

R(y/’ ﬁ) = R(zv a)R(yv B)R_l(zv a)



del mismo modo es claro que:

R(#,B) = R(y,B)R(z,7)R™' (v, )
= (R(z,a)R(y, B)R™ " (z,)) R(2,7) (R(Z»Q)R(y,ﬁ)Rfl(Z,a))_l

donde se reemplaza la expresién anterior. Usando que la inversa de un producto
es el producto en orden invertido de las inversas y simplificando se obtiene:

R(a, B,7) = R(z,a)R(y, B)R(z,7)

En el espacio de Hilbert la representacién de las respectivas rotaciones obedece
la ecuacién consignada en el Problema 4:

| D(a:8,7) = D(=,0) D(y, ) D(2,7) |

Antes de pasar al problema 4, tomando en cuenta que [D(«, 3,7), J?] = 0,
concluimos que la accién de D(a, 8,7) sobre la base |j,m) no cambia el va-
lor de j, por lo que la matriz del operador de rotaciones en esa base se pue-
de expresar como una diagonal por bloques cuyos elementos de matriz son
DY, B,Y)mm = (G, m|D|j,m’) con —j < m,m’ < j. Esta representacién
del grupo de rotaciones se dice irreducible, pues no es posible reducir adicional-
mente la matriz de rotaciones en sub-bloques invariantes mas pequenos.

5. Problema 4

Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistema de spin 1/2
representada por

D(a, 8,7) = D(2, @) D(,8) D(2,7).

(a) Muestre que la matriz de 2 x 2 que representa esta rotacion es

D2 (a, B,7) = exp (—i%) exp <—iagﬂ> exp (—iU;“Y)

emietN/2cos B _emilam/2in 8
= ei(a_w)/2 sin g ei(a"l"Y)/Q CcoS g

(b) Debido a las propiedades del grupo de las rotaciones, esperamos que esta
secuencia de operaciones sea equivalente a una tnica rotaciéon alrededor
de algin eje con dngulo #. Encuentre 0 y la direccién de dicho eje.

(a) Recordando que S = %0', y usando la relacién conocida

exp (—is .hﬁ(b) = exp(—io - 1p/2) = cos(¢/2)I — isin(¢p/2)o - 1



Su accién sobre la base de autoestados {|+),|—)} de o, es una fase, para ambos

casos, p =7y ¢ = a.
Adicionalmente necesitamos,

exp(—ioy3/2) = cos(8/2)I — isin(5/2)oy
Aplicando sobre los elementos de la base en el orden requerido:
(i)
exp(—io.y/2) |+) = exp(Fiv/2) [+)

(ii)

exp(—ioyB/2) (exp(Fiv/2) |£)) = exp(Fiv/2) (cos(8/2) |£) — isin(8/2)(%i) |F))

(iii)

exp(—io/2) [exp(Fiv/2) (cos(B8/2) |£) £ sin(B/2) |F))] = exp(Fiv/2) exp(Fia/2) cos(8/2) |+)
+ exp(Fi7/2) exp(ia/2) sin(6/2) | F)

De donde se obtienen las dos columnas de la matriz de rotaciones buscada:

—i(a+7)/2 oog B _e—ila=7)/24ipn B
(1/2) _[e? cos 5 e sin 5
D (a,8,7) = ( eila—7)/2 Sing eilat+7)/2 Cosg )

(b) Usando el resultado (c) del P3 la matriz de rotaciones dados el eje 7 y el
angulo ¢ de rotacién es:

DA (5, 4 = cos % —in, sin% —i(ng — iny) sin%
n, =\ . P b 3 ) .
i(ng +iny)sing  cos § +in.sin §

comparando ambos resultados obtenemos:
(i) Igualando las trazas:
¢ g atny

20085 = QCosgcos 5

(ii) restando el primer elemento diagonal del segundo:

2in, sin ? = 27 cos é sin aty
2 2 2

(iii) sumando los elementos extra-diagonales:

B a—vy

—2in, sin % = 2¢sin 3 sin 5

(iv) restando los elementos extra-diagonales:

2n sin? = QSingcosOé_’y
YT 2 2
Obteniéndose de estas ecuaciones el angulo de rotacién ¢ y las componentes del

eje de rotacion n.
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