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1. Problema 1

[*] Interaccién de un d&tomo con un campo clésico: oscilaciones de Rabi.
Consideremos un dtomo que tiene dos niveles |g) v |e) con energias respectivas
E,; < E.. A los fines practicos de este problema, nos podremos restringir so-
lamente a mirar este subespacio de dimensién 2 del dtomo, que actia de esta
forma como un sistema efectivo de dos niveles cuyo Hamiltoniano es
Hy = %Jm

donde hw, = E. — E; y 0. = |e)e| — |g)g|. El 4tomo se acopla con un campo
eléctrico externo clasico que oscila con frecuencia w,., de forma tal que la inter-
accion entre el electrén de atomo y el campo, en la aproximacién dipolar, estéd
dada por Hin, = —qr - E(t) donde E(t) = Eqg cos(w.t + ¢)Z (q es de la carga del
electrén). Esta interaccién en la base {|e),|g)} estd dada por

Hiny = iy cos(wet + @) (leXgl + |g)el).

Sin pérdida de generalidad, se consideré un campo que apunta en la direccién
&, por lo que Q = |q|Ey {e]  |g), notar que por simetria no hay elementos de
matriz diagonales.

(a) Usando la representacién de interaccién y la aproximacién de onda rotan-
te, donde se desprecian los términos de oscilacién rapida, pruebe que la
interaccién Hiy, 1(t) estd dada por

Hine (1) = oo cos(@et + 9)([elg] €' + lg)e] e==")

Q iAt—i —iAt+i
~ h (le)gl €271 + |gie] e 2H9)

donde A = w, — w, es el “detuning”, y €2 es la constante que depende del
momento dipolar del atomo y de la amplitud del campo.



(b) Suponga que inicialmente el 4tomo estd en el estado excitado, [1(0)) = |e).
Para el caso particular de resonancia, es decir w, = w. (A = 0) calcule el
estado a un tiempo ¢ posterior y la probabilidad de encontrar al 4tomo en
el estado excitado en funcién del tiempo P,(t).

(¢) Considere el operador de momento dipolar eléctrico, d = A(|g)e| + |e)Xg])
(con A un numero real con unidades de momento dipolar y cuyo valor
depende del atomo), y calcule el valor medio en funcién del tiempo si
inicialmente el 4tomo se encuentra en el estado excitado.

Solucién

Este es el caso semicldsico. El dtomo de dos niveles {|e),|g)} es tratado
cuanticamente y el campo electromagnético es tratado clasicamente. Esta des-
cripcion sirve para laseres, donde el nimero de fotones es muy grande.

(a) Del enunciado, considerando la interaccién de campo eléctrico con el electrén
en la aproximacion dipolar, esta se expresa en la base de estados del atomo:

Hint = I cos(wt + ¢)(le)g| + [g)el).
con Q = |q|Ep (e| 2 |g). El hamiltoniano queda:
H =Ho + Hint

zgwagz + B cos(wet + ) (leXg] + lg)el).

donde Hy = H, = %waaz.
En la representacién de interaccién se hace la transformacion:

[Ws(t)) = e MW (t))
= e wal?= Wy (1))

Veamos qué ecuacion satisface |¥(t)), usando que |¥g(t)) satisface la ecuacién
de Schrodinger:

.0
lﬁa |Us(t)) = (Ho+ Hint) |Ps(t))
ih(—i%e*m“t/h + e*"Hf’t/h%) (U (1)) = (Ho + Hipe(t))e 0P [ (1))

7’L‘H0t/h

Los términos con Hpe se cancelan y se obtiene la ecuacion de Schodinger

en el cuadro de interaccién:

0 , »
lha Ui (t)) = Hine,1 |91(2)) Hipi1 = €ZH°t/hHmt,16 iHot/R



remplazando tenemos
Hine,r = D2 cos(wet + ) (=72 (|e)(g] + [g)e|)e ™=/
= I cos(wet + @) (e™* [el(g| + e~ |g)el)

Q (we —i(we W —iw
G R e (G BT RaP )

Q i Ab— AL
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donde se ha introducido el detuning o desintonia A = w, — w.. En la dltima
expresién se han despreciado los términos con eFi(Watwe)t de alta frecuencia,
cuya contribucién, debido al caracter altamente oscilante promedia a cero. Esta
es la Aproximacién de Onda Rotante (en ingles RWA). La aproximacién es
buena si A € wq, + we.

Hemos puesto en la tltima igualdad dos identidades que que Hjp: s es un
operador independiente del tiempo que rota con velocidad angular A alrededor
de un pseudo-eje z (por la presencia de o, en la exponencial). Esto sugiere pasar
al sistema rotante:

|U7) = e 27120 (1))

Procediendo del mismo modo que antes, encontramos la ecuacién de Schrodinger
para [ /(1))

g 100 = (W02 + D lllal + ¢ lael) ) /(o)

= (hgoz + h%(cos o + sin ¢ay)> |W'(t))
Q
= h=to | V(1))

donde Qg = VA2 + Q2 es la denominada frecuencia de Rabiy fi = (% cos ¢, % sin ¢, %)
es un vector unitario. El Hamiltoniano en el sistema rotante no depende del '
tiempo y su solucién es:

W/(1)) = e T 0 (0))

— <COS<Q2R1§>]I - isin(QQRt> o n) |’(0))

La solucién en los cuadros de interaccién y de Schodinger son:
. .Q N
[Wr(1)) = e "2 ostem R W (0))
wg . .Q N
|\I/5'(t)> _ eszaztez%oztefz?Rta'-n |\I/(O)>

_ efi%taz efiQTRto-Aﬁ |\IJ(O)>

_ it (COS(QQRt)H — isin(?t)a- . n) [9'(0))



Notar que la iltima expresién da el operador de evolucion en el esquema de

Schrodinger
e Q Q
Ut) =e "2t (cos(QRt)]I — isin(it)a‘ . ﬁ)

De esta expresién surge un modo mas directo de resolver el problema sin pasar
por el cuadro de interaccién, proponiendo:

|Ws(t)) = =517 W' (1))

Usando el Hamiltoniano original (sin RWA), una vez encontrado el H’, entonces
se usa la RWA tirando los términos de alta frecuencia, quedando el Hamilto-
niano independiente del tiempo ya encontrado. Es un buen ejercicio para les
estudiantes. (b) Si |[¥(0)) = |e), usando el operador evolucién temporal obtene-

mos:

|W(t)) = e Ftos (cos(QQRt)H - isin<Q2Rt>cr . fL) le)
we Qg A Qg Q. [(Qg
—_ 155 to, g = il s g P
e (((cos( ) t> ZQR sm( 5 t)> le) ZQR sm( ) t) |g>>
_ ($r A (Qr —itet QL (Or i t+e)
= (COb( 5 t) ZQR bln( 5 t)) e le) ZQR sin{ = t)e l9)

En resonancia A = 0, por lo que 2z = Q y la probabilidad de estar en |e)
en funcién del tiempo es:
Q
Pe(t) = cos® (1)

alterna de estar con certeza en [e) a estar con certeza en |g), un tiempo 7 = g~
después.

(c) El valor medio del momento dipolar d = A’(|e){g| + |g)e|) es en este caso

(d) = A ((T(t)]e) (g2 (1)) +
= 2A'Re ((T(t)]e) (g (t) )
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