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1. Espacios de dimension finita.
Suponga que {|1),2),]3)} es una base ortonormal de un espacio de Hilbert de dimensién 3.
(a) Considere |a) = =i2) Z|2 y |8) = qn+H2) +‘2> ,Cuénto vale («|f)? ;Son ortogonales?
(b) Escriba la representamon matrlclal en la base {|1),]2),]3)} de los kets |a) y |5); de los bra (a| y
(Bl; y de los operadores |a)Xel, [B)XBI, [a)B]y [B)al.
(c) Considere los tres estados {|a),|b) , |c)} dados por

la) = % (|1> FV2)2) + |3>> b = % (|1> —V212) + |3)) ;oo =—7= 1) —=13)).

1
V2
Muestre que {|a), |b),|c)} forman una base ortonormal y luego escriba |a) y |3) en esta base.
[1)+i[2)

V2
Operador de Proyeccién. Dado un vector |a) de un espacio de Hilbert de dimensién D, definimos el

operador P, = |a)al.

(d) Repita las partes que involucran |3) en los items anteriores si ahora |3) =

(a) Mostrar que P, es una proyeccion ortogonal, es decir que satisface: (i) P? = P,, (ii) Pl =P"r,.
(b) Sea {|1),...,|D)} una base ortonormal. Escribir la representacién matricial de P, en esta base.

(c) Repita el item anterior para el caso particular en que |«) coincide con un elemento de la base, por
ejemplo |a) = |1). Deduzca que los autovalores de un proyector ortogonal son todos ceros salvo en
el caso del vector sobre el cual proyecta, cuyo autovalor es uno.

(d) Considere ahora un operador hermitico A y sean {a;} sus autovalores y {|a;)} la respectiva base
ortonormal de autoestados (por simplicidad asumimos que no hay degeneracién). Para un j fijo,

muestre que P; = [], £ ((f__‘;’)) es el proyector sobre el autoestado de autovalor a;. Calcule los
proyectores: Py para un sistema de spinl/2 con A = o - 7.

(e) Calcule nuevamente los autoestados de A = o -1, usando los operadores de proyecciéon Py del item
anterior.

Considere un espacio de Hilbert de dimensién 3 y sea {|1),]2),|3)} una base ortonormal. Para cada uno

de los siguientes operadores
(1) My = 2|1A] + [2)2] + 20 [2)(3] — 2 [3)(2] 4 4 [3)(3],

O = O
—_ O =

0
1|, en la base {|1),]2),]3)},
0

() Mz [1) = [1) = 2i[3), M3[2) = [2), M33) = 2i[1) + [3);
determine si el operador es hermitico.
escriba la descomposicién del operador como combinacién lineal de operadores {|i)(j}; ;_1 o 3-

)
)
(c) obtenga la representacion matricial del operador en la base {|1),]2),|3)}.
) escriba la accién del operador sobre cada elemento de la base {|1),|2),]3)}.
)

obtenga la descomposicién espectral del operador.

Sean X, Y dos operadores y |a) y |5) dos vectores de norma uno cualesquiera. Usando el dlgebra de
bras y kets, verifique las siguientes afirmaciones.

(a) tr(X +Y) =tr(X) + tr(Y).
(b) tr(XY) = tr(Y X).
() (XY Z) = tr(Y ZX) = tr(ZXY).
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(d) La traza de un operador no depende de la base en la que se calcula.
(e) tr(Ja)B| X) = (B|X|a). Concluya entonces que, en particular:

= Con X =1, [tx(|a}B]) = (o) |

= Valor medio: (X)), = (o] X |o) = tr(Ja)a| X) entonces | (X)) = tr(PqX) |

|ar)

= Regla de Born: P(|8) ||o)) = [ (Bla)|* = (a|B) (Ble) entonces | P(|8) [ |a)) = tr(Pg Pay) |
(f) (XY =Yixt,
Sea U un operador unitario, es decir tal que UUT = UTU = 1.

(a) Mostrar que los autovalores de U tienen médulo 1.
(b) Mostrar que U siempre se puede escribir como U = e'™ donde M es un operador hermitico.

(c) Usando la expresién para U del ftem anterior, mostrar entonces que U~! = U t =M,

@ Construya la matriz de cambio de base que conecta la base donde S, es diagonal con la base en que S,
es diagonal. Muestre que es unitaria y consistente con la relacién general

v=%" ‘b(m ><a(r>

donde ‘a(’“)> y |b(7")> son los autovectores de la base original y nueva, respectivamente.
Sean A, B y C operadores. Pruebe las siguientes identidades.
(a) AB=BA+ [A, B]
(b) [A, B] = —[B, 4]
(c) [A,B+C]=[A,B]+[A,C]
(d) [A,BC]=[A,B]C+ B[A,C]
(e) [AB,C]=A[B,C|+[A,C|B

Y

Sean A y B dos operadores hermiticos tales que admiten una base completa ortonormal de autovectores
simultdneos de A y B, {|a;,b;)}. {Se puede siempre concluir que [A, B] = 07 Si su respuesta es si,
pruébela. Si es no, dé un contraejemplo.

@ Dos operadores hermiticos anticonmutan, es decir que {A, B} = AB + BA = 0. ;Es posible tener un
autoestado comin de A y B?

Dos operadores hermiticos A; y Ag, no conmutan ([A1, As] # 0), pero se sabe que ambos conmutan con
un tercer operador hermitico B, i.e. [A1, B] = [A2, B] = 0. Muestre entonces que el espectro de B debe
estar degenerado.

Sea A un operador hermitico cuya descomposicién espectral, A = ). a; |i)(i], es conocida y sea g una
funcién tal que admite un desarrollo en series de potencias. Muestre entonces que g(A) =Y, g(a;) [2)(3|.

Sean A y B dos operadores tales que A conmuta con [A, B]. Demostrar que
[A™ B] = mA™ ' [A, B].
Use esta propiedad para demostrar que

4y, = L 14 g,

donde f es una funcién que admite un desarrollo en serie de potencias de su argumento.
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Dados dos operadores A y B, definimos la familia de operadores C(s), parametrizados por un pardmetro
real s € R, de la siguiente forma
C(s) =: e*tBe™*4.
Demostrar entonces que: (i) 95 — [4, C(s)], (i) LEE = (4, [4, C(s)]], (i) L = [4,[4, [4, C(s)]]],
(iv) y generalice para la n-ésima derivada de C(s). Utilice esto para expandir C(s) en una serie de Taylor
alrededor de s = 0 y demostrar, evaluando en s = 1, que

1 1
eABe_A =B+ [Av B] + E[Aa [Av BH + 5[‘47 [Aa [A7BH] Tt
Finalmente, para el caso particular en que [A, B] = ¢B, con ¢ € C, muestre que el resultado anterior
implica que
eABe 4 =¢°B.

Sean A y B dos operadores que conmutan con [A, B]. Demostrar que

1
cAeB — A+B+3[A,B]

Ayuda:
(a) Mostrar que [e"4, B] = ne"[A, B].

(b) Definimos g(n) = e"4e"?. Demostrar que la derivada es: j—g = (A+ B+nlA, B])g.

)
c¢) Integrar la ecuacién anterior, con la condicién inicial: g(0) =1
)

(
(a) Considere un operador tal que A? = I (dé un ejemplo concreto de un operador de este tipo).
Demuestre que para todo nimero complejo o y cualquier funcién f que pueda ser expresada en
serie de potencias de su argumento vale que

1

flad) = S(f(@) + f(—a))T+ 5 (f(@) ~ f(-a)A

En particular muestre que: e "4 = cos(a)I — isen(a)A.

(b) Considere un operador B tal que B> = B (;podria dar un ejemplo?). Demuestre que para todo
numero complejo @ y cualquier funcion f que pueda ser expresada en serie de potencias de su
argumento vale que

1

faB) = 1001+ (3@ + F(-a) = FO)) B + 5 (f(@) ~ f(-a)) B

En particular muestre que: e "% =T 4 (cos(a) — 1)B? — isen(a)B.

11. Espacios de dimensiéon infinita.

(a) Sean Ay B dos operadores. Utilizando la linealidad y la ciclicidad de la traza, calcule tr ([4, B]).

(b) Utilizando la relacién de conmutacién candnica [x,p] = kI, calcule tr ([z,p]). Compare con lo
obtenido en el item anterior. ;Son consistentes ambos resultados? ;Cudl es el problema?

(c) (Pueden existir dos operadores A y B sobre un espacio de dimensién finita tales que [A, B] = ihl?
;Por qué?

Dadas funciones F' y GG que se pueden expandir en serie de potencias de sus argumentos, verifique que

oG oOF

[z,G(p)] = ih% y lp, F(2)] = —iho,

partiendo de las relaciones de conmutacién canénica [z, p| = ih.
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En particular, utilice esto para evaluar [z, 7 (d)], donde T (d) es el operador (unitario) de traslacion

T(d) = exp (‘g’d> .

Utilizando esto (i) calcule 7 1(d) 2 T(d); (i) compare el valor de (¢|z|¢)) con el de (¢'|z[t)'), donde
[¥') =T (d)[¥).
Considere un sistema cuyo estado [¢) es tal que

1 392 . /
— 52 ,lT/T
7(27(0_2)1/4 e 402 e ,

(z|yp) =

con o y r constantes reales con unidades de longitud.

(a) Calcule la representacién del estado 1) en la base de momento, (p|t)).

(b) Calcule (¢|p|)), usando: (i) la representacién en momento de [¢); (ii) usando la representacion en

e . Y Y
posicién de [¢) y la propiedad (z|p|y) = —ih=g~.

(c) Sea T (d) el operador de traslacién en una distancia d. Calcule entonces la representacién en las
bases de posicién y de momento del estado |¢) := T (d) |¢).



