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I. Mezclas estadisticas de estados.

Para los siguientes sistemas de spin %, escriba el operador densidad p y su representacién matricial en
la base {|+),|—)} de autoestados de S..

(a) Un haz completamente polarizado con S.+ (es decir en el autoestado +7/2 en la direccién 2).
(b) Un haz completamente polarizado con S+ (es decir en el autoestado +7/2 en la direccién &).

(¢) Un haz parcialmente polarizado, formado por una mezcla estadistica incoherente con 75 % de S,+
y 256% de S,—.

(d) Un haz parcialmente polarizado, formado por una mezcla estadistica incoherente con 75 % de S,+
y 25 % de S;+.

(e) Un haz no polarizado, formado por una mezcla estadistica incoherente de S,+ y Sy— en igual
cantidad (50 %).
Para cada uno de estos casos calcule los valores medios (S;), (Sy) v (S:).

Escriba la matriz densidad correspondiente a los estados que recibe Bob en el protocolo BB84 de distri-
bucién cudntica de claves.

Se fabrican dos haces parcialmente polarizados de particulas de spin 1, segin las siguientes proporciones:

(a) 50 % del autoestado +h en la direccién 2, 50 % del autoestado —h en la direccién 2.

(b) 50 % del autoestado +h en la direccién &, 50 % del autoestado —h en la direccién &.
Muestre que ambos dan el mismo (S), pero que las matrices densidad son distintas. Discuta cémo podria
distinguirlos en un experimento.

(a) Considere un ensamble de sistemas de spin Y2 que se prepara generando una mezcla estadistica con
75 % de autoestados +h/2 de S, y 25% de autoestados de —h/2 de S,. Escriba la matriz densidad
correspondiente en la base de autoestados de S,.

(b) Considere ahora un ensamble que se prepara con 50 % de estados |a) y 50 % de estados |b), donde
|a) , |b) estan dados por
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donde {|+),|—)} son los autoestados de S,. ;Qué estados fisicos representan |a) y |b)? Escriba la
matriz densidad correspondiente en este caso.

(c) Compare las matrices densidad obtenidas en los dos items anteriores. ;Es posible dar una interpre-
tacién no ambigua de un estado mixto p como preparacién de una mezcla estadistica de estados
puros?

Considere dos conjuntos estadisticos de sistemas de spin Y2, A y B. El primero se encuentra en un estado
puro |[14) = |+, 2), y el segundo en el estado puro [1p) = |+, &). Se realiza una medicién de S, sobre
el sistema A y otra de S, sobre el sistema B, pero en ninguno de los dos casos se observa el resultado.

(a) Escriba explicitamente p4 y pp luego de las mediciones, y verifique que describen estados mezcla.

(b) (Cémo se relacionan p4 y pp? {Podria decir que existe una interpretacién no ambigua de un
operador densidad como preparacién de una mezcla estadistica?

@ Pureza. Sea p la matriz densidad que representa el estado de un sistema cudntico. Se llama pureza del
estado p a la cantidad tr (pQ).

(a) Mostrar que % < tr (pQ) < 1, donde D es la dimensién del espacio de Hilbert.

(b) Muestre que si el estado es puro, entonces p?> = p y por lo tanto la pureza es méxima, tr (p2) =1.
Muestre que vale también la vuelta, es decir que si la pureza es maxima, tr (p2) = 1, entonces
necesariamente p es un estado puro.
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(c) Mostrar que para un estado mixto, tr (p2) < 1.

(d) Se llama estado mdzimamente mizto al estado p = 51 Verifique que esta definicién satisface todas
las condiciones necesarias para ser un estado cuantico. Muestre que el estado maximamente mixto
tiene pureza minima, tr (p2) =1/D.

Considere un sistema de spin Y2. Para cada uno de los siguientes estados calcule la pureza, y los valores
medios del spin en las tres direcciones cartesianas. Para el caso en que el estado es puro, encuentre el

estado |¢) tal que p = |[P)¥].

(a) p =5 (I + D]+ I+ XD,
(b) p= 5 (TN + )LD,
() p=1g XM+ 1% PN + 35 B+ 15 XL,
(d) p=5IMKH+35 u><u
(¢) p =135 XTI+ 45 ITXU + 35 X+ 55 WX,
donde {[1),]})} son los autoestados de o, con autovalor +1 respectivamente.
Bola de Bloch. Considere un sistema de spin Ya.

(a) Muestre que la matriz densidad se puede siempre escribir en la forma

1
—(I+P-o),

P:2

donde T es el operador identidad, y P € R3. (Sugerencia: use los resultados ya mostrados en las
guias anteriores; en particular use que el operador hermitico més general posible en dimensién 2 es
de la forma A = apl + a - o, con ap € R, a € R3?).

(b) Calcule la pureza de p y encuentre cémo se relaciona con P. En particular, ;qué satisface P si
el estado es puro? jy si es mixto? Relacione esto con la representacién en la esfera de Bloch para
estados de spin Y. (Ayuda: recordar las propiedades que satisfacen las matrices de Pauli)

(c) Calcule (o). ;Cudl es la interpretacion fisica de P?

(d) Suponga que se sabe que se tiene un ensamble de spin %2 en un estado puro y suponga que se mide
(S2) v (Sz). iPuede terminar univocamente el estado del sistema? ;Cuénto vale (S,)? Si ahora en
cambio el sistema puede estar en un estado mixto, jbasta con conocer (S,) y (Sz) para determinar
el estado del sistema?

II. Estados reducidos: subsistemas de sistemas compuestos.

@ Considere un sistema compuesto por dos particulas distinguibles de spin Y2 y sean {|1),|})} los autoes-
tados de S, +h/2, respectivamente. Para cada uno de los siguientes cuatro estados,

W) = 7ﬂﬁ®m mel), W)

W3) = O®®M b elt), [Wq)

W) = \f\mm =hel.

(a) Determine si el estado del sistema compuesto es puro o mixto.

Mem-Mmelh+helh-Lol),

N — N =

Mem-Mmelh+heh+l)ol),

(b) Calcule la matriz densidad reducida para cada particula. ;Es el estado de cada subsistema puro o
mixto?

(¢) Determine si el estado del sistema compuesto es entrelazado.
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(d) Proponga un observable (no totalmente degenerado) del sistema compuesto tal que su medicién
sobre el estado dado tenga un unico resultado posible con certeza. j Puede hacer lo mismo para el
estado de la particula 1 considerando mediciones sdlo sobre ese subsistema?

Considere el estado de Werner de dos sistemas de dimension dos, cuya matriz densidad es
L—p

pr2=p|U XV | + Iho,

con0<p<1,|¥) = % (It = 1), v {IT), 1)} los autoestados de o, con autovalor £1.
(a) Calcule la pureza del estado en funcién de p y grafiquela. Interprete. ;En qué casos es el estado
puro? ;Qué estado se tiene para p = 07

(b) Calcule las matrices densidad reducidas p4 y pp. {Dependen éstas de p? Para el caso en que el
estado global es puro,jes el estado entrelazado o no? (justifique).

(c) Calcule el valor de expectacién de la funcién de correlacién K(y,y) = (0, ® 0y)15 — (0y); (0y)s)
donde (-), es el valor medio del respectivo observable en el subsistema . Interprete.

Considere un sistema compuesto por tres particulas distinguibles con spin Y2 y suponga que el estado
del sistema estd dado por la matriz densidad

pizs = 3 PP + 5 NAXAL + 3 [ADKU + & ML — £ [,

con {|1),|4)} los autoestados de S, con autovalor +1.

(a) Calcule la matriz densidad reducida para la primer particula. Usando esa expresion, calcule (S;);.
Muestre que obtiene el mismo resultado calculando (S, ® I ® I);,5.

(b) Calcule el valor de expectacién de la funcién de correlacién
K(z,2,y) = (5. ® 5 ® Sy>123 = (S2)1 (Sa)o <Sy>3 .

El resultado de la aniquilacién de un electrén y un positrén que produce un par de fotones A y B, puede
ser descripto mediante una matriz densidad de 4 x 4 dada por

1
pABZZ(]IA®I[B—UA-UB),

donde Iy son las identidades, o x las matrices de Pauli de los respectivos sistemas X = A, B;yo4:-0p5 =
> i=1230iA ® 0ip.
(a) Calcule la pureza del estado. ;Es el estado mixto o puro?

(b) Calcule la matriz densidad reducida de A, pa = trg(pap). (Puede asegurar si el estado pap es
entrelazado o no? Evalte la polarizacion del fotén A tomando

Py =tr (,OAO'A) .

Interprete el resultado. Repita el calculo para la polarizacién del fotén B.

¢) Suponga ahora que se tienen dos detectores, configurados para medir las polarizaciones Pdet
pong q g P p A Y
Pget, respectivamente, de forma tal que las mediciones estan representadas por los proyectores

1
gt = 3 <]IX + pet. aX) . X=AB.
Calcule el valor de expectacion de las correlaciones entre detecciones en ambos detectores, es decir
tr [/),4,5;(11?46t ® H%et)} .

Interprete el resultado. ;Qué ocurre si Pjet y Pg,et son paralelos? ;Y cuando son antiparalelos?
1, Qué conclusién puede sacar sobre la correlacion entre las polarizaciones de los fotones A y B?



