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Considere un sistema cudntico descripto por la base {|1),2),|3),|4)} v los observables

010 0 Bl1) =bl1)
H=to|g oo | A=aqualsize - i s, S T
00 i 0 Bl4) = —b]4)

donde w, a y b son constantes reales.

(a)

(b)

(Puede formar un conjunto completo de observables que conmutan (ccoc) a partir de estos obser-
vables? En caso contrario proponga un observable que complete el ccoc y encuentre la base que los
diagonaliza simultaneamente y sus autovalores.

Suponga que el estado inicial es |pg) = \%(\D +13)). Calcule (B). Si se midiera el Hamiltoniano H,
jcon qué probabilidad se obtiene hw y cudl es el estado luego de medir? ; Corresponde univocamente
a un elemento de la base de un ccoc? En caso contrario ;qué mediciones puede realizar para
determinarlo?

Ahora suponga que en lugar de medir se deja evolucionar el sistema. Obtenga la probabilidad de
obtener b al medir el observable B a tiempo t y (B)(t). ;Existe un valor de ¢ para el cual (B)(t) = 07

Considere una particula con un grado de libertad interno de dos niveles (spin-1/2), y un grado de libertad
de traslaciéon unidimensional. Su Hamiltoniano es:

H=ao0,®p,

donde oy, es el operador de Pauli en la direccién k, y p es el operador momento. En lo que sigue |£), es
el autoestado de oy, con autovalor +1 y |x) un autoestado del operador posicién & con autovalor x.

(a)
(b)

. a2
Ayuda: de ser necesario, tenga en cuenta que (¢| e~ P4 |p) = e 502

Obtenga la evolucién temporal de los vectores |[+), ® |z) y |—), ® |z). Explique cudl es la accion
de la evolucién temporal sobre el grado de libertad de traslacion.

Si el estado inicial es [¥(0)) = |+), ® |¢), donde |§) es un paquete Gaussiano con funcién de onda
(x|p) = m exp{—x2/(402)}, calcule el estado |¥(t)) a tiempo t. Calcule el estado reducido
para el grado de libertad de traslacién. ;Se trata de un estado puro o mixto? Calcule la pureza de
este estado como funcién del tiempo.

A cierto tiempo t se miden la posicién obteniendo el valor xg. ;Cudl es el estado global luego de la
medicién?
Inmediatamente después de la medicién del item anterior, se mide el operador S, = (h/2)o,. Calcule

las probabilidades P(+|zg) de obtener los resultados +//2. Calcule el ratio de probabilidades
P(+|zo)
P(=lxo)

e interprete el caso xg = 0 y los limites g — *oo y t — o0.
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Considere dos particulas sobre un espacio unidimensional acopladas mediante el Hamiltoniano
H = hw(Z1p2 + P122),
donde Zj, y pr son los operadores de posicién y momento adimensionales de la particula k ([Zg, pr] = ).

(a) Reescriba el Hamiltoniano en términos de los operadores a = (&1 + ip1)/v/2, b = (22 + i) /V2 ¥y
sus adjuntos. Muestre que la evolucién de los operadores a y b en la representacién de Heisenberg

es
a(t) = cosh(wt)a + sinh(wt)bl vy b(t) = cosh(wt)b + sinh(wt)a'.

(b) Dados los operadores ntimero Ni(t) = af(t)a(t) y Na(t) = bf(t)b(t), muestre que la cantidad
Ni(t) — Na(t) se mantiene constante en el tiempo.

(c) Obtenga los operadores de posicién y momento de cada particula a tiempo ¢. Analice la evolucién
de los operadores Z1(z) £ Z2(t) y muestre que para tiempos suficientemente largos vale (Z;(t)) ~
(Z2(t)). Andlogamente, muestre que (p1(t)) ~ —(pa2(t)) en las mismas condiciones. Calcule (#1(t))
y (p1(t)) en términos de los valores medios iniciales.

Ayuda: recuerde que cosh(z) = (e% + e7%)/2, sinh(z) = (e* — e *)/2 y cosh(z)? — sinh(z)? = 1.
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Soluciones:

1. (a)

Basta con notar que los operadores son

o O _ I 0 _ o, 0
aen( ) aza(o ) m=0(5 L)

Claramente H y A conmutan entre si pero estos no con B. La base que diagonaliza A y H es
{Wi) = %, lps) = M} En esta base H y A son

V2
1 0 0 0 10 0 O
0 -1 0 0 01 0 O
H=holy o 1 0| 47%0 0 -1 0
0 0 0 -1 00 0 1
Las mediciones H = —hw y A = a no determinan univocamente el estado. Hay que proponer

un observable que rompa esta degeneracion.
Claramente el estado inicial [¢g) es autoestado de B. Por lo tanto (B) = b. Para estudiar
el resultado Aw al medir H, hay que proyectar el estado inicial segin el proyector 11, =
[y) (hy|+ |p+) (4| La probabilidad de obtener ese resultado es py = (o] I1; 1) = 1/2. El
estado luego de la medicién es I1; [vo) /\/Dy = %(\1/4) + |¢+)). Entonces, no queda definido
como un unico estado de la base del item anterior. Pero si medimos A podemos obtener a o
—a, quedando entonces bien definido.
isA — cos sI — isensA para todo operador tal que A% = 1.
L, i)

V2 V2

Luego P(B = b)(t) = cos?wt y (B)(t) = bcos2wt. (B)(t) =0 para t = ;-

La cuenta sale facil recordando que e~
Entonces

[1(t)) = coswt

.z —tat)"™ ~ . 2z
Tenemos el operador evoluciéon U =) %0’? ® p". Su aplicacién para cada estado es

(—iat)™
n!

Ulf) @) =)

n

(D" |[£) ©@p" [z) = |+) @ T(+at) |z),

donde T'(d) es el operador de traslacién. Entonces U |£) ® |x) = |£) ® |z + ot). La particula
se desplaza a la izquierda o a la derecha segtin su polarizacién en o,.

Por el item anterior, [¢(t)) = % (4) @ T(at) |¢) + |—) @ T(—at) |$)). Si usamos la notacién
|zo, o) para un paquete Gaussiano centrado en xy y con ancho o, entonces

B(1)) = = (14) ® lat, o) + |-) ® | ~at,0)).

V2

El estado reducido al subsistema de posicion es

1
p= 9 (|Oét, U><at7 U| + |—Oét,0’><—04t, U|) :

Para calcular la pureza debemos calcular p?,

1
Pt = B (lat,o)Xat, o| + {(at,o|—at, o) |at, o) —at, o]

+ (—at,olat, o) |—at,o)at, 0| + |—at, o)—at, o)) .
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Para calcular la pureza resulta 1til recordar que Tr [|[)#]] = (¢p|¢). Entonces

Tr[p?] = % (14 (at,0|—at,0) ).
Solo resta notar que (1, 0|z, 0) = (¢| e PE2=21)/7 |4} v usar la ayuda que daba el ejercicio
(o simplemente hacer una integral Gaussiana). Claramente, para t > 0, el estado reducido es
mixto y por lo tanto el estado global esta entrelazado.

El proyector asociado a la medicién que nos interesa es II = I ® |zo)zo|. Entonces, luego de
medir el estado colapsa a

I® |zo)xol
V@I [zo)wol [ (1))

Dado el estado del item anterior, las probabilidades de los distintos resultados al medir el spin
son

(zolat, o) |4) + (x| —at, o) |-)
1)) =
) VI{xolat,a) 2 + [ {zo|—at, o) |2

|7/)a~"30> = & |-TO> .

P(+|z0) o< | {zo|£at, o) [2 = | (w0 F at|g) | oc e~ @oFat)?/(20%),

Por lo tanto, su ratio es P(+|xq)/P(—|xo) = e¥0t/o”,

En primer lugar, a = %[a, H] = wbl y bt = wa. Entonces, la ecuacién de movimiento para a
es @ = w?a. La solucién es una combinacién lineal de e*! y e, o andlogamente de coshwt
y sinhwt. Usando las condiciones iniciales a(0) = a y @(0) = wb' llegamos al resultado. El
procedimiento es el mismo para b(t).

A partir de los resultados previos, los operadores de niimero son

Ni(t) = cosh? wtala + sinh? wtb'b + sinh wt cosh wit(ab + a'd’) + sinh? wil,
Ny(t) = cosh? wtb'h + sinh? wtala + sinh wt cosh wt(ab + ab) + sinh? wil.

Entonces usando que cosh? z — sinh? z = 1 tenemos que Ny (t) — Na(t) = N1(0) — No(0). Otra
opcion era calcular la evolucién de Heisenberg del operador N; — Ns, de donde surge que
4 (N1 — No) () = 0.
Debemos calcular x(t) = M y p(t) = %f@) para ambos osciladores. Esto da

x1(t) = coshwtxy + sinh wtxzg, p1(t) = coshwtp; + sinh wips

xo(t) = coshwtxy + sinh wtxy, pa(t) = cosh wtps + sinh wip;
Es facil ver que z1(t) £ 2(t) = (21 £ 22)e™ y p1(t) £ p2(t) = (p1 £p2)eT*t. Cuando ¢ es muy
grande resulta en (z1(t)) ~ (z2(t)) y (p1(t)) =~ —(p2(t)); por lo tanto (z1(t)) = (W) et

y (pi(t)) = (M) ot



