I. INTRODUCCION

La Fisica Estadistica propone y desarrolla una teoria microscépica de los fenémenos
macroscéopicos; historicamente, fue concebida como la teoria fisica que procura justificar el
comportamiento observable de los objetos a partir de las leyes dinamicas para los atomos
y moléculas, por eso el conjunto de sus contenidos generalmente se denomina Mecénica Es-
tadistica. Estos contenidos pueden agruparse bajo tres grandes titulos: Mecanica Estadistica
del equilibrio, Mecénica Estadistica de la aproximacién al equilibrio, y Mecanica Estadistica
de sistemas muy alejados del equilibrio. Sus aplicaciones son variadas, sumamente ricas, y

se extienden a numerosas ramas de la fisica; en particular,
1. Procura explicar la Termodindmica, sus leyes y sus consecuencias.

2. Permite justificar la fisica de medios continuos: fluidos, medios deformables y las
teorias que la describen, como la hidrodinamica, la elasticidad, la acustica, el estudio

de fases y sus transiciones.
3. Fundamenta la fisica de materia condensada sélida y liquida.

4. Proporciona recursos teodricos para toda la fisica de sistemas de muchos cuerpos:

atémica, molecular, nuclear, particulas.

5. Permite fundamentar aspectos de la cosmologia y la astrofisica.

A. Objetos y comportamientos macroscépicos

Los conceptos de objeto macroscopico y de comportamiento macroscépico de uno o de
una coleccion de objetos son relativos al fenémeno en estudio; se refieren a lo que esta
inscripto en nuestra percepcion del espacio y el tiempo, que en fisica se representa mediante
funciones continuas o campos f(r,t). De manera muy general, macroscopico es lo que
observamos cuando prescindimos de los detalles del comportamiento de los grados de libertad
individuales, que son muchos y que no se pueden aislar e investigar por separado. Esto sucede
cuando el nimero N de grados de libertad es mucho mayor que la unidad, tipicamente,
N ~ N,, donde Ny = 6,02 x 10% particulas es el numero de Avogadro. Una estimacién
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nm, en un elemento de volumen de 0,1 mm = 10° nm de lado caben, alineados, 10° 4tomos
de didmetro igual a 1 nm. Esto implica 10'® dtomos dentro de un volumen de 10~% mm?3,
que de acuerdo con las ideas enunciadas mas arriba, es un objeto macroscépico, a pesar
que a simple vista se presenta como una mota de polvo. Por supuesto, la estimacion es
ingenua porque en los objetos reales los dtomos no estdn compactados, pero el A ofrece
una excelente escala para la distancia promedio entre particulas en un cuerpo, de modo que
un refinamiento de esta estimaciéon modificarda uno o dos érdenes de magnitud, dejandonos
todavia en presencia de un cuerpo macroscépico

Los sistemas de N particulas con N >> 1 que componen el universo de lo cotidiano se

pueden investigar desde dos puntos de vista:

1. Punto de vista macroscopico: es el de la Termodinamica. El estado del sistema
queda definido mediante el conocimiento de unas pocas variables de estado como
la presion P, la temperatura T, la densidad n de particulas, el volumen V', la energia
interna U, la entropia S, el potencial quimico p, y las relaciones entre ellas condensadas

en la ecuacién de estado . Las variables de estado pueden ser:

e extensivas: V, N, U, S, potenciales termodindamicos en general,

e intensivas: T, P, u, densidades, intensidades de campos de fuerzas exteriores.

Al referirnos a cuerpos macroscopicos. consideraremos que estamos en el limite ter-
modinamico; ésta es una situacion en la que N >> 1y V >> Viismico, PErO existe
y es finito el limite limy v % = n, asi como todas las densidades de magnitudes
S

extensivas como la energia por particula %, o la entropia por unidad de volumen v

a titulo de ejemplo.

2. Punto de vista microscopico: es el de la mecanica clasica. El estado del sistema
queda definido por el conocimiento de todas sus coordenadas y todos sus impul-
sos, reunidos en el punto fase o microestado x = (q, p). Volveremos sobre esta

descripcion en el proximo capitulo.



B. Revisién de nociones de Termodinamica

Las Leyes de la Termodindmica son cuatro, aunque la denominada Tercera Ley, si bien es
de origen fenomenolégico, puede ser demostrada, o referida a un postulado que se establecera
mas adelante. Esto no sucede con las tres primeras, cuyo efecto en la fisica es la introduccion
de al menos un concepto y al menos una magnitud medible.

Repasaremos brevemente los contenidos de las cuatro leyes:

1. La Ley Cero establece la existencia del equilibrio térmico e introduce la temperatura
como la variable de estado que comparten los cuerpos en tal equilibrio. Permite definir

temperaturas termométricas y termdémetros.

2. La Primera Ley establece la conservacion de la energia de los cuerpos macroscopicos

incorporando el calor como forma de energia.

3. La Segunda Ley establece la imposibilidad de ciertos procesos ciclicos e introduce dos
variables termodinamicas; una intensiva, la temperatura absoluta, y una extensiva, la

entropia, que cuantifica el costo de la imposibilidad.

4. La Tercera Ley establece que a T = 0 la entropia es una constante universal que
puede tomarse como cero. Como se vera en el Cap. 2, ésta es una consecuencia de los
postulados de la Mecanica Estadistica, que asignan una expresién microscopica a la

entropia.

Algunos comentarios de interés acerca de las leyes son los siguientes.

1. Con respecto a la Primera Ley: si se toma como ejemplo representativo un gas ideal
de particulas idénticas en una caja de volumen V, en presencia de campos externos,
dirfamos que la energia de una particula con masa m, carga ¢ y momento dipolar
magnético p se describe microscopicamente por una expresion del tipo

2
€= 2pim - : B(I‘) - Q¢Coulomb(r) + V:?xt(r) (11)

donde apreciamos que los parametros externos o campos de fuerzas electro-
magnético Pcoulomn(r), B(r), o de otro origen —por lo general mecanico— Ve (r), de-

terminan el espectro. Si agrupamos a las particulas en celdas caracterizadas por una



energia promedio ¢;, asignando n; particulas a cada celda, la energia total se podra

expresar como

Observemos que tenemos dos maneras de modificar la energia:

(a) Variando los pardmetros. En ese caso, cambian todos los valores de las energias
de las celdas en d¢; y la energia sufre un cambio
(9ni
i &i

OF
= Z B e (1.3)

Este es el trabajo 0W.

(b) Variando las poblaciones mediante contacto con una fuente térmica o termostato.

La energia cambia segiin

sin que se modifique el espectro. Este es el calor 0Q.

2. Con relacién a la Segunda Ley: ésta no prohibe alcanzar el cero absoluto, lo que
prohibe es salir de él. Porque 6 Q =T dS = 0 no permite que el sistema absorba calor a
través de procesos infinitesimales o finitos reversibles. Sélo una transformacién
que involucrara la transferencia de una cantidad infinita de entropia podria excitarlo

térmicamente.

3. Con relacién a la Tercera Ley: la entropia de cualquier estado E de cualquier sistema
es Unica, ya que para AS = S[T(E)] — S[T = 0] se puede tomar como referencia
S|T = 0] = 0. Esto es lo que prohibe alcanzar el cero absoluto por medio de un
numero finito de transformaciones sobre caminos reversibles. En efecto, para
una temperatura T(E) proxima al cero absoluto el valor de la entropia se obtiene

integrando sobre cualquier camino reversible
dar _C (T)

sty = [ om S~ S rim) ~ o) (15)

va que T es un promedio en el intervalo y del mismo orden que T(E) que es muy

pequena. Por lo tanto el calor especifico de cualquier sustancia tiende a cero en el cero
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absoluto; esto significa que no podemos enfriar hasta el cero absoluto en un n timero
finito de pasos, porque a menor temperatura alcanzada, menor sera la cantidad de

calor que podremos extraer en el paso siguiente.

C. Tipos de sistemas macroscépicos

Para su empleo futuro en el desarrollo de la Mecanica Estadistica, caracterizaremos a los
sistemas indicando cudl es su interaccién con el ambiente. Esto se aclara estableciendo los
tipos de paredes o interfaces que separan a un sistema del reservorio o bano térmico en
el que se encuentra inmerso. Una interfaz es una superficie matematica ideal, estrictamente
bidimensional; por supuesto, las paredes fisicas tienen un espesor, pero si el sistema es
macroscopico este espesor es generalmente despreciable frente a las dimensiones lineales del

sistema que encierran. Clasificaremos las interfaces como:

1. Diatérmicas o adiabaticas, segiin que permitan o no permitan el intercambio de calor

Tds.
2. Flexibles o rigidas, segiin que permitan o no permitan variaciones dV' de volumen.

3. Permeables o impermeables, segiin que permitan o no permitan intercambio dN de

particulas.

Esto nos permite a su vez clasificar los sistemas en:

1. Aislados: cuando las paredes son adiabdticas, rigidas e impermeables. Estos objetos
no pueden intercambiar ninguna de sus propiedades extensivas con el ambiente, de
modo que tienen entropia, volumen y cantidad de particulas constante. Si el concepto
de rigidez se amplia para significar blindaje contra cualquier campo externo, entonces

la energia también es constante.

Luego, si no hay otros campos de fuerzas estos sistemas tienen una ecuacién de estado

del tipo F(U,N,V,S) = cte.

2. En equilibrio térmico; cuando las paredes son diatérmicas con cualquier combinacion
de los otros atributos. Son los més frecuentes debido a la mayor facilidad de producirlos

para fines experimentales, y constituyen todos los objetos de la vida cotidiana.



D. Tipos de equilibrio

La Termodinadmica nos ensena ademas que el equilibrio térmico de los sistemas aislados
corresponde al maximo de la entropia. Como veremos en el desarrollo del curso, éste serd
el criterio para basar la descripcién microscépica de los estados de equilibrio de los sistemas
macroscopicos.

Pero en la vida real, los sistemas aislados no existen, como no existen los sistemas ide-
ales. Los sistemas aislados son un artefacto abstracto que simplifica la construccién de
teorias aproximadas en muchos casos, pero a la hora de construir una teoria realista para
el comportamiento macroscépico, es preciso contemplar esa pérdida o ruptura de aislacién.
El camino a recorrer esta abierto por la propia Termodinamica, que ofrece un conjunto de
alternativas para seleccionar las variables de estado (VAE) mas adecuadas para la condicién
del sistema en estudio. Para un sistema aislado, la uniéon de la Primera y la Segunda Ley

da la ecuacién de estado en forma diferencial
dU(S,V,N) =TdS — PdV + pudN (1.6)

Si hay otras VAE o parametros externos, pueden dar contribuciones como —M - dB —
q ddcoulomb + 0dA — JdL, donde como ilustracién se incorporé el trabajo (positivo) de
variacién del drea A siendo o la tensién superficial, y el trabajo (negativo) de variacién
de la longitud L siendo J la tensién lineal. La forma diferencial (1.6) nos indica que la
funcién de estado U depende de las VAE S, V, N.

Si el sistema esta en equlibrio térmico, la temperatura es una variable de estado que com-
parte con el reservorio. Para incorporarla a la descripcion, el recurso es la transformacion

de Legendre que consiste en representar T'dS = d(T'S) — SdT, de donde
d(U —-TS)=—-8dT — PdV + pdN = dA (1.7)

De esta manera hemos introducido el potencial termodinamico o energia libre de
Helmholtz A(T,V,N) =U — TS, es decir, hemos liberado a la entropia de la respons-
abilidad de representar el estado, y hemos transferido esa responsabilidad a la temperatura
T.

El juego esta descubierto y construiremos los potenciales termodindmicos relevantes para

las aplicaciones mas sencillas de la Mecanica Estadistica de la manera siguiente:



Entalpia H d(U + PV)=TdS +VdP + udN = dH(S,P,N) (1.8)
Entalpfa libre de Gibbs G d(U + PV —TS) = —SdT + VdP + pdN
= dG(T, P,N) (1.9)
Gran potencial Q  dQ) = —SdT — PdV — Ndu = dQ(T,V, u) (1.10)
No podemos continuar, ya que la funciéon que podriamos construir aplicando las tres
Transformaciones de Legendre es idénticamente nulo. Para demostrarlo tenemos que refres-

car el teorema de las funciones homogéneas (TFH). Comencemos recordando que una

funcién de una o varias variables f(x) es homogénea de grado y cuando para todo A real

Jx) =N f(x) (1.11)

El Teorema de Euler de las funciones homogéneas da la derivada con respecto a A, a saber
af(Ax) f (y1) -1

_ L= N 1.12

5 Z oy, =N (x) (1.12)

y, si se toma A\ = 1, ontenemos el TFH

F(x) =7Vf-x (1.13)

Evidentemente, si v = 1, f(x) es una funcién lineal en cada una de sus variables.
En un sistema aislado, la energia, que es una funcién de estado extensiva, depende de

variables extensivas unicamente. La relacion (1.6) da
dU(AS, AV, AN) = AdU (1.14)

y muestra que U es homogénea de primer grado en sus variables, luego en un sistema
macroscopico,

U(S,V,N) =TS — PV + uN (1.15)

lo que nos da una coleccién de identidades:

A(T,V,N) = U—TS =—PV + uN (1.16)
H(S,V,N) = U+ PV =TS+ uN (1.17)
G(T,P,N) = U+ PV —TS = uN (1.18)
T, V,u) = U—TS — uN = —PV (1.19)
W(T,Pp) = U—TS+ PV —uN =0 (1.20)
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La ultima expresion es la relaciéon de Gibbs—Duhem, que indica la imposibilidad de contar
con un potencial termodinamico no trivial que dependa tinicamente de variables intensivas.
Es conveniente notar que todos los potenciales termodindmicos son funciones de estado,

por lo tanto sus diferenciales son diferenciales exactas, de la forma
dd(X)=F.-dX (1.21)

donde X es el conjunto de VAE y F = V& la fuerza generalizada, fuerza termodinamica

o conjunto de variables térmicamente conjugadas a las de estado. Las componentes de
ou

la fuerza generalizada constituyen las relaciones de Maxwell, tales como T = a5

V,N

P=- % . La condicién de integrabilidad —igualdad de derivadas cruzadas- da lugar a
T,N

las relaciones de Helmholtz, por ejemplo — g—g y = g—% e

E. El Teorema del Trabajo Maximo

Consideremos un sistema en equilibrio térmico con el resto del Universo. Nos preguntamos
por el méximo trabajo que podemos extraer de ese sistema en un proceso no necesariamente
reversible. Como el conjunto Sistema + Universo estd aislado, en cualquier transformacion

debe ocurrir

ASip = AS+AS, >0 (1.22)
AU = AU + AU, = 0 (1.23)
AVjpar = AV + AVy =0 (1.24)
ANt = AN + ANy =0 (1.25)

donde las variables con subindice 0 corresponden al Universo. En cualquier proceso del cual
se extrae trabajo del sistema, la variaciéon de energia del Universo —que incluye al receptor
del trabajo— sera

AUO = T()AS() — P()A‘/() + MoANo + |AW’ (126)

y entonces el sistema experimenta

de modo que

IAW| < —AU + TyAS — P, AV + jipAN (1.28)
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Hemos encontrado una cota superior para el trabajo extraible —el trabajo maximo— que
tiene la estructura de un potencial termodinamico. No es ninguno de los que conocemos, ya
que no hemos especificado condiciones de coexistencia o de equilibrio. Supongamos ahora

que el equlibrio es térmico, esto es, T' = Ty, y especifiquemos més condiciones:

1. Equilibrio térmico, isocérico y con numero de particulas fijo (paredes diatérmicas,

rigidas e impermeables: AV = AN = 0). Entonces

IAW| < —~AU + TAS = —~AA(T, V, N) (1.29)

2. Equilibrio térmico, isobérico y con numero de particulas fijo (paredes diatérmicas,

flexibles e impermeables: P = Py y AN = 0). Entonces

IAW| < =AU + TAS — PAV = —AG(T, P, N) (1.30)

3. Equilibrio térmico, isocérico y quimico (paredes diatérmicas, rigidas y permeables:

AV =0, p = o). Entonces

IAW| < =AU + TAS + pAN = —AQ(T, V, 1) (1.31)

Nuestra conclusion es que el maximo trabajo que se puede extraer de un sistema en equi-
librio con un termostato es igual a la disminucion del potencial termodindmico que tiene
las variables de estado de ese equilibrio. Este es el Teorema del Trabajo Maximo. La
principal consecuencia es, entonces, que en cualquier proceso en el cual no se extrae tra-
bajo, el potencial termodinamico caracteristico no puede aumentar. Luego, ese equilibrio
corresponde al minimo de su potencial; la condicién A® < 0 es la traduccién, para sistemas
no aislados, del corolario (1.22) de la Segunda Ley de la Termodinamica, AS > 0.

Este resultado sera una herramienta poderosa para construir la Mecanica Estadistica del

equilibrio.



II. DESCRIPCION MICROSCOPICA DE LOS MACROESTADOS.

Un estado macroscopico M es lo que queda definido por un conjunto VdE mas una relacion
EdE o ecuacién de estado de la forma F(VdE) = 0. Las variables constitutivas pueden
ser campos, es decir funciones continuas del espacio tiempo B(r,t), tales como campos de
densidades, velocidades o temperaturas de un fluido, o campos de fuerzas exteriores. En
general, estos campos satisfacen ecuaciones integrodiferenciales y/o en derivadas parciales,
como la de ondas, las ecuaciones hidrodinamicas o las ecuaciones de Maxwell.

Un estado microscépico i es lo que queda definido cuando se indican todas las coorde-
nadas y todos los impulsos de las particulas: si x; = (q;, p;) es el punto fase o microes-
tado de la particula i, perteneciente al espacio de fases I' de una particula, que es un
espacio real de 6 dimensiones, una representacion posible del microestado es mediante el
conjunto o "nube” de puntos x;, ¢ = 1,...N en I', Otra forma —la que elige la Mecanica Es-
tadistica— es unir N espacios idénticos para constituir el espacio de fases de 6 N dimensiones

del sistema total:

Ly =JTI@) (2.1)

=1

El microestado queda entonces representado por el punto fase z que se puede describir

ordenando las 6 N variables de distintas maneras

x=(q,p) = (x1,X2,..xy) = (q1, --.qn, P1, ---PN) (2.2)

o simplemente como x = (1,2,..., N) donde el indice i representa las 6 variables en fase
x;. Por simplicidad, en esta descripcion consideramos que las particulas son puntuales de
modo que sus 6 grados de libertad son traslacionales, pero el formalismo puede extenderse
facilmente al caso de particulas con grados de libertad internos.

Maés adelante analizaremos qué sucede a la luz de la evolucion dindmica del punto fase de
acuerdo con las reglas de la Mecanica Clasica (ecuaciones de Hamilton). Por el momento,
necesitamos notar que existe un conjunto de funciones en fase o funciones dinamicas
b(x,t) que corresponden a distintas propiedades de las particulas individuales y del sistema
en su conjunto. La funcién dinamica mas importante es, precisamente, el generador de la

evolucion temporal o Hamiltoniano del sistema,

H(z,t) = % B’;

=1

1 N
+%xt(qiat>] + 5 Z Vine (i, q;)

i#j=1
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Es también 1til e interesante establecer la distincion entre r, vector posicion en el espacio
fisico observable, y q, la coordenada individual en el espacio de fases. Nosotros, los obser-
vadores, miramos la posicion r en el espacio fisico, y si bien sabemos que q; existe para todo
1, esta coordenada existe sélo en nuestra cabeza y sélo cobra vida cuando la vemos, es decir
cuando para algun ¢, la paricula pasa por nuestro punto de observacion y se igualan q; y r.

Un ejemplo conveniente es la funciéon densidad de particulas que se define como

n(g,r) =3 d(qi —r) (2.4)



y que satisface
N

/d3rn(q, r)=>1=N (2.5)
i=1

Las funciones dinamicas y los microestados no son observables en el mundo real, son con-
strucciones abstractas destinadas a facilitar la conexién ente ambos mundos. Para comenzar
a establecer la descripcion microscopica del macroestado, la primera cuestion a reconocer
es que la correspondencia no es uno a uno, ya que hay muchos posibles p’s para cada M.
Parra fijar ideas hay que examinar casos sencillos de la vida cotidiana: un gas caracterizado
por (P,V,T), donde cada M es un punto sobre una isoterma en el espacio termodindmico
(P,V); un flujo de agua en una caneria; el chorro de la canilla, el flujo de aire frio—calor de
un split; un vaso de agua; una cacerola con sopa sobre la hornalla. Es facil advertir que
cada M es compatible con una extraordinaria variedad de p’s que corresponden a distintas
distribuciones de coordenadas e impulsos de las N particulas; asimismo, resulta evidente que

este niimero aumenta con N.
La Mecéanica Estadistica retne estas nociones intuitivas y las formaliza para comenzar a

construir el modelo observacional. Para ello se establece el

Postulado Basico de la Mecéanica Estadistica (PBME): Todo estado macroscépico

de un sistema de muchos grados de libertad se describe por un conjunto estadistico (CE)
CFE = {x € I'y compatibles con los vinculos y pardmetros externos} (2.6)

con las siguientes propiedades:
1. El CE se caracteriza por una funcién de distribucién real F(x) que cumple

(a) F(z) >0 Vz e I'y;

(b) F(x) es simétrica ante intercambio de dos indices cualesquiera,

F(1,odyes oy N) = F(1, 00 5y oo iy ooy N);
(c)/ F(z)de = 1.
'y

2. Los observables macroscopicos son promedios estadisticos de funciones

dinamicas pesadas con la distribuciéon del CE:

B(r,t) = (b(r,x,t)) = dx F(z) b(r, z,t) (2.7)

I'n
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Una primera consecuencia es que F(z) es una densidad de probabilidad, pues la
segunda parte del postulado nos muestra que dP(z) = F(z)dx es la probabilidad difer-
encial de encontrar al sistema en un recinto diferencial dx alrededor de un microsestado x
en el CE.

Notar que el PBME asegura la existencia de la distribucién, pero no indica cémo
obtenerla. El desafio de la Mecanica Estadistica ahora es, aplicar sensatamente el postulado
adaptandolo a cada situacién y fabricarse la mejor F'(x) en base a argumentos fisicos. Notar
asimismo que el PBME no hace referencia a estados de equilibrio; se trata de una afirmacion
relativa a la conexién entre estados M y pu, cualquiera sea la situacién en el mundo real.

El caso testigo es la relacion entre el Hamiltoniano microscépico y la energia total del
sistema. El postulado nos permite asociar

U= (H)= g dx F(x) H(z,t) (2.8)

N
y el ejemplo resulta ilustrativo para hacer notar que el conocimiento de F completa es
innecesario en la mayoria de casos de interés fisico. Pues, dada la expresién (2.3), la simetria
de F(x) nos permite renombrar sus variables de modo que en cada una de las sumas, todos
los términos que difieren entre si en el indice 7, o en el par 77, dan el mismo valor de la

integral. Luego podemos escribir

N 1 N
U = dz;..dxy [Zh(z)+2 > Vij| F(z)
i=1 i#j=1

I'n

N(N -1
=N da:l...deh(l)F(a:)Jri)

'y 2 I

dl‘l...dl‘N ‘/12 F(ZL‘)
= /dﬂ?l h(.CCl) fl(.rl) + /d&?ldl’g fg(ﬂ?l, wg) V<I1, x2> (29)

donde hemos introducido las funciones de distribucién reducidas de una y de dos

particulas mediante el tramite de suprimir variables microscopicas irrelevantes:

filz1) = N | dxg...dxy F(x) (2.10)

INY;

Fola1,22) = N(N —1) /FN dis...dzy F(z) (2.11)

Mas adelante generalizaremos esta construccion, lo que nos resultara sumamente 1til a la
hora de estudiar la evolucién dinamica de los sistemas macroscopicos. Por ahora, tendremos
en cuenta la expresiéon (2.9) para resolver problemas que involucran sistemas ideales en

equilibrio.
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Otro ejemplo importante es el de la densidad espacial de particulas, n(r) =

liman Av—o0 % El postulado nos permite establecer la siguiente cadena

n(r) = dxn(q,r) F(x)

INY
N
i=1 71N

= /d3p1 fi(r,p1) (2.12)

A. Sistemas aislados en equilibrio

Un sistema aislado no interactia, luego no lo podemos ver: para verlo, hay que iluminarlo
—con luz visible o con cualquier radiaciéon capaz de formar imagen—, permitir que interactiie
con la radiacién, y esperar la devolucién para que podamos reconstruir la imagen. En suma,
hay que romper su aislacion. Entonces, un sistema aislado es totalmente ideal; s6lo podemos
saber de su existencia porque su creador nos lo conté, después de haberlo construido.

Lo que podemos afirmar es que si esta aislado, son constantes su energia, cantidad de
particulas, volumen y entropia, la cual debe ser la maxima compatible con los vinculos an-
tedichos. Estas VAE estén ligadas por una EdE de la forma f(U, N,V,S) = 0. Supongamos
que el creador fue suficientemente amistoso para hacernos saber, ademas, los valores de tres
de estas variables. Con estos datos tenemos que armarnos una funcién de distribucion.

La via de escape es el sentido comun, que en distintas disciplinas o ramas del conocimiento
adopta distintos titulos y formas pero que siempre remite a una eleccion imparcial o no
prejuiciada, que consiste en admitir nuestra ignorancia y asumir humildemente que, si no
puedo conocer como son y como se reparten los microestados, lo mas prudente es postular
que son equiprobables.

Ademas, tenemos una caracterizacion no ambigua del CE, que se llamara Conjunto
microcandnico (;C). Pues como la energfa tiene que conservarse, todos los microestados

tienen que tener idéntico valor £ del Hamiltoniano. La relacién matematica
H(z)=FE (2.13)

define una hipersuperficie en I'y, conocida como la hipersuperficie de energia, que alberga

todos los microestados. El sentido comin sugiere una densidad de probabilidad constante
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sobre la superficie de energia, y la Mecanica Estadistica del Equilibrio formaliza esta intuicion

mediante un nuevo postulado:

Postulado Basico de la Mecanica Estadistica del Equilibrio o postulado de
equiprobabilidad: Todos los microestados de un sistema aislado compatibles con los val-
ores de energia, nimero de particulas y volumen se encuentran sobre la hipersuperficie de
energia y son equiprobables.

El valor de la probabilidad surge de la condicién de normalizaciéon de la densidad:

/ dz Foo(z) = 1 (2.14)
H(z)=FE
con F,c = cte, de modo que
1
Foo=— 2.15
uC ZMC ( )

donde hemos introducido la medida de la hipersuperficie de energia, volumen en

fase o funcion de particién microcandnica

Z :/ d 2.16
S o (2.16)

Hasta ahora la descripcion tiene un fuerte contenido matemético. No debemos en ningin
momento, perder de vista el contenido fisico y la meta, que es reproducir lo observado en
el mundo macroscopico. En la practica, esto significa adquirir la capacidad de reproducir
EdE’s de sistemas reales, luego nos esta faltando alguna clave para establecer la conexion
entre los mundos p y M.

Para ayudarnos, examinemos algunas propiedades de la funcién de particién micro-

canonica:

1. En el caso de dos sistemas no interactuantes, es facil advertir que el espacio de fases

total es simplemente el producto
N1+2)=r1)re) (2.17)

luego

Zuc(1+2) = Z,c(1)Z,c(2) (2.18)

de modo que el logaritmo de la funcion de particién microcandnica es aditivo.

Esto sugiere la posibilidad de asociar a In 7, una magnitud fisica extensiva.
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FIG. 2:
2. En la situacion anterior, como la energia total debe conservarse se puede poner
Zyo(En+ By =F) = Z,c(Er) Z,c(E — Ey) (2.19)

El estado de equilibrio tiene que corresponder a una situacién estacionaria en la cual
la funcion de particién total se mantiene constante ante flujos de energia, particulas o
volumen entre las partes. Esto significa por ejemplo que si la energia del subsistema
1 varia, debe ser

81n Z,uC(E> _ O 8ln Zﬂc(El) . 8111ZMC(E2)
(9E1 aEl aE2

(2.20)

lo que indica que los dos subsistemas comparten la VAE que caracteriza el equi-

librio térmico. El mismo argumento aplicado a variaciones del niimero de particulas
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N; o del volumen V; conduce a que los subsistemas comparten las variables de equilib-
rio quimico o isobarico. En este punto notamos que la funcién de estado termodinamica

. . 1 p_ P ;
que tiene por derivadas a T, Y 7 es la entropia.

3. Finalmente, si pensamos en la posibilidad de que se desarrollen procesos irreversibles en
el interior de un sistema aislado, éstos son inevitablemente del tipo de los que cambian
el espacio de fases para agrandarlo, sea por incorporar grados de libertad, sea por
incorporar microestados. Por ejemplo, ciertas reacciones quimicas, o la desintegracion
radiactiva, hacen aparecer mas variables en fase, lo que conduce a que Z,¢, y por lo

tanto su logaritmo, aumenta ante procesos irreversibles.

Estas observaciones no demuestran ningun teorema, pero sugieren una relacién entre
ambos mundos mediada por un agente termodinamico. El avance genial fue propuesto por

Gibbs en la forma del

Postulado fundante de la Mecanica Estadistica del Equilibrio: La conexién entre
My pues
S=kInZ, (2.21)

donde k es una constante que da las unidades y que por ahora no se puede asociar con
ninguna constante fisica conocida.

Para verificar la viabilidad de esta hipdtesis —porque de eso se trata, de una hipotesis
de trabajo en forma de postulado, que sera valida hasta que se demuestre lo contrario—
acudimos al gas ideal sin campos externos. Por tratarse de un sistema de N particulas no
interactuantes, su Hamiltoniano es puramente cinético

N

Hx) =Y i (2.22)

o 2m

de modo que la superficie de energia es un hipercilindro constituido por una esfera de radio
R = V2mFE en el espacio de impulsos, unida a un hiperrectdngulo de volumen V en el

espacio de coordenadas. Por lo tanto,

Zw:VNéf A (2.23)
i=1Pi=

Sin pasar por el detalle del calculo, que se presenta mas adelante, podemos hacer importantes

estimaciones cuantitativas. La integral representa el valor de una hipersuperficie en 3N
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dimensiones, que "va como” R3N~1 ~ E3N/2_ La tltima igualdad expresa el hecho de que

N >> 1. Asi, nuestra estimacion es

S =klnZ,c ~ Nn(VE*?) (2.24)
que tiene las derivadas
0S 3Nk
9E - 9m (2.25)
0S Nk
D 2.2
oV V (2.26)

Recordando la diferencial exacta termodinamica

1 P "
== = 2 an 2.2
ds TdU+TdV+Td (2.27)
advertimos que (2.25) nos permite asociar
1 3Nk
es decir ~
NET
po N (2.29)
2
y (2.26) da i
P N
I e 2.
T Vv (2:30)
o0 sea
PV = NET (2.31)

Hemos reconstruido formalmente las dos formas de la EAE del gas ideal. Recordemos que

la EdE hostorica del gas ideal se prsenta como PV = n,, RT, donde n,, es el nimero de

moles y R = 8.314 moJl = es la constante empirica de los gases. Como el niimero de moléculas

en n,, moles es N = ]T\L]—Z, la ecuacién (2.31) se obtiene de la histérica con la relaciéon que

define la constante de Boltzmann k£ = 7\3/2 = 1, 38062 10_23% Por lo tanto, para que
valga el enlace cuantitativo, k£ debe ser la constante de Boltzmann.

Para su empleo futuro al comparar escalas, establecemos la siguiente relacién entre en-
ergias. A temperatura ambiente, que convencionalmente se toma como T = 300K, kT es
una energia cuyo valor es ~ 0,025 eV. La conversion exacta es 1eV/11.604, 5K, y como regla

para estimaciones, se considera leV ~ 10*K.
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B. Algunas consideraciones de orden de magnitud

Tal como ha sido definida, la funcién de particién microcandnica estd, desde el punto de
vista matematico, asociada a la medida de la hipersuperficie. Para futuras aplicaciones en
las que resultara 1util y conveniente estudiar el limite clasico de sistemas cuanticos, y por
razones de prolijidad matematica que no modifican los resultados fisicos, resulta conveniente
escribir integrales sin dimensiones, introduciendo para ello una unidad de accién h para
normalizar cada uno de los productos de pares conjugados dq dp. Entonces escribiremos los

objetos matematicos, como la medida de la hipersuperficie, en la forma

S(E,V,N) :/ da

— 2.32
H(z)=E h3N ( )

El ejemplo del gas ideal, donde esta medida 7 va como” la energia elevada a un nimero
% — 1 >> 1, sugiere que a la hora de tomar logaritmos y derivar, no vamos a encontrar

diferencias si calculamos en cambio la medida del volumen:

O(E,V,N) :/ da

— 2.33
H(z)<E h3N ( )

ya que este ultimo ”va como” el radio, es decir la raiz cuadrada de la energia, elevado a la
3N.

La restriccion del conjunto microcanénico se puede suavizar, permitiendo reconocer la
inexistencia de los sistemas aislados y admitiendo sistemas que interactiian muy débilmente
con el entorno, de modo que sus microestados pueden caer en una banda estrecha. Con esta

flexibilidad, el conjunto microcanénico se define como
puC={zxeln,E<H(z)<E+ A con A << E} (2.34)

y se lo denomina conjunto de la cascara de energia. En este caso, la funcién de particion

Se expresaré Ccomo

dx
Zo = / o
Ho E<H(z)=E+A h3N

= Q(E+A,V,N)—Q(E,V,N)
= w(E,V,N)A (2.35)

donde hemos introducido la densidad de estados

o2

W(E,V.N) = 2=

(2.36)
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o volumen microcanoénico correspondiente a una unidad de energia para el sistema con N y
V. Queda claro en el ejemplo del gas ideal, en base a los simples argumentos geométricos,
que la dependencia funcional con la energfa es Q ~ E3"/2 mientras que tanto ¥ como w son
de orden E®N/2-1 La diferencia no se transmitird a ninguna EdE calculada que se pueda
comparar con datos medidos, de modo que se recurre a lo mas simple, que normalmente es

calcular €.

C. Calculo riguroso del volumen microcandénico del gas ideal en D dimensiones

El problema formal es calcular el volumen de una hiperesfera definida por 37 | 2?2 = R?

y a priori podemos afirmar que el volumen sera de la forma
Vp = Ap R" (2.37)

con Ap un factor de origen angular, del cual conocemos los casos particulares A} =2, Ay =7

y A3z = 47/3. El truco consiste en calcular la integral en todo el espacio

I\ = / dVpe =1 (2.38)

donde A es un parametro real, de dos maneras: en coordenadas cartesianas y en coordenadas

esféricas generalizadas. En cartesianas tenemos dVp = d”z, luego

21D
[/dwl e_/\xl]

- ( Z)D (2.39)

En esféricas, diferenciando (2.37) y con el cambio de variables y = X\ R?, se puede escribir

I\

o) 2
I0) = DAD/ dRRP-1e~ A1
0

© dy —y (Y\ 2
- [ e )
P Jo 2()\y)1/2€ A

oo D
_ Dap / dy y7*1 oY
0

DA, /D
- o <2) (2.40)

donde I'(2) es la funcién Gamma. Algunas de sus propiedades ttiles son
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o I'(n) =nl!
o I'(1/2) =/
o T(3/2) = I
. T(5/2) = YT
Comparando (2.39) y (2.40), encontramos
7
Ap= T2 - (2.41)
nr(d)

Podemos verificar facilmente el resultado (2.41) en los casos conocidos D = 1, 2y 3. Para

D = 3N, que es el caso del gas ideal, tendremos

e
2T
Ay = ————a+— (2.42)
SN ()
Entonces, el volumen en fase sin dimensiones para un gas ideal es
VAN 3N
Q= (hg) Agn (2m E)
VAN 2@2mTE %
_ (h3) ( mﬁ:sj)v (2.43)
3N F(T)
y la densidad de estados es
VAN (2 3 E3;V -1
W(E) = <h3> (2mm) . (2.44)
I'(=5-)
En particular, para la particula libre (N = 1), se tiene la densidad de estados
monoparticular g(¢)
Vv
ge) = 41 — (2m®)Y/2 1/ (2.45)

h3

21



D. Descripciéon microscépica de los macroestados de sistemas cuanticos

Es muy sencillo establecer una correspondencia uno a uno entre los conceptos vertidos
para sistemas clésicos y los que deben describirse desde el punto de vista microscopico em-
pleando el formalismo cuantico. En general, ésta sera la situacion a muy bajas temperaturas
y/o muy altas densidades, cuando, como se vera mas adelante, las particulas ya no pueden
considerarse puntuales y el estado de cada una de ellas debe describirse en términos de una
densidad de probabilidad. El formalismo que estableceremos se aplicara a cualquier sistema
que posea grados de libertad con espectro discreto. La idea general es que el espacio de fases
ya no proporciona una buena descripcion de las particulas, porque la relacién de incerteza
prohibe la determinacién simultanea de coordenadas e impulsos canénicamente conjugados;
en cambio, de acuerdo con los postulados de la Mecanica Cuantica, el estado microscépico
queda determinado por un vector de estado |V) perteneciente a un espacio de Hilbert
‘Hy para N particulas. Ese vector de estado es el equivalente del punto fase de los sis-
temas clasicos. Mientras el segundo tiene como componentes a la totalidad de coordenadas
e impulsos de las particulas, el primero tiene por ”coordenadas” a las amplitudes ¢, de la

expansién en una base de estados |«), es decir,
) = ek |a) (2.46)

Recordemos que el valor medio en el k—ésimo estado de un operador b que representa un

observable, de acuerdo con los postulados de la Mecanica Cuantica, se calcula como

~

(b = (b)
— (W, W,)
= Y () ek (alb]B)

a?ﬁ

=Y () cg bag (2.47)
a,B

donde hemos introducido el elemento de matriz del operador b entre los estados de base

denotados por a 'y (3
bag = (a[b|6) (2.48)

Como valen las consideraciones anteriores acerca de la multiplicidad de microestados

compatibles con cada macroestado, el PBME adopta la forma siguiente:
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Postulado Basico de la Mecanica Estadistica Cuantica: Todo estado macroscépico
de un sistema cuantico de muchos grados de libertad se describe por un conjunto es-

tadistico (CE)
CE = {|Vy) € Hy compatibles con los vinculos y parametros externos} (2.49)

conlas siguientes propiedades:
1. El CE se caracteriza por una distribuciéon de probabilidades real p; que cumple
(a) pr >0 V|\Ilk> € Hy;
(b) pr es simétrica ante intercambio de dos indices cualesquiera;

(c) Xkpe=1

2. Los observables macroscopicos son promedios estadisticos de valores medios de

observables en los estados del CE pesados con la distribucion py:

B

Oy = > pi (b (2.50)

keCE

Esta tltima expresion se puede reescribir de la siguiente manera: usando (2.47)

B=(b)= Ek:pk Zﬁ(c’é)* e bag (2.51)

y definiendo el operador densidad p como aquél cuyos elementos de matriz son

pan = (510la) = () (2.52)

vemos que el valor medio observable es
B=(b) = Xﬁnga bag (2.53)
que es la traza de un producto de matrices, es decir
B=Tr (pb) (2.54)

La equivalencia entre las descripciones clasica (C) y cudntica (Q) de los sistemas

macroscopicos se puede resumir en la siguiente tabla.
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CONCEPTO CASO (C) CASO (Q)

Microestado Punto fase x = (¢,p) € I'n Vector de estado |U;) = 3, ¢k |a) € Hyr
Observable microscépico|Funcién dindmica b(z;r,t) Valor medio cuantico (b); = (Wy|b|¥y)
PBME Distribucién estadistica F'(x) € R|Operador densidad py = (V|| V)

Valor medio estadistico |B(r,t) = [p dz F(x)b(z,r,1) B=Tr (ﬁ 13)

1 I

Zuc = fx/H(z):E dx Zuc = Z|\Ilk)/Ek:E1

TABLE I: I. Equivalencias C-Q

III. CONJUNTOS ESTADISTICOS PARA SISTEMAS NO AISLADOS EN EQUI-
LIBRIO TERMICO

En el caso de los sistemas aislados, la posibilidad de relacionar las descripciones M y p
se baso en haber encontrado una magnitud de origen p que exhibe algunas caracteristicas
de la entropia termodinamica. Ese reconocimiento se formaliza en el Postulado que define la
entropia microcanénica. En esta linea, recordamos que la Termodinamica nos da un criterio
de equilibrio para sistemas no aislados: en efecto, el Teorema del Trabajo Maximo tiene por

corolario que en tal situacion, existe una funcién de estado de la forma
O=U-TS+d (3.1)
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EQUILIBRIO|Potencial termodinamico|b,, B, extensivo| )\, intensivo
Isotérmico |A=U-TS H(x)|U Ié;
Isotérmico— |G =U —-TS+ PV H(xz)|U Ié]

Isobéarico 174 (V) BP
Isotérmico- |Q=U—-TS —uN H(z)|U I}

Quimico N (N) a=—0

TABLE II: Potenciales adimensionales

—~donde @’ es 0, PV o —uN para los casos de equilibrio térmico enumerados anteriormente—
que es minimo. Para suprimir dimensiones, utilizando la unidad de energia térmica 3 = kT,
pasamos a la cantidad

@¢_5U—i+5<b’ (3.2)

Como (9" — que puede adquirir méas términos si el sistema admite otras variables de estado
extensivas, como masas, momentos magnéticos o eléctricos en presencia de los campos re-
spectivos, superficie total o longitud total— el potencial termodindamico adimensional siempre

es de la forma
@@:_i+z/\yByz—i+Z)\y/ dz F'(z) b, (3:3)
v v I'n

de acuerdo con los detalles resumidos en la Tabla 2.

Entonces advertimos que la cantidad (3.3) es una funcional de la distribucién que
podriamos minimizar respecto de F'(x) para obtener su maximo en el espacio de todas las
distribuciones.

El problema es la entropia y cémo representarla en términos de una distribucion es-

tadistica. Un antecedente importante es el que proporcioné Boltzmann, quien hacia 1970
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fue capaz de mostrar que la entropia de un gas diluido puede expresarse como

Spa =~k [ d*p fi(p) I fi(p) (3.4)

Pero més adelante Poincaré (1900) y posteriormente Misra (1970) demostraron lo que hoy
se conoce como

Teorema de Poincaré—Misra: No existe ninguna funcién dindmica s(x) cuyo prome-
dio en fase clésico (C) o promedio cudntico (Q) sea la entropia termodindmica.

Sin embargo, en el conjunto pC clasico impusimos el postulado para la entropia del
sistema aislado, que resulté conveniente para describir al gas ideal. Dado que Fj,c = %w,

podemos expresar

SMC’ =k (FMC Zuc) IHZMC
:k@c/dxm@C
nC

:—kfcmacmac (3.5)
uC

Por lo tanto, observando que un sistema no aislado contiene muchas superficies de energia

en fase, resulta tentador proponer
S =—k dx F(z) In F(z) (3.6)

INY

Este es el postulado de Gibbs de la Mecénica Estadistica del equilibrio. La entropia de
Gibbs no contradice el teorema de Poincaré-Misra ya que In F'(z) no es una funcién dindmica
atribuible a cada una de las particulas, sino una funcional de todo el estado macroscépico.
Con la representacién (3.3) més el postulado de Gibbs, y recordando ademds que la
funcion de distribucién tiene que estar normalizada, construimos una funcién de Lagrange
o Lagrangiano L[F] que contempla el vinculo de normalizacién por medio de un multi-

plicador de Lagrange )y, como

zwq::5©+Ao(/dxF@y_Q (3.7)
r
= [ dx F(x) l— InF(z) + > A\ b,(z) — )\01 (3.8)
v v
y llevamos a cabo la variaciéon funcional %(Ex) = 0. Esto es
0L =—InF(z) =1+ ANb,+X=0 (3.9)
SF(z) ¢ A D A0 = ‘
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de donde rapidamente despejamos

_Z)\uby
e v

F(z)=C (3.10)
La constante de normalizacién C' = e20 ~ 1 esta dada por
X —S b
dee v =ZcE (3.11)

C Iy
con lo que hemos definido la funciéon de particion Z g del conjunto estadistico de nuestro

sistema no aislado. La distribicion estadistica que minimiza el potencial termodinamico de

equilibrio es

~S b,

ZcE

e

F:CE(x) = (3.12)

Esta construccién del formalismo de la Mecanica Estadistica estd inspirada en la moderna
Teoria de la Informacion (TI) debida a Shannon, propuesta en la década de 1940. La
equivalencia entre la TI y la Mecanica Estadistica fue probada por E. T. Jaynes en dos
articulos, Physical Review 106, 620 (1957) y 108, 171 (1957). En nuestra propuesta de

trabajo, adoptamos el resultado (3.12) complementado por (3.11), cuya versién (Q) es

- Z AV l;V
N € v
pop = (3.13)

con funcién de particion

ZCE‘ =Tre v (314)

A. Reconstruccion de la Termodinamica

Como veremos a continuacion, la magnitud mas importante en este formalismo es la
funcién de Massieu

Yv=InZ (3.15)

para cada CE. Veamos en primer lugar cémo pueden expresarse los valores medios o mag-

nitudes extensivas observables. Siendo
dx
B, — /FN 2o F(@) b ()
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- Z)\T b‘,-(l')

1

= Zoprw [ e T b
- A bo(x)

B 1 Ofpydre 7
- Zop h3N d(=\)

1 0Zcg
_ 1

Zer O (3.16)

obtenemos una primera regla de conexién para recuperar magnitudes medibles que es la
regla de los valores medios:

. Oln ZCE
oA,

_ 9
= % (3.17)

Por otra parte: podemos reescribir el potencial termodinamico adimensionalizado re-

tomando la funciéon de Lagrange y suprimiendo el vinculo como

dz

= —IHZCE (318)

donde hemos utilizado la normalizaciéon de F(z). En otras palabras, la conexién con la
Termodindmica es
vV=—-00 (3.19)
En la Tabla 7?7 presentamos los distintos conjuntos estadisticos térmicos:
Para examinar la operatoria en el marco de la teoria de conjuntos estadisticos, elegimos
como ejemplo un gas ideal relativista. Esto es, las particulas tiene una relacién de dispersion

g(p) = c¢p. Veamos los distintos conjuntos térmicos:
1. Conjunto canénico:

e Establecemos el Hamiltoniano:

N

=1

e Planteamos la funcién de particién

Zo(NV,T) = [ 2L e S (3.21)
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EQUILIBRIO|CE F(x) A Y OBSERVABLE
Isotérmico  |Candnico e~ BHN(z) Jry dzx e~ BHN(x) —BA|U = _g%
Isotérmico- |Isotérmico-  |e PHIN(2) + PV] Jav |, dx e~ BHN(2) + PV g6 = —g—%
Isobarico Isobarico (V)= —%
Tsotérmico  |Gran Canénico|e PN (%) — V] > N=0Jry dr e BlHN(x) = N\ 3py|U = —%

. __0y
Quimico (N) = a)

TABLE III: Conjuntos estadisticos

y advertimos que se factoriza en un producto de funciones de particiéon por

particula:

con

Zo(N,V,T) = Z,(V,T)N

v = _
Z(V,T) = 54”/0 dpp? eI

47V

e Calculamos la funcién de Massieu

(N, V,T) = Ny (V,T) =N (InV — 31n3) + ¢y

(Bhe)?

(3.22)

(3.23)

(3.24)

donde g contiene todos los datos que no son termodinamicamente relevantes y

no contribuyen a las derivadas.

e Derivamos para obtener los observables, en este caso

U =

29

3N = 3NKT

B

(3.25)




e Recuperamos el potencial termodindmico para obtener la EdE:

AN, V,T)= —kTvY = —=NKT (InV —3In3) + Ay (3.26)
de donde
0A Nk:T
P= .2
8V v (3.27)
U

que es la presion de radiacién P = 37

2. Conjunto Gran Canénico: Como ya tenemos calculada Zo(N,V,T), sélo nos falta
observar que

Zaew, V,T) = S =N Zo(N,V,T) (3.28)

N=1

En este momento es necesario imponer la regla de buen contaje de Boltzmann
para suprimir microestados repetidos, que son aquéllos que sélo difieren en el orde-
namiento de los indices de particulas en la tira (¢, p). Estos son N!, de modo que la

suma Gran Candnica es

o] e—OéN 47TV N
ZacV.T) = 32— l(ﬁhc)?’]
B 47V
_ ey (3.29)

habiendo introducido la fugacidad z = e~ % = Ol Entonces tenemos

47V
S Bhey

y comenzamos el procedimiento de derivacion para obtener la EAE Gran Candnica,

Yao = = 3PV (3.30)

que tiene dos ramas

e Energia interna

47V wGC
U=3z 5 (he)? =3 5 (3.31)
e Numero medio de particulas
0
(N) = gGC = Yee (3.32)
que vuelve a ser la relaciéon (3.25). Claramente, la presién es P = %ﬁ? = <N‘>/kT
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3. Conjunto isotérmico—isobarico: es analogo al caso anterior; ahora tendremos que con-

struir una funcién de particion de la forma
Zi1(N, P,T) = /dV e PPV Z0(N,V, T) (3.33)

y la correspondiente funcién de Massieu. Como Z¢o ~ V¥ esta integral existe y es pro-
porcional a una funcién I'(N + 1), pero una muy ttil simplificacién afin a la Mecénica
Estadistica consiste en reconocer que el integrando es producto de una funcién fuerte-
mente creciente por otra fuertemente decreciente de la variable de integracion, lo que

genera un pico pronunciado y angosto y sugiere la aproximacion
Zip~ e PPVM Z0(N Vi, T) AV (3.34)
donde se ha considerado el valor en el maximo V), y un ancho AV. Con este criterio,
Vi~ —BPVy + NInVy — 3N Inf3 + 1y (3.35)
Comenzamos las derivaciones, en este caso

e Energia interna:

U=3NEkT (3.36)
e Volumen medio:
_ OYp
= Vi (3.37)

Como hemos dicho que V}; corresponde al maximo del integrando, derivando el mismo
con respecto al volumen obtenemos
a ( e ﬁp \% VN )

- — (P + NV)e PPV yN —g (3.38)

o sea, PV = NEkT.

El célculo riguroso de (3.33) es el siguiente: insertando (3.22) y (3.23) en (3.33),

aplicando la regla de buen contaje y haciendo el cambio de variables y = —g PV,
queda
1 Ar Yooy Ly
Zip(T,P,N) = — | ————— / d - 3.39
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La integral es la funcién Gamma I'(N + 1) = N!, de modo que podemos escribir la

funcién de Massieu exacta como
Y1 =—3N InB— N In(BP) + 1y (3.40)

y la recuperacion de la ecuacion de estado es inmediata.

B. Equivalencia de los conjuntos estadisticos

Al realizar el analisis del gas ideal relativista empleamos ciertos procedimientos que vale
la pena examinar en detalle. En primer lugar, observamos que en el sistema ideal, la funcion
de particién se factoriza —lo que implica que las funciones termodinamicas asociadas a loga-
ritmos se suman. Esta factorizacion se transmite a la propia funcién de distribucién, ya que

(3.12) nos muestra que

_5Zh

Fe(z) = eZl(VT Hfl (3.41)

con la funcién de distribucién reducida o factor de Boltzmann que depende del Hamilto-

niano individual A(1)
A =S
21 (V.T)

En segundo lugar, hemos visto que cuando se rompe la aislacion del sistema permitiendo

(3.42)

que intercambie particulas o volumen, incorporando el parametro intensivo que caracteriza
el nuevo equilibrio, la funcién de particién resultante contiene una suma de funciones de
particion candnicas, pesadas con factores de Boltmann del par conjugado correspondiente.
En otras palabras, el espacio de fases I'y(V, T') se amplia para hacer lugar a las fluctuaciones
y se convierte en el espacio de Fock, que puede pensarse como la unién de los espacios de

fases para cada valor de N o V. Es decir,

FG’C(:UHMT) = U FC(N7 V7T> (343)
N=0

Ly (N,P,T) = U Le(N,V,T) (3.44)
V=0

Un detalle importante surge del examen de la distribucion cuantica; el operador densidad

—BH
canonico es p. = QTC’ y si se elige como base del espacio de Hilbert la de autoestados de
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FIG. 3:

este Hamiltoniano, la funcién de particion puede expresarse como

ZC(N7 V7 T) = Z e_ﬁEk
W)/ H |V )=Ey| V)
Y (3.45)
= 3 g(Ey) e PE (3.46)
Ey

donde hemos introducido la degeneracién g(Ej) del nivel de energia Ej. Pero esto no es
otra cosa que el nimero de microestados compatibles con un valor de energia para cier-

tos N y V, en otras palabras, la funcién de particién microcanénica. Asi observamos el
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FIG. 4:

”anidamiento”

Zoo(u, V,T) = e_aNZe PE 7 (N, V,E) (3.48)

N=0
y analogamente para Zj;.

Otra interesante caracteristica de la funcién de distribucién estadistica se puede extraer
de (3.12) y de la relacién entre funcién de particién, funciéon de Massieu y potencial ter-
modinamico, ya que en cada CE

—%ZJ—Z)\ubu

F(z) = e
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_2’ - ZAV (bu - Bu)

= €

(3.49)
S

donde e k es la funcién de distribucién microcanénica de un sistema aislado con vari-
ables intensivas iguales a los promedios (U, (N), (V)). Los otros factores exponenciales dan
cuenta de las desviaciones entre los valores microscépicos de las funciones dindmicas con los
promedios observados.

Pero quizas lo méas notable del estudio del gas relativista es el hecho de que se ha obtenido
la misma EdE en los conjuntos estadisticos, aun habiendo realizado una aproximacion en
el caso del conjunto II. Este es un rasgo fundamental y extremadamente 1util ya que nos
permite seleccionar el CE para nuestro estudio particular en base a criterios de simplicidad
y operatividad, y puede justificarse de forma rigurosa.

Tengamos en cuenta que cuando un sistema no aislado interactia, si fuera posible ob-
servar propiedades b, de los microestados durante un cierto intervalo de tiempo —o en una
determinada regién del espacio de fases— no sélo se observaria un promedio, sino también
una dispersion

o2 ={(b, — B,)*) = () — B2 (3.50)

El mismo razonamiento empleado para calcular el valor medio conduce rapidamente a la

relacién
e
v oN?
0B,
= — 3.51
o (3.51)

que se generaliza facilmente al momento centrado de cualquier orden y muestra que la funcion
de Massieu es la generatriz de la distribucién.
Las consecuencias son las siguientes: en cualquiera de los conjuntos térmicos, tendremos

una fluctuacién de la energia

) ouU
= kT2gg
= kT? (N Cy) (3.52)
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donde CYy es el calor especifico a volumen constante (capacidad calorifica por particula).

Esto nos indica que la fluctuacién relativa de la energia en el conjunto canénico es

Y

ou
" (3.53)

-

que es despreciable en el limite termodinamico. Por lo tanto, la distribucién canodnica es
estadisticamente equivalente a una distribucion microcanénica con £ = U; las fluctua-
ciones quedan a cargo de valorar la capacidad del sistema para absorber calor.

En el conjunto GC tendremos ademas

, O
N da

_ . ON)

— ]{;TTM (3.54)

Teniendo en cuenta la relacion termodinamica que nos da la forma diferencial del potencial
quimico
S V

djp =~ dT + - d (3.55)

a T constante el potencial quimico escala con la presion con la densidad como factor, du =
dP/n, luego

N
oy = nkT 8(§P)

= nkTV a—; ya que el volumen es constante (3.56)

Pero en términos del volumen especifico v = 1/n,

on 1 dv 1
9P = ap = o (3:57)
con kr la compresibilidad isotérmica. Por lo tanto, la fluctuacion relativa es
ON 1
— o~ —— (3.58)
N (N)

nuevamente despreciable en el limite termodinamico.

Por tltimo, en el conjunto I tendremos una dispersion en los volimenes medidos

(V)
2 _ R S
VT T 8P
= k‘T <V> RT
- ];] kT oy (3.59)
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y nuevamente encontramos que la fluctuacién relativa del observable va como 1/v/N.

Un comentario adicional sobre la naturaleza de las fluctuaciones. Es posible argumentar
que su pequeniez relativa con relacién a los valores medios se debe a que el intercambio de
energia, particulas o volumen ocurre a través de las interfaces sistema-reservorio; mientras
que los valores medios revelan el tamano total del sistema en las tres dimensiones, las
fluctuaciones revelan una propiedad de superficie. En los sistemas macroscopicos, la relacion
superficie—volumen va como la inversa de la dimension lineal caracteristica, y esta relacion
se traduce en la comparacion entre fluctuacion y valor medio. Por otra parte, sabemos que
la capacidad calorifica mide, a menos de un factor, la variaciéon de la entropia con respecto
a la temperatura. Se puede mostrar con ayuda de un brve calculo termodindmico que
la compresibilidad isotérmica es proporcional a la derivada de la entropia con respecto al
volumen. Por lo tanto el conocimiento de las dispersiones de los observables permite obtener
la variacién total de la entropia en un proceso reversible.

El Teorema de Equivalencia de los Conjuntos Estadisticos dice simplemente que
en el limite termodindamico donde los valores medios macroscopicos son extensivos y propor-

cionales al niimero de particulas, la dispersiéon también es proporcional a este nimero, de
modo que la fluctuacion relativa

o, 1 0B, 1
NNV TN (3.60)

A estos resultados se llega también por otra ruta, que consiste en examinar el
7anidamiento” (3.47) y (3.48). La primera relaciéon exhibe sumandos que se componen
de un factor fuertemente creciente y otro fuertemente decreciente con la energia, lo que
sugiere la presencia de un pico pronunciado y angosto en un valor maximo F,;, y con ancho
or << F);. Si esto es cierto —lo que se corrobora con el calculo de la dispersién— entonces
se puede aproximar

Zo(N,V,T) ~ e BEM 7, (N,V, Ey)

:e_ﬁEMe k

_ o~ BA(N,V,Ey) (3.61)

Una estimacién similar vale en el conjunto GC respecto del otro eje del espacio de Fock:

si el pico es pronunciado en Nj; y angosto con oy << Ny, entonces

Zao ~ e~ ¥Vu Zo(Nu, V. T)
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— e_aNM e_ﬁA(Nv ‘/7 EM)

— PN, V, En) (3.62)
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IV. GASES PERFECTOS: EL GAS IDEAL MONOATOMICO EN LOS CONJUN-
TOS TERMICOS

En este capitulo retomamos el estudio del gas ideal clasico monoatémico cuyo Hamilto-
niano es de la forma (2.22). Un gas ideal monoatémico es un gas perfecto, entendiendo
por tal el que tiene la ecuacién de estado PV = NEKT. Esta categoria contiene a todos
los gases ideales clasicos de particulas indistinguibles, con o sin grados de libertad inter-
nos (gases moleculares o poliatémicos en general). Seran imperfectos todos aquellos cuya
funcién de particién no se puede factorizar, y esta clase contiene a los gases ideales cudnticos
de particulas indistinguibles y a los gases reales de particulas interactuantes, tanto clasicos

como cuanticos.

A. Conjunto Canénico

Como vimos en el capitulo anterior, la funcién distribucion se factoriza en la forma (3.41)

y sélo necesitamos conocer el factor de Boltzmann

_bp
e 2m

y la funcién de particién monoparticular sin dimensiones en la que se incorpora la unidad

de accion h para cada producto candnico dq dp

Bp°
d3 d3 s
Z.(V,T) :/ %379@ 2m
pp*]°
v /0076_%
0
y

Hemos introducido la escala de longitudes denominada longitud de onda térmica

h
MT) = —— 4.3
) V2rm kT (4:3)
que surge de la integracion
2
o gy —0

s= [ e am (4.4)
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La termodindmica sigue facilmente, ya que la funcién de Massieu total es ¢y = N1y, por

lo que es suficiente calcular cantidades por particula,

3

Y = IHV—§1H5+¢0 (4.5)
3 3
oU, 3

La tultima relacion que da el calor especifico a volumen constante revela el Teorema de
Equiparticién; observamos que la definicién de A y su ubicacién en (4.2) muestra que
para cada componente del impulso hay una contribucién kTT a la funcién de Massieu
que se propaga por derivacién a la energia monoparticular.

Lo mismo sucede si el Hamiltoniano contiene coordenadas al cuadrado, como en el caso de

una particula en un potencial externo de oscilador armoénico: en este caso, el Hamiltoniano

sigue siendo ideal, ya que no hay interacciones de pares, y es

Hiz) =Y [fm + m“; qi] (4.8)

y el factor de volumen V' que aparece en (4.2) se reeplaza por la integral espacial

3

dge 2 = (4.9)

mw?

2 273
o 1 {ZWICT

Evidentemente, cada una de las tres integrales en coordenadas contribuye con kTT a la

funcion de Massieu.

De aqui surge el conocido enunciado del Teorema de Equiparticién, segin el cual cada
grado de libertad cuadratico en el Hamiltoniano da lugar a una contribucién %
al calor especifico.

La presion del gas surge de considerar el potencial termodinamico de equilibrio A =
—kT ¢y y calcular

oYy kT

P=NEkKT =+ R (4.10)
oV |yr  V
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B. Conjunto Gran Candnico

La funcién gran particién con contaje correcto de Boltzmann sera

e~ N Z.(N,V,T)

ZGC(/%V?T) = Z NI (411>
N=0 :
s l‘“vr
SNV N
2V
=ec A (4.12)

con la fugacidad { definida con anterioridad. La termodinamica sigue de la funcién de

Massieu
A%
Yoo = S5 (4.13)
con las dos ramas de la EAE Gran Canoénica,
3tbae
U = 4.14
T (4.14)
(N} = v (4.15)
que nuevamente es U = 3 NKT. Claramente, la presion es
N kT
p= Yoo _NM (4.16)

BV vV
C. La densidad de estados monoparticular

El calculo de la funcién de particién canénica monoparticular también pone de manifiesto
numerosos detalles de interés. Si en lugar de la representacién cartesiana para dp, que

conduce a la factorizacion de la integral, se adopta la esférica, tendremos

Vo
Zi(V,T) = 4r 5 dpp*e 2m (4.17)
0
2
que, con el cambio de variables y = g% da
V 3
Z(V,T) =21 5 (2m kT)2 T <2> (4.18)

donde nuevamente, aparece la longitud de onda térmica y el resultado conocido. Lo novedoso

de la expresién (4.17) es que nos permite expresar la funcién de particién monoparticular
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como una integral en energfas, ya que con p?> = 2me queda
v = _ S _
Z1(V,T) = dm o (2m™)"? / decV/?ePe = / de g(e) e P € (4.19)
0 0

con la densidad de estados monoparticular g(¢) definida en (2.45). La expresién (4.19)
revela los respectivos factores microcandnico y candnico como se discutiera en relaciéon con
la equivalencia de los conjuntos estadisticos.

Se puede atribuir un origen cudntico a esta densidad de estados, como surge de considerar
las funciones de onda de una particula en una caja de volumen V' = L, L, L., con condiciones
de contorno periédicas. En la dimensién de longitud L,, la funcién de onda es del tipo

ezkx z
wi) = (4:20)

y andlogamente para y, z. Las condiciones de contorno periddicas ¢ (x) = ¥ (x+ L, ) conducen

a la regla de cuantificacién

ke

Pz 2N,T
— = 4.21

h L (4.21)
con n, entero. Esta cuantificacién nos muestra también que el niimero de estados por unidad

de vector de onda es
dn, L,

= — 4.22
dk, 2w ( )
0, equivalentemente,
dn, L,
== 4.23
. h (4.23)

En tres dimensiones, el estado cuantico corresponde a un producto de las tres componentes

y la funcién de onda es
ik-r

e(r) = v (4.24)

con numero total de estados que corresponden a multiplicar tres de tipo (4.22) o tres (4.23).

Entonces, podemos pensar que en el espacio reciproco de vectores de onda k, en cada

( 2‘;)3 estados cuanticos distintos, representados por los
22

vectores de onda en ese elemento. Empleando la relacién de dispersion € = %mi’ podemos

elemento de volumen d3k hay d3n =

expresar d37’L como

V
dn(e) = (27T)347Tk;2dk:

V
= ﬁ47rp2 dp
= g(e)de (4.25)
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con la misma densidad de estados (2.45).

La imagen de particulas en cajas abre otras interpretaciones para la funcién de particion
monoparticular. Si pensamos que las particulas se encuentran en autoestados de la energia y
tienen una distribucién térmica con impulso medio del orden de v2mkT en cada dimensién,
a cada particula en promedio se puede asociar un ”paquete de onda” con ancho A en cada
dimensién del espacio. Entonces, A* es el volumen cudntico del estado dindmico de la
particula. Asi, Z;(V,T) se presenta como el nimero de paquetes de onda que caben
dentro de la caja de volumen V. En un sistema macroscopico este nimero es mucho mayor
que la unidad, de modo que cada paquete individual queda perfectamente contenido dentro
de la caja; no hay pérdida de probabilidad del estado de la particula debido a flujo de la
densidad de probabilidad mas alla de las paredes de la caja. Esto tiene otras consecuencias;

si profundizamos el punto de vista cuantico acudiendo a la funcién de particion

ZeY QW V.T) = Y (e PH |y (4.26)

W)
y proponemos para los estados de N particulas independientes una factorizaciéon simple en

estados monoparticulares |i)y,) rotulados por el vector de onda de la particula i—ésima,

Vi) = [Vi) [Ya) - [Yc,) (4.27)

la suma sobre estados es en realidas, una suma sobre la totalidad de niimeros cuanticos
contenidos en k = (kj, ko, ...,ky). Como el operador exponencial se factoriza en fac-

tores que conmutan, la propia funcion de particién total se factoriza en la forma habitual

Zo(N,V,T) = [Z,(V, T)]", con

LWV.T) = Y (e P
[1hi)

= Y glew) e Pox (4.28)

Entonces se abren varias preguntas, en primer lugar, cudl es el valor de (4.28), y en
segundo lugar, bajo qué condiciones la suma cuantica se puede aproximar por una integral
idéntica a la que define la contraparte clésica (4.2). La primera cuestién sélo tiene solucién
numérica para cada combinacién de V' y T. Para aclarar la segunda, conviene examinar
la diferencia entre términos consecutivos de la suma sobre energias. Teniendo en cuenta la

regla de cuantificacién (4.21), el espectro monoparticular en la caja queda rotulado por tres
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nimeros cudnticos n = (n,, n,,n,) segin

() () + ()
L, L, L,
Si para simplificar suponemos que la caja es ctibica con volumen V = L3, este espectro es
h2
ComVi

h2

= (4.29)

€k = €n

Ek = €n (ni + ni + ni) (4.30)

La diferencia de abscisas entre dos sumandos consecutivos es, entonces,

h? h?
BAe = 3 s [(n+1)?—-n’l=p s (2n+1) (4.31)

mV s 2mV s

Esta cantidad crece con el nimero cuantico, pero para valores suficientemente grandes de

n la exponencial decreciente no contribuye a la suma. Vemos entonces que lo que comanda
2
la proximidad de términos consecutivos de la suma es la cantidad sin dimensiones (3 h 3

2mV's
que contiene el parametro caracteristico del espectro o cuanto de traslacion
h2
2mV's

Esta expresién define la temperatura traslacional ©,. Para tener idea de su orden de
magnitud, consideremos por ejemplo un gas de hidrégeno molecular con uma masa mpy, ~

3,4107%* g en un volumen V = lem?. Convirtiendo adecuadamente las unidades, esto da

kO, ~ 1077 eV, o sea ©, ~ 10~ ¥ K. Entonces
e Sin << 107, se tiene SAe << 1.
o Sin >> 10", se tiene e € << 1 y el sumando ya no contribuye a la suma.

Luego mientras sea ©;, << T, la suma con sus términos dominantes se puede reemplazar
por una integral, que evidentemente coincide con (4.2). Esta condicién, que llamaremos de

macroscopia o de espectro continuo es

6, 1 h?
T  kTomVi
)\2
=1m— <<1 (4.33)

3
que equivale a tener (a) una enorme cantidad de niveles de energia en el intervalo kT o (b)

una enorme cantidad de paquetes confinados en la caja, esto es

wlny

vVooT
Z(V.T) = 15~ <@t> o> 1 (4.34)
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Esta condicién se cumple para cualquier gas a temperatura ambiente en volimenes
macroscopicos y permite establecer la siguiente cadena simbdlica para el calculo de la funcion

de particion sin dimensiones:

d3q dp V V o0
= [ p= / P = / d
/ h3 h3 / P (2m)3 0 =9()

(4.35)

I

N
I

~[]

Por ultimo comentamos acerca del gas ideal en presencia de un potencial armdnico cuyo
Hamiltoniano es (4.8). Reuniendo las expresiones (4.2), (4.3) y (4.9), obtenemos para el gas
de N osciladores clésicos a la temperatura 7', funciones de particion monoparticulares de la
forma

ZIC(N7 T) - (sz;)

B (@i)g (4.36)

donde el exponente es la dimension D del espacio y con kO,,. = hw el cuanto de oscilacion

que define la temperatura caracteristica del oscilador. Esta funcién de particion rep-
resenta el nadmero de niveles de energia del oscilador que entran en un intervalo de

energia térmica kT y juega el mismo rol que el cociente de voliimenes o de temperaturas en

(4.2).
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V. GASES PERFECTOS: MOLECULAS CON GRADOS DE LIBERTAD INTER-
NOS.

El gas ideal monoatomico ilustra el planteo general para el caso de particulas con grados
de libertad internos. Por tratarse de gases ideales, sera valida la factorizacion de la funcion
de particién total y sélo tendremos que preocuparnos de la individual Z;(V,T), pero ahora
tendremos que tener en cuenta que el espacio de fases monoparticular se amplia. Como
cada molécula estd formada por, digamos, M atomos, el Hamiltoniano monoparticular no

es simplemente traslacional; su forma apropiada sera

Mpl* |1 & .
H1 = Z # + 5 Z ‘/int (]7 k) + Helectrones + Hnﬁcleos
j=1 <M j#k=1
= Hy+Hp+ Hy +H. + H, (5.1)
donde ,
P
Hy = — (5.2)
sz]‘
j=i
es el Hamiltoniano de traslacién de la molécula como un todo con Pgy = Zj]\il p; el

impulso del centro de masa (CM), y Hg, Hy son respectivamente los Hamiltonianos para
las rotaciones de la molécula alrededor de un eje espacial y para las vibraciones internas. Esta
expresion del Hamiltoniano molecular como una suma de términos independientes conduce

a una factorizacion de la funcion de particion individual
VT =Zy Zp Zy Ze Z, (5.3)

y por lo tanto, a la aditividad de la funcién de Massieu y sus derivadas, que contienen cinco
contribuciones para cada molécula. En particular nos interesaran los calores especificos
moleculares, que son medibles y proporcionan informacién acerca de la naturaleza de los
espectros de energfa asociados a cada conjunto de grados de libertad (gl).

Antes de comenzar a analizar las distintas contribuciones, observamos que cada funcion
de particiéon contendra una suma del tipo

_ gelad
Zy = 3 e e (5.4)

nimeros cudnticos n

donde cada uno de los espectros tendra un cuanto kO, y una temperatura caracteristica,
de modo que

e = kg f(n) (5.5)

46



con f(n) una combinacién de los nimeros cudnticos que lo definen. Esto generaliza las
consideraciones del caso traslacional: el parametro relevante para decidir de qué manera se

calculardn las sumas serd kO, = % y la elecciéon incluye las posibilidades

. © . . .
e (a) Si Tgl << 1, el espectro aparece continuo para la resolucion de los termémetros

en uso, entonces Zy ~ [ de g(¢) e— 1

o (b) Si S8 >> 1, entonces Zy ~ glzo) e P20 4 gler) eI 4

En todos los casos, para obtener el calor especifico ejecutaremos la regla

.

by = InZy (5.6)
.

Uy = —85%71 (5.7)
.

Cy = aa[;i’l (5.8)

Analizamos a continuacién las contribuciones individuales:
1. Traslaciones:

e (a) Es el caso del gas monoatémico con la masa total de la molécula, de modo

que la EdE es la del gas perfecto con el calor especifico de equiparticion.

e (b)
Z ~1+3e P81 (5.9)
con €; = k©,;. Entonces
b ~ In(1 4+ ¢ kO (5.10)
U 36RO kO 5.11
t m t (5.11)
@ 2 _%
C, ~ 3k (Tt) e T (5.12)

Se verifica asi la llamada Tercera Ley de la Termodinamica.
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2. Electrones:

La escala de las energfas electrénicas es el electrén Volt (eV). O sea, tipicamente
kO, ~ 1-10 eV. Por lo tanto en condiciones ambientes siempre estamos en el caso (b)

ya que O, ~ 10* — 10°K >> T,. Entonces

Zo ~ gleo) e P%0 (5.13)
Ve ~ —Peo (5.14)
U, ~ g (5.15)
C, ~ 0 (5.16)

Los grados de libertad electréonicos de una molécula estan congelados; no es posible

excitarlos a temperatura ambiente.

3. Ncleos:

El caso nuclear es similar al electronico pero en una escala mas dramatica, ya que las
energias nucleares caracteristicas son del orden del keV o MeV. Tipicamente, O, =

10° — 101K << T, luego C,, ~ 0.

4. Rotacional:

Es necesario distinguir varios casos segin la estructura y la forma de la molécula;
el caso mas simple y suficientemente ilustrativo es el de la molécula diatémica
heteronuclear: si la molécula es homonuclear la indistinguibilidad cuantica de los
nucleos acopla las rotaciones con los grados de libertad nucleares y esta situaciéon se
estudia separadamente. Si la molécula contiene mas de dos atomos el andlisis del

espectro rotacional depende de la forma de la misma.

En el caso indicado —ejemplos de tales moléculas son CO, N, HCl, HD- el espectro

caracteristico estd definido por un tnico nimero cuantico J y es

2

h
er =5z (I +1) (5.17)

2
con el cuanto rotacional kO = %, donde 7 es el momento de inercia de la molécula
para rotaciones alrededor de un eje perpendicular a la recta de unién de los atomos. Los

valores caracteristicos de las temperaturas rotacionales estdn en el rango 107! — —102K
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(ej. 0.081K para Ky y 85K para Hs). Esto es interesante ya que cubre los casos (a)

y (b) —al menos, ©f puede ser comparable con T,.

e (a) La suma cuéntica sobre el espectro se puede aproximar por una integral y es

simplemente
Or
00 ——— J(J+1
J=0
Or
oo ——J(J+1
~ / a@rrne 7 UTY
0
Or
_ R 1
- (5.1)
La reconstruccion de la Termodinamica es
Yr = —InfB+ 1y (5.19)
Up = kT (5.20)
Cr =k (5.21)

Se puede corregir esta forma de sumar apelando a la féormula de Euler—Mc

Laurin

no oo ([ \k
>a, = /m dn a(n); (an, +an,) + kz_: ((2]3>! By, [a(2k—1)(n2) — a(2k71)(n1>}
1 - (5.22)

n2

con los nimeros de Bernouilli B, que se encuentran tabulados. Asi se obtiene

correcciones a la formula clésica,

Zr(V.T) =
T 10 1 @R)2 4 (@R>3
= — |14+ 4 = (= — (= 5.23
@R[+3T+15<T +315 T + ( )
° (b) Es
Zn~ 143001 (5.24)
con €1 = 2kOr. Entonces

Yr ~ In(1 + 3¢~ 20k0) (5.25)
U 6e—20kOn kO 5.26
R ~ 1—}—36_26]{:@1% R ( : )

Or

2 _9o R
Cr ~ 12k(@TR) e T (5.27)
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FIG. 5:
nuevamente, de acuerdo con la Tercera Ley.

El limite clasico Cgr =~ k sugiere equiparticion. Esto se puede verificar proponiendo
un calculo estrictamente clasico, para lo cual se considera un rotor o rotador rigido
(particula de masa m a distancia ry del origen de coordenadas). Su Lagrangiano clésico

depende de los angulos y velocidades como
L= ;m (r2 sin? 0 $? + r2 6%) (5.28)
Los impulsos canénicamente conjugados a las variables espaciales son
pp, = mry sin® 6 (5.29)
po = mrg 0 (5.30)
Por lo tanto, con el momento de inercia Z = mr2, el Hamiltoniano del rotor es

:A i
27 sin’f 27

Entonces la funcién de particion clasica del rotor es

Hp (5.31)

_ﬁ p?” T2
g d9 dpy dodp, ~ o7 \ginZg "1
=) T ©
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R
FIG. 6:
2 2

o _pPe . ~ _q_Pe
— o / dps P57 / d@/ e P 79 (5.32)

o h 0 o h

8T2TkT

- &2 (5.33)

Si por analogia con el caso traslacional definimos una longitud de onda térmica

rotacional \p = ——-—— —notar que no tiene dimensiones, luego su significado es
V2rIkT ’

una escala angular— la funcién rotacional se expresa como

47 T
Ip=-——=— 5.34
72 7 op (5.34)

Es conveniente repasar el teorema de equiparticién, que simplemente expresa la

ol



propiedad de las integrales en fase del tipo

/O:o dx e—ﬂax’? = \/Z (5.35)

donde x es cualquier variable en fase, una coordenada o un impulso. Esta dependencia
con [ se traslada a la funciéon de Massieu con una contribucién —% In 3, la cual a su vez
aporta % kT ala energia sea cual sea la naturaleza de la variable de integracién. Vemos
entonces que el rotor cldsico recibe esa contribucién por cada uno de los impulsos

candénicamente conjugados a los angulos, lo que explica el valor del calor especifico.

. Vibraciones:

Como la distancia de equilibrio rq entre los atomos de la molécula heteronuclear corre-
sponde al minimo del potencial interatomico, pequenas excursiones alrededor de esta
posicién de equilibrio que convierten a la distancia en r(t) = ro+0r(t) estdn sometidas

a una fuerza restauradora arménica. Aparece entonces un espectro vibracional
1
e=hw (n + 2> (5.36)

que introduce inmediatamente el cuanto vibracional y correspondiente temperatura
como kOy = hw. Los valores de la temperatura vibracional estdn en el rango 10? —
—103K (por ejemplo, 310K para I, y 4227K para CIH). La funcién de particién

vibracional es

_ —fhw/2 —fBnhw _ €
Z,(V,T)=¢e nzz:oe = phw (5.37)
y sigue la reconstruccion
by = —ﬁz“’ “In (1 - e—ﬁhw) (5.38)
hw  hwe Ohw
— Bhw o\ 2
Oy = k—r" B (5.40)
(1 _ e—ﬂhw) kT
Este calor especifico presenta los casos limites
o (a) Es fhw << 1y
k
C, ~ (Gha? (Bhw)? =k (5.41)



Tipode gt |25 o [l
Traslaciones % = 73/2 (%)3/2 ﬁ kO (n2 + n2 +n2) #‘;/3 %k (Tt)2 —-6¢/T
Rotaciones j\l—g = @lR \/ﬁ kOR J(J + 1) % E 12k (%) o—20R/T
Vibraciones % = @lv kO, (n + %> hw 1 ( 2 e—©u/T

TABLE IV: Funciones de particién, espectros y calores especificos en los limites cldsico (C) y

cuédntico (Q) para moléculas diatémicas heteronucleares.

Observamos que en este limite, la funcién de particion (5.37) y la energia media

son, respectivamente

kT T
Ty o~ o= 5.42
hw @V ( )
U, ~ kT (5.43)

en correspondencia con la prediccion para un oscilador clasico en una dimensién,

para el cual debemos plantear

2

2
mw P
_ ([ dqdp _ﬁ< 2 +2m>_kT

poniendo en evidencia nuevamente el teorema de equiparticion.

e (b) Es fhw >> 1y (11.26) se aproxima por

hw)™ —0,/T
Oy ~ k (kT> / (5.45)

que se puede obtener a partir de los dos primeros términos de la sumatoria de

partida para la funcién de particion.

Podemos resumir los resultados anteriores en la siguiente tabla

A. Rotaciones de la molécula diatémica homonuclear

Se trata de moléculas tipo Hy, Dy, O, para las cuales se propone una funcion de onda

molecular

77Z}molecula(]~a 2) = 77ZJC'M(I{C'J\/[) ¢R(9, 90) 'lvbv (T) ¢electrones 'lvbmicleos (546>
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donde los niicleos tienen spin I. Segin que el spin sea entero (= nh) o semientero
(= (n+ %)h), Ymolecula S€Td simétrica (Vmolseuta(1;2) = Pmolécula(2,1)) o antisimétrica
(Ymotseuta(l, 2) = —Wmolscula(2, 1)) ante el intercambio de los niicleos atémicos.

Desde el punto de vista geométrico, intercambiar los niicleos es cambiar el vector relativo
r en —r; en coordenadas esféricas esta transformacién (inversién respecto del origen) equivale
a modificar los angulos segun la combinacion (6, ¢) < (7 — 6,7 + ). Ese cambio afecta a

la funcién de onda rotacional, que contiene un armonico esférico con momento angular J y

por lo tanto experimenta la transformacion

wR<97 @) A wR<7T - 67 T+ (P) = (_>JwR(6> 90) (547>

Las funciones de onda del centro de masas, electrénica y vibracional no son afectadas por el
intercambio de los nicleos. Entonces el comportamiento de o1scula €St gobernado por el

del producto ¥g Yngeeos. Analicemos las combinaciones posibles:

1. Los nicleos tienen spin entero (por ejemplo, en la molécula de Dy), I/h = n, luego

Ymolécula debe ser simétrica: por lo tanto las combinaciones son

e Si J es par, Yngcleos €S Simétrica

e Si J es impar, ¥ngcleos €S antisimétrica

2. Los nicleos tienen spin semientero (por ejemplo, en la molécula de Hy), I/h = n+1/2,

luego Ymolécula debe ser antisimétrica: por lo tanto las combinaciones son

e Si J es par, Yngeleos €S antisimétrica

e Si J es impar, ¥ygeeos €S simétrica

Esto significa que en el momento de calcular la funcién de particion rotacional, debe
incorporarse, para cada sumando J, un factor de degeneraciéon que cuenta las funciones
de onda nucleares compatibles con ese J, es decir, la cantidad de funciones simétricas o
antisimétricas que se puede armar para el dado spin. Como para cada niucleo hay 2 T +
1 estados de spin posibles —funciones de onda que coexisten—, un par se puede armar de
(21 + 1)? maneras distintas, de las cuales I(2] + 1) son antisimétricas y (I +1)(2/ + 1) son
simétricas. Los factores de peso que hay que asignar, ademas de la degeneracién angular (2
J +1), son las fracciones relativas al total, distinguiendo los casos como en la enumeracién

anterior:
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1. Para spin entero (caso de Ds), se tendré

I+1 —Be I —Be
Ip= —ro 2J +1 S — 2J +1 J 5.48
R= 57T men( +1)e + 5 T szpm( +1)e (5.48)
2. Para spin semientero (caso Hs),
I -3 I+1 —B
Zn= —— 2J 4+ 1 €J 2J +1 €7 5.49
R= 571 JW< +1e + oI J%M( +1)e (5.49)

En la jerga habitual, las moléculas con mayor peso estadistico son de tipo "orto” y
las otras de tipo ”"para”. De lo enumerado arriba concluimos que la funcién de particion

rotacional siempre puede expresarme como

ZR = Yorto Zorto + gpara Zpara (55())

de modo que podemos conocer la fraccion

nro. de ortomoléculas I+ 1 Z,.40
r = _ = (5.51)
nro. de paramoléculas I Zpura

donde el prefactor vale 2 para Dy y 3 para Hs, y el cociente de funciones de particién depende

de la temperatura.

B. Moléculas poliatémicas

Dejando de lado las variables electrénicas y nucleares, esto es, considerando los M atomos
como constituyentes espaciales de la molécula con 3M grados de libertad, podemos establecer

el siguiente reparto:

e 3 gl’s corresponden a la traslacién del centro de masa;
e segtn la forma de la molécula, 2 o 3 gl’s corresponden a las rotaciones;

e los3M 503 M -6 gl’'s restantes corresponden a vibraciones, con frecuencias distintas

Wi
Las posibles formas son las siguientes

1. Molécula lineal (por ejemplo, C'Os). Se comporta como un rotador rigido con dos

orientaciones posibles indistinguibles, luego

Zp = ; > (20 + 1)e e (5.52)
J
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2. Molécula esférica: tiene sus tres momentos de inercia iguales a Z. Su espectro es

idéntico al de una molécula diatémica.

3. Molécula axial: es un elipsoide de revolucion, tiene dos momentos de inercia iguales,

T, =1y # I3. Su espectro se puede calcular analiticamente y es

h? 1 1
JK = 2 1174+ 1) + K2 ( - )} 5.53
con K = —J, ..., J. La funcién de particién se suma numéricamente.

4. Molécula triaxial: los tres momentos de inercia son distintos; no existe expresion

analitica para el espectro, pero se puede calcular el limite clasico de un rotor triaxial.

Las conclusiones de este capitulo pueden resumirse como sigue. Hemos visto que la pres-
encia de gl internos agrega sumandos a la funciéon de Massieu, que se transmiten a la energia
media de cada molécula y al calor especifico, pero esas contribuciones no dependen del vol-
umen de la caja, luego no modifican la EdE: el gas es perfecto. Solo los gl traslacionales
aportan a la presion; esto se explica teniendo en cuenta que la presion se debe al impulso
que las moléculas transfieren a las paredes contra las cuales chocan, y tales colisiones com-
prometen tnicamente a los centros de masas moleculares. Los gl internos se manifiestan en

el calor especifico, que adquiere la forma
C - Ct + CR + Z Cvi + Celectrones + Cnlicleos (554>

En funcién de la temperatura, las distintas contribuciones van apareciendo a medida que se
excitan los correspondientes gl, para lo cual hay que suministrar la anergia del cuanto. En
general, vale la regla ©; << O < 0,, << O, << 0O, con escalas diferentes, de modo que el
calor especifico adquiere un aspecto escalera a medida de aumenta la tempratura. Las posi-
ciones de los escalones en las respectivas ©4 permiten determinar —medir indirectamente—
propiedades microscépicas de las moléculas —por ejemplo, sus momentos de inercia con re-
specto a tres ejes. Es sorprendente que un método tan antiguo, simple y clasico como la

calorimetria puede actuar en beneficio de la fisica atémica.
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VI. GASES IMPERFECTOS. I. GASES CLASICOS REALES

Se trata de un gas de particulas distinguibles con interacciones. Corresponde al sigu-
iente hecho experimental: durante el siglo XIX, la observacion sistematica de las isotermas
P(n), que para un gas perfecto deberfan ser P(®) = nkT, indicaba que al bajar la temper-
atura, a altas densidades la presién medida P era menor que la presion perfecta. A cierta
temperatura T las isotermas presentan un punto de inflexion, y para T > T aparece un
"plateau” horizontal que separa una rama gaseosa a bajas densidades, de una rama liquida a
altas densidades con una EdE diferente de la del gas. Inmediatamente se atribuyeron estas
desviaciones a las interacciones moleculares atractivas, que tienden a agrupar particulas,
reduciendo su capacidad de ejercer presion sobre paredes y superficies de instrumentos de
medicién.

Fenomenolégicamente, la EdE real se ajusta con un polinomio

P=FkT> By(T)n (6.1)
j>1
que se llamé expansién del virial, donde B,(T) es el j-ésimo coeficiente del virial,
ajustable, con By = 1y |B|;11 < |B];-
La Mecénica Estadistica procura calcular la presién medida P = P 4+ § P a partir de

la funcion de particion para el sistema interactuante

2

b; 1
dSqu3Np Z +§Zvi'

1 —~ 2m et
- 4+ &+~ 7 ’L#
25 T) = 37 [ e ]
= ZQ(V,T) Qn(V,T) (6.2)
donde ]
d*Ng 2 ZVU
Qn(V,T) = e’ i (6.3)

VN
es la integral de configuracion. El objetivo final es poder interpretar los coeficientes del
virial en términos del potencial de pares V; y, por ejemplo, utilizar los datos experimentales
para probar modelos de interaccion y ajustar sus parametros, generando un mecanismo de
empleo de resultados macroscopicos para conocer variables o funciones microscépicas. De

esta manera, la funcion de Massieu candnica sera
e(N,V,T) = (N, V,T) + n Qn(V, T) (6.4)
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de modo que la correccién a la presion se obtiene a partir de

8]1162N»

pP=pPO L kT 6.5
+ 5 (6.5)

Es conveniente introducir la funcién de correlacion
Fr)y =PV g (6.6)

que contiene la misma informacion que el potencial de pares pero no presenta divergencias,
ya que si V(r) — oo, f(r) — -1, y cuando r — oo, tanto V(r) como f(r) tienden a cero.
En otras palabras, f(r) es el potencial suavizado y el integrando de Qy se factoriza como

II Vi = IT (fi; + 1)

1<J 1<j

= 1+> fis+ > fiifut+]]1s (6.7)

i<j i<j k<l i<j

Veremos que el célculo de la integral de configuracién es exacto y riguroso, pero como
presenta algunas dificultades, es 1til antcipar alguna aproximacién que pueda orientarnos.
Supongamos por ejemplo que V(r) es débilmente atractivo en la escala de kT, de modo que

f(r) es esencialmente —(BV (r) << 1. Esto nos permite truncar la expansién (6.7) a orden f,

o~ [ (1+ 5]

1<J
1NN -
VN 2
N(N

=1+ |/ /d3CI1 gz f1o
Dy [ @i

~ 1+f /d3rf (6.8)

=147

En la penitltima linea hemos hecho el cambio de variables al centro de masa del par,
g d3qy = d®Repr d®r e integrado las coordenadas del CM en todo el volumen. En la
ultima aparece la aproximacién usual para sistemas en el limite termodinamico, N >>1.

Entonces la correcion a la presion es

7 o 3
5P kTavln[H /drf]

TW lzv / &r f(r)]

1 2 3
— —KTn / &r f(r) (6.9)
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de donde
1
P~ kT {n —n? 3 /d?’r f(r)} (6.10)
y encontramos una expresion para el segundo coeficiente del virial,
1 3
By(T) = =5 /d r £(r) (6.11)
Verifiquemos la razonabilidad de esto mediante ejemplos.

1. Interaccion de esfera dura:

0 r>a (6.12)
y por lo tanto
f(r)=—-6(a—r) (6.13)
Entonces es
2
By(T) = 3 Ta® >0 (6.14)

Esto tiene sentido, ya que la repulsién aumenta la presion con respecto a la del gas

ideal al estimular que las particulas prefieran tener grandes separaciones.

2. Pozo atractivo:

V(ir)=-V0(a—r1) (6.15)
y por lo tanto
F(r) = (eﬁVO _ 1) Oa—r) (6.16)
En este caso resulta
Vo — 1 4n 3

Este resultado es consistente con los experimentos: la atraccion disminuye la presion

con respecto a la perfecta, porque reduce los choques con las paredes.
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A. Calculo riguroso de la integral de configuraciéon

Para calcular todos los términos de

d3Nq
QNI/ N 1+Zfz’j+ Z fijfkl+~-~+Hfij (6.18)
i<j i<j,k<l i<j
se adopta una representacién grafica
Qv => GY (6.19)

donde Gg\;) indica el valor de la integral de un grafo de N particulas. Aqui definimos
Grafo = coleccién de N puntos con M lineas de interaccién, 0 < M < N (N-1)/2.
El valor del grafo es

- d*Nq
G\ = TN It (6.20)

y comprende las correlaciones propias de la coleccion seleccionada. Es importante tener
en cuenta que el desarrollo (6.18) contiene todas las posibilidades de repartir los N indices
colocando correlaciones entre ellos, lo que nos obligara a realizar un contaje de grafos con
idéntico valor, ya que distintas maneras de numerar y disponer interacciones de pares pueden
tener el mismo valor de la integral.

La primera observacién es que una integral de grafo puede factorizarse en integrales
irreducibles de menores nimeros de particulas. Introducimos asi el concepto de l-racimo

l-racimo o racimo de 1 particulas = conjunto de | particulas donde cada una de ellas
esta unida directa o indirectamente a todas las otras.

Luego las integrales de racimo (provisorias, veremos mas adelante qué factores conviene

anteponer)

dSl q
Vi
son irreducibles ya que no admiten factorizaciones posteriores.

R = ( sus f’s) (6.21)

Entonces, un grafo genérico puede representarse como un conjunto de ”cajas” rotuladas

por el indice 1, capaces de albergar, respectivamente, m; racimos, con la restriccion
N = Z [my (6.22)
1

De esta manera un grafo queda determinado por el conjunto {m;} o configuracién y su

valor sera

Gy =TI rR™ (6.23)
l
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Como observamos anteriormente, cada configuracion estd degenerada, ya que hay muchas
maneras de formar los conjuntos de racimos a partir de las N particulas, por lo tanto la
integral de configuracién se escribe como

Qv =Y g({m}) HRE’” (6.24)

{mi}

y nuestro problema es ahora calcular la degeneraciéon g({m,}). Esta se compone de las
N! maneras de ordenar las particulas, debiéndose descontar dentro de cada arreglo, las 1!
permutaciones dentro de cada racimo y las m;! permutaciones de los racimos formados. Asi

se obtiene
N!
g({mi}) = TG m) (6.25)

lo que nos permite escribir la integral de configuracion en una version simplificada,
=Ny I [ : (Rl)mll (6.26)

{mu} 1
Introduciendo la funcién de particién perfecta y repartiendo factores, teniendo en cuenta el
vinculo (6.22) resulta la funcién de particién real

my

~ S0 l L (VlRl> ] (6.27)

Gy 0 Lt A3
pero, esta suma no se puede hacer analiticamente ya que las sumas se encuentran ”anidadas”:
en efecto, se puede advertir que una vez elegido m; entre 0 y N, hay (N-m;)/2 maneras de
elegir my, a continuacién (N - m; - 2 my)/3 maneras de elegir m3 y asi siguiendo.

En estas situaciones —en general, cuando la funcion de particion no es sumable—se advierte
la ventaja de la equivalencia de los conjuntos estadisticos; como sabemos que la EAE de un
sistema macroscopico es la misma en todos los CE’s, podemos elegir el que més conviene
para nuestros objetivos. Veremos a continuacién que el conjunto Gran Canodnico remueve la
dificultad de la suma: consideremos la funcién gran particién

Zao(u, V,T) = Zz Zn(V,T) Z 3 H[ ! (il;;lfjml} (6.28)

|
N=0 N=0 {m;} | L"u:

Vale la pena el ejercicio de desarrollar los primeros términos de la suma sobre N y las
correspondientes sumas ”anidadas” para reconocer que la totalidad de sumas y productos

se puede reorganizar en la forma

i > =llI i (6.29)



lo que permite factorizar la gran particion como

Zoc(u V. T) = 1 Zuu.V,T) (6.30)

con

|
my=0 my:

Zl 1% bl
> 1 (AVIRN\™ \3
Z(p,V.T) = >, — (W =e (6.31)
Esto es un gran avance, ya que la factorizacion permite interpretar que de alguna manera,
estamos representando a nuestro sistema por una coleccién de sistemas no interactu-

antes. Ademds, para poder reconocer los factores, hemos redefinido las integrales para que
Zl Vl Rl Zl % bl
e ) =\ e (6.32)

Vl—l
b= s B

1 )
= W /dglq (SUS f S) (633)

sea

es decir, con

La cantidad b; aqui definida es la integral de racimo de la teoria de gases imperfectos.
Vemos que los factores (6.31) representan funciones de particiéon GC de gases ideales con
fugacidades efectivas

2] = Zl bl (634)

o potenciales quimicos efectivos

=1+ 1Inb (6.35)

Entonces podemos interpretar que el sistema original se ha reorganizado en subsistemas no
interactuantes, cada uno de los cuales es un gas de racimos irreducibles que se comportan
como cuasimoléculas. La interaccion se ha utilizado integramente en formar racimos y
proporcionar las fugacidades efectivas.

Como hemos logrado factorizar el volumen GC en el espacio de Fock, la funcién de
Massieu es una suma sobre los subsistemas —en este caso, los gases ideales de racimos—

Zl \% bl
A3

Yo, V,T) =Y

l

(6.36)
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de modo que las ramas de la EAE GC son series de potencias de la fugacidad,
v !
PV = kTﬁ Zl:z by (6.37)
4 !
(N) = e le b (6.38)
1

lo que reafirma que P # n kT. Ademas, la ecuacién (6.37) muestra que la presién se compone

de la suma de presiones parciales de los gases cuasimoleculares participantes.

B. Calculo de los coeficientes del virial

Volvamos a nuestro propésito original de obtener una descripcién microscopica para los

coeficientes del virial. Para ello escribimos

BPV - S by 2
—— =) BT =" 6.39

O sea

> b = (ZJ: B;(T) njl) (zkj k by, zk> (6.40)

1

y reemplazando las densidades por su expresién obtenida de (6.38), se puede extraer los
coeficientes del virial comparando potencias de la fugacidad. Este procedimiento es facil de
realizar con un programa de calculo simbdlico; para los primeros coeficientes se puede obtenr

unos pocos a mano y son

by = b By (6.41)

by = Bs f\i + 2B by (6.42)
Siendo b; = 1, obtenemos B; = 1 y By = -A3 by, que utilizando el correspondiente valor
(6.33)

by = 2; / &r f(r) (6.43)

nos conduce al segundo coeficiente del virial (6.11) de la aproximacién previa al desarrollo
en grafos.

Con un poco mas de esfuerzo se obtiene

1
By = _W /d3CI1 d36]2 dSQB fi2 f13 fi3 (6-44)
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y se demuestra que en general es

B, =~ [a¥ar; (6.45)

con I7 la suma de los diagramas de j-particulas doblemente conectados, que son aquellos en
los que la supresion de cualquier nodo y sus lineas deja un racimo en el que cada particula

permanece conectada con todas las demas.
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VII. GASES IMPERFECTOS. II. GASES IDEALES CUANTICOS

v
)\3
todos los gases en condiciones macroscopicas corrientes, pero la regla de buen contaje de

La condiciéon de macroscopia -5 >>1 o de espectro continuo % >> 1 se cumple para casi

Boltzmann en la aproximacién de Stirling N! ~ N¥ nos da la funcién de particién perfecta

en términos del volumen especifico

N N
0) . 1 %4 v
R =5 (5) ~ () (1)
La fracciéon % no est4 obligada a ser grande en condiciones macroscépicas, de modo que

A

se abren dos situaciones extremas:

1. Si % >> 1, entonces los paquetes de onda asociados a las particulas estan casi todo
el tiempo bien separados y podemos considerar a las mismas como distinguibles.

2. Si << 1, entonces las particulas son indistinguibles; no se puede asignar coorde-

U

/\3
nadas e impulsos a cada una de ellas con certeza.

Por lo tanto la condicién v = A3 determina un umbral que separa dos regimenes, que

llamaremos respectivamente no degenerado y degenerado. La terminologia hace honor

a una cuestiéon semantica, que asigna el concepto de degenerar al opuesto de generar: si el

segundo es crear, por consiguiente dar identidad, el opuesto es suprimir la identidad. La

condicién limite permite establecer dos escalas:

1. Para cada temperatura hay un volumen o densidad de degeneracion

h? 1
vn(T) = 2rmkT)32 — np(T) (72)

2. Para cada densidad hay una temperatura de degeneracién

h2

To(n) = 2rmkuv?/3

(7.3)

Un gas de particulas idénticas estard degenerado (o cudnticamente degenerado) cuando
se encuentra a una temperatura 7' < Tp y/o a una densidad n > np; se puede establecer
matices, considerando al gas como débilmente o fuertemente degenerado. Evidentemente, a
T = 0, todos los gases se encuentran totalmente degenerados ya que los paquetes de onda

se superponen totalmente, abarcando el volumen de la caja en el limite termodinamico.
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Pero, observando que la temperatura de degeneracién a una dada densidad es

h2
T 2rmkV2/3

1

Th N2 =Z0,N?® >> 0, (7.4)
m

es posible tener temperaturas T en el medio del intervalo, es decir
0, << T <<Tp (7.5)

que sigue cumpliendo la condicién de espectro continuo y por lo tanto simplifica las op-

eraciones, ya que las sumas sobre estados se pueden aproximar fehacientemente por las

integrales segin la regla (4.35).

La indistinguibilidad tiene consecuencias sobre la funcién de particién candnica (4.26)
Zo(N,V,T) = 3 (Wile PH ) (7.6)
[¥k)

ya que los vectores de estado |¥y) tienen que cumplir con el postulado de simetrizacién

o de correlacién spin—estadistica:

Los estados de N particulas indistinguibles deben pertenecer al subespacio totalmente
simétrico o totalmente antisimétrico del espacio de Hilbert de N particulas segtin que el spin
(en unidades de &) sea entero o semientero.

Los espacios antedichos corresponden a los autoestados del operador de intercambio

A

E;; cuya accion sobre los vectores de estado es intercambiar los nimeros cudnticos i, j

Eij‘\Pklkg.‘..ki...kj...kN> = Wi koo o ki ky ) (7.7)

y los espacios totalmente simétrico HE{?) y totalmente antisimétrico H%‘) son los que con-

tienen, respectivamente, a los estados simétrico y antisimétrico ante cualquier intercambio
By Wi eyt ) ) = Wi tyde) ) Vi, § (7.8)

Eij|‘I/k1k2....ki...k]-...kN>(A) = _|\I]k1k2....ki...kj...kN>(A) Vi, j (7.9)

El postulado de correlacion spin—estadistica establece que los tinicos estados posibles para

sistemas de N particulas indistinguibles son los que cumplen

Eij’\Ijklkg....ki...kj...kN>(n) =" ’\Ijklkg....ki...kj...kN>(n) Vi, ] (7.10)

con

n=(-1)*" (7.11)
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donde s es el spin entero o semientero de las particulas.

Para calcular los elementos de matriz de la funcién de particion, conviene partir de
autoestados de impulso (o de vector de onda) de las particulas agregando el gl de spin, |ks).
De esta manera estaremos seguros de que cualquier vector de estado |¥y) serd autovector

del Hamiltoniano

p[?
Hy|Up) =) —|¥ 7.12
wlv) = r 1) (712)
y tendremos la funcién de particion
gy Pl

1 —~ )

Zo(NV,T) = < > (Wile W) (7.13)
Y

Hemos incorporado el correcto contaje de Boltzmann, ya que como cada estado cambia con
el factor n = £ cuando se intercambia dos indices cualesquiera, el elemento de matrix es

invariante en cualquiera de las N! permutaciones de indices, es decir

9 -9
_62 Pi _BZ P

— ) -
(Viiko. ks ke ke € i A Wiko ks ken) = (Vkiko. ko kyokoy € i am [Wiko ey e ko)
(7.14)
y resulta interesante observar la equivalencia clasico—cuantica
1 dSN d3N 1
— / A AP ¥ (7.15)
N! h3N N!

Calcularemos los elementos de matriz en base a las tradicionales funciones de onda Wy (q),

es decir

9 -2
_ Z P; _3 Z P;
(e Ty = [@Nevige T v (7.16)

de modo que el préximo problema es construir funciones de onda de N particulas que cumplan
con el postulado de simetrizacién. Para ello acudimos al grupo de permutaciones de N

objetos: P es un operador de permutacién si

A

P(1,2,..,N)=(P1,P2,..,PN) (7.17)

donde todos los elementos Pi pertenecen a la n—upla original. Las permutaciones (N! en

total) forman grupo, esto es
1. PP = P"
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2. d1tal que Pt =1
3. APt talque PP ' =P P =1.

Para acciones del operador de intercambio, se asigna a cada permutacién una signatura
nt', donde P es el nimero de intercambios que dan lugar a la permutacién y vale =+.

Con ayuda de las permutaciones, se puede construir funciones de onda compatibles con
el principio de simetrizaciéon en la forma de permanentes o determinantes de Slater

respectivamente, a saber

¢k181(q1) ¢k181 (qQ) ¢k131 (CIN)
Viyso (A1) Vips (d2) oo Yipsn (AN)

Ui (q) = (7.18)

1
V N!

wstN((h) ¢stN(Q2) wstN(QN) .

Vemos que cada elemento de la matriz es una funciéon de onda monoparticular donde el
indice de la variable coordenada corresponde a una permutacién del indice de la variable

vector de onda, de la forma vy, (Pi). En notacién compacta,

Ui(q) = \/% Y1 s (Pai) (7.19)

P i=1
Con estas funciones de onda, teniendo en cuenta que la degeneracion de spin es g = 2s+1,
que los términos de la suma no dependen de spin, y utilizando la ventaja del paso al continuo,

la funcién de particion sera

D; -
1 1 , . -5
Zo(N,V,T) = i 3 N D% /d3Nq |:H¢j(qu) [Te 2m| |I]¥w(Pax)
" {kis;} ©' PP j i Lk
5 -
(GV)Y [ d*qdp P+P' * —f 2pl
~ NIN! / B3N >.n I |¢(Pai)e m ;(Paqy) (7.20)
o pp’ i

A. La funcién de particién de dos particulas

Antes de continuar con la complicacién que ofrece la expresion (7.20), es conveniente
analizar un caso sencillo en el que se puede poner en evidencia el procedimiento y las nuevas

magnitudes que aparecen. La funciéon de onda de dos particulas en el espacio simétrico o
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antisimétrico se puede expresar como

Vi, (A1) Vi, (d2) £ Y, (92) Y, (an)
V2

= VK, (d1,92) = £Vk K, (A2, 92)

Uik (A1, g2) = (7.21)

Por lo tanto el elemento de matriz de la exponencial del Hamiltoniano de dos particulas
indistinguibles es
_ (ﬁ? 153)
2m  2m
<k1k2’€ ‘k1k2>
" " % % _ﬁ ﬁ + &
_ /d3q1d3qg Ui, (A1) Vi, (a2) £ ¥, (a2) Y, (Oh)e om | 2m ) Vi (A1) ¥, (Q2) + Y, (92) Y, (91)
V2 V2
i p
5 ( 1 2
e

2m 2m> | Paid®es ([t el = i, ()i, (02)t (02) i (a)

2
PP (i —a2)  pi-(@—an)
- ( + ) 3 3 _Zpl d1—92) P1 2 1

Asi llegamos a

2 2
1 /172 _5<2pl+2p2> 1 ,Pi—p)-r
— 3 3 m m 3
ZQ(V,T)—Q(hg) /dpldpge 1:|:V/dre h
2
p-r
1 dp —Br— —10—
- Zéo)(V,T)i§V/d3r /h—fe Dom e " h (7.23)

Si comparamos con el caso de dos particulas cudnticas interactuantes, su funcién de

particion es

1
2V, T) = ZOW,T) Q= (V1) 143 [drs0)] (7.24)
podemos extraer una funcién de correlacién cudntica f(@)(r) mediante la identificacién
2
+ 2 ho| =291 = f@ 9

V|2 ame OV T) 3 O (7.25)

que da
_ 2mr? ©
f(Q)(T) —d4e N = eﬂv (r) _ 1 (7.26)
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y hemos identificado al potencial de Pauli

2mr?
VO@r)= kT In|l+e M (7.27)

repulsivo y atractivo para fermiones.

B. La funcién de particién de N particulas

Retomamos ahora el calculo de (7.20), con las siguientes simplificaciones sucesivas que

hacen amplio uso de las propiedades del grupo de permutaciones:

1. Llamemos Pq; = q;, es decir q;, = P~'q;. Por lo tanto

P'q,= PP 'q="Pq (7.28)
entonces
5 p; 3 p;
Z T]P+P, H ¢:(qu) e om ¢1(Pl q; N' Z p H 6 om. wi(P”ql)
PP’ i p
(7.29)

2. Luego (7.20) es

p?

\7anl d3N g d3N — L
2xv,my = WS [T e T @ e 2m wi(pa)
: P %

p?

d? —
p/d?)NqH/h—f Vi(q;)e 52m Yi(Pq;)| (7.30)

y reencontramos la estructura de la funcién de correlacion cuantica f(@(r) definida en
(7.25), ya que las integrales sobre impulsos relacionan pares de coordenadas que difieren en

una permutacion

» 3 ; _m(q— Pq)’
Sruil@e 2my(Pa)=c N =\/f@@-Pq  (731)

Por lo tanto la funcién de particién de N particulas indistinguibles es

N'A3N Z H/d - /W — Pq;) (7.32)

7@, T) =
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que es de la forma

2@V, T) = 209V, T) Qw (7.33)
con ,
@sznPH/qu/\/m (7.34)
P i
Luego
d*q; d3q;d3q;d>
av=1+n Y [P0 oy s [PaTuta [yo) [io [ 7

i7j iZjk
que es una expansion en racimos de origen cuantico.
A orden mas bajo, encontramos relaciones interesantes, que ilustran el significado de la

correlacion cuantica y sus consecuencias:

1.
By,
N~1+nz/ T4 p@ (7.36)
i#£]
3N
~ / — 1;[(1+nfi§??>) (7.37)
i#j

que, nuevamente, permite la identificacion del potencial de Pauli a través de la
definicion

19 [f@) (1) = =PV (7.39)

2. A partir de la suma sobre pares en (7.36), podemos continuar como en el caso cldsico

y hacer

Qx ~ 14 Y g
27>

N2 00 _
~ 1+77W /_Oodxe A2

3

N2Z)3
Esto genera una diferencia de presién con respecto a la presién perfecta
0lnQ A3
Q) — N — _ 2
P = kT v = nkTn 5572 (7.40)
que indica que hay un segundo coeficiente del virial
)\3
@ — _
B = M5572 (7.41)



Por lo tanto, la presién de Fermi (Bose) es mayor (menor) que la del gas perfecto,

reflejando el signo del potencial de Pauli.

. De la factorizacién (7.33), en el limite considerado queda

%
0
Z ~ 2 (1 +1 Nn 25/2>

y si nA3 << 1 (gas débilmente degenerado), esto es

n\3
@ _ 0 (7725/2> N

(7.42)

(7.43)

Esta relacion indica que la indistinguibilidad de las particulas y la necesidad de cumplir

con el postulado de simetrizaciéon, atiin en el limite de baja degeneracion, tiene un efecto

sobre el volumen en fase, vale decir sobre el total de estados accesibles, que disminuye

para fermiones y aumenta para bosones —revelando una vez mas la presencia de las

seudofuerzas de Pauli.
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VIII. LAS ESTADISTICAS CUANTICAS

El procedimiento exitoso en el caso del gas real clasico, a saber, construir la funcién de
particiéon gran candnica sumando las expansiones en racimos de las funciones de particion, y
posteriormente reorganizar las sumas y productos, podria aplicarse al problema de los gases
cuanticos pero resulta sumamente engorroso. Sin embargo, si se toma en cuenta los espectros
monoparticulares con sus energias cinéticas ¢y, cualquier configuracién microscopica del

sistema queda definida por el conjunto de niimeros de ocupacién {ny}, con los vinculos

N=yg)> n (8.1)
k

E = g an €k (82)
k

donde hemos tenido en cuenta la degeneracion g de los grados de libertad de spin. En estas
expresiones, E y N son los valores microscopicos correspondientes al microestado defnido
por la configuracion de las ocupaciones, sobre los cuales se realizan las sumas candnica y
gran canonica, respectivamente. En particular, podemos escribir cada funcién de particion

CcOo1mo

7@ =3 O (8.3)

Como las particulas son indistinguibles, cada configuraciéon de ocupaciones individualiza
univocamente al microestado, la suma estd completa y no hay factores de contaje. En otras
palabras, dar las ocupaciones identifica completamente el vector de estado |¥y) o la funcién
de onda Uy (q). Entonces la funcién de particién gran canénica tiene el formato de sumas

anidadas, a saber
0 N N-n;

Z9-% % Y% .. H[e—ﬁgnk (e = 1) (8.4)

N=0 n1=0 ns=0 k
Si se lleva a cabo un recuento de términos como en el caso del gas real , se concluye que las

sumas anidadas pueden expresarse como producto de sumas, esto es

7250 =11 (%)° (8.5)
Kk
con factores
Ze=Y e Pmclex—p) (8.6)
Ny =0

Vemos que la pérdida de identidad de las particulas otorga a los estados monoparticulares

la responsabilidad de la Termodinamica, ya que las funciones de estado macroscopicas se
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expresan como sumas sobre los estados cuanticos de las particulas. En particular, tendremos

Y@ =PV =gy InZk=g > i (8.7)
(N) =g Xk:<nk> (8.8)
U =g U (8.9)

con el nimero medio de ocupacién y la energia media de ocupacion por estado,

(nk) = za(;%; (8.10)
Uk = —6812{ = (nk> €k (8.11)

Las funciones de gran particiéon por estado deben calcularse separadamente para cada
estadistica teniendo en cuenta los niimeros de ocupacion compatibles con el principio de

simetrizacién. Los casos son:

1. Estadistica de Bose: los estados cuanticos totalmente simétricos admiten ocupaciones

arbitrarias de los estados monoparticulares, es decir 0 < n, < oo, luego

ZB) = i o~ P (ex — 1)
nyk=0

1
= sivsdlosier —u>0Vk 8.12
1_ e_ﬁ<5k — ,U/) y k 1% ( )

Esto significa que sélo es posible una estadistica de Bose si p <0 (2 <10 a > 0)

2. Estadistica de Fermi: los estados cuanticos totalmente antisimétricos sélo admiten
ocupaciones 0 o 1 de los estados de impulso (compatibles con la degeraneracién de

spin), luego

Z(F) _ i o~ B (ex — )

nk=0

— 14 e BlE—n) (8.13)

Las dos estadisticas se resumen en una tnica expresiéon, que es el punto de partida comun

para la construccién de la Termodinamica

-n
70 — |1 —peBlax—p) (8.14)



Asi tenemos la siguiente Termodinamica de los estados cuanticos monoparticulares

M — |1 —peBlE—n (8.15)
1
() —
(i) B . (8.16)
Ulin) = ()™ ey (8.17)

y a partir de la funcién de Massieu total,

Y = —pg Zln [1 _ ne—ﬁ(gk — W) (8.18)
K
obtenemos la EdE gran candnica
1
(NYM = g3 (8.19)
k eﬁ(gk - l’l/) — T]
un = g% K (8.20)

Existe una relacién importante entre el gran potencial y la energia interna, como surge
de consideraciones dimensionales. Recordando las reglas para paso al continuo de sumas

cudnticas, (8.18) es

P = —ng /de g(e) In [1 — ne_ﬁ(g - ”’)] (8.21)
donde
/dsg(s) = %4%(27713)1/2 /d551/2 = %\Z \/2% /dm 1/ (8.22)

en términos de la energia sin dimensiones = fe. Por lo tanto, como el integrando de (8.21)

depende de x y esta parametrizado por «, es

_ gV 2 1/2 N _3
P = g N /dxx Pyp(z;a) = ala) V 572 (8.23)
donde ¥ (z; a) es el factor que acompana a g(¢) en (8.22) y a es una funcién de o« = —fpu

determinada por la forma del integrando, de modo que al derivar se observa que la energia

total de todos los gases ideales satisface
3
U= 3 PV (8.24)

o bien, la presion es dos tercios de la densidad de energia. Este resultado no tiene que ver
con el caracter de perfecto o imperfecto del gas y es de naturaleza estrictamente dimensional

-se puede comprobar también que el factor 3 revela el nimero de dimensiones del espacio y
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el factor 1/2, la relacion de dispersién energia-impulso. De esta manera, la EAE GC siempre
puede expresarse en términos de nimero medio de particulas y energia media, lo que suprime
el incomodo logaritmo que aparece en la expresion del gran potencial.

Empleando la relacién (8.23), se pueden escribir las correspondientes integrales de la EdE

en términos de funciones sin dimensiones F" (a/) Estas son

gV
()@ = =5 Fyjh(a) (8.25)

2 Vv
POV =200 = gAg KT F)(a) (8.26)

con las funciones de las estadisticas cuanticas
1 00 21

FD(a) = —— / dr —o 8.27
o (a> 1—\(0_) 0 we$+&_n ( )

y vale la pena tener presente los casos particulares I'(3/2) = /7/2, I'(5/2) = 3/ /4 para
su empleo futuro.
Un caso particular interesante es cuando p < 0 (equivalentemente, « > 0 0 z < 1), ya
que en este caso el nimero de ocupacién es
—(r+ «
n(z) = — ( )
1—n o (7 + )
_ —(z+a) Sile —l(z+ )

>0
— an—l e—l(x 4+ Oé) (828)
>1

de modo que las funciones de la estadistica adoptan la forma

Fé”)(a) _ L /oo de 2%~ 1 Z nlfl e—l(l‘ + Oé) P
I'(o) >1
1

- l 1 Z / d —
= vy’ e (8.29)
F<‘7 z>1

Las series de potencias

FO(z) =3 o~ 1 2 (8.30)

1>0
convergen siempre ya que z < 1. Vemos entonces que cuando p < 0 la EdE de las estadisticas

cuanticas es de la forma de una expansién en racimos,

_ 2 gV - 2
POV = JUM = S5 kT Z 7 (8.31)
Z
(NY = ; - 113/2 (8.32)
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con integrales de racimo

o =1 (8.33)

La condicién estipulada, p <0, se cumple siempre para el gas de Bose y sélo en cierto
limite para el gas de Fermi. La situacién extrema py << 0 (o« >> 102z >> 1) corresponde a la
recuperacion de la distinguibilidad clasica de las particulas, porque el niimero de ocupacion

se aproxima bien por el factor de Boltzmann, en otras palabras

n®(z) = 1 (@ t+a) _ Bu —pe (8.34)
ol +a) _ 0
y la ecuacion de estado es la de un gas perfecto no degenerado, ya que las series sélo contienen
el primer término. Como ng) = 1, observamos ademas que en este limite clasico es z = nT)\?”
entonces la ocupacion clasica toma la forma
9 3/2
n(e) = Z (M) e e (8.35)
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IX. EL GAS DE FERMI DEGENERADO

La ocupacién es
1

6/6(8 - /’L) +1
y consideraremos el caso en que la longitud de onda térmica es no menor que la separacion

n(e;p,T) = (9.1)

/3 En estas condiciones el potencial repulsivo de Pauli estd

entre particulas, A & d = v
activo y aparece un costo energético para agregar una particula, luego p ~ U(N + 1) —
U(N)>0(oseaa <0y z>1)yaque no se puede ocupar estados ocupados. Desde otro
punto de vista, éste es el costo de construir una nueva funcién de onda antisimétrica. La

forma del niimero de ocupacién se obtiene analizando los casos particulares

n(e =0) = ea1+1 ~1 (9.2)
nle=np) = ; (9.3)
n(e>>u) ~ 0 (9.4)

La primera aproximacién es vélida si a << 0. Si examinamos ahora la regién de transicion
definida por el intervalo de energias Ac = €51 — €99, donde los subindices indican valores

del ntimero de ocupacion, un sencillo calculo da
Ae =2In9kT ~ 4,4kT (9.5)

de modo que cuando la temperatura sea mucho menor que el potencial quimico, B >> 1,
serda o << 0 y la distribucién del el gas de Fermi ultradegenerado no se distingue de la
distribucién escalén

n(e) = O(uo —¢) (9.6)
donde g = e representa la energia del ultimo estado ocupado o energia de Fermi.

La EdE se expresa en términos de las funciones de Fermi f,(a) = F{7)(a)

1 o0 271
fa(a):w/o e (9.7)

que no admite un desarrollo en serie por ser z > 1. En cambio, en el limite ultradegenerado

se puede integrar,

£.(a) = F(la) [T draeto-a—x) = 7 (o (9.8)
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y la EdE toma la forma

_ 2 N gV 2 5/2
PV =2U = "5 kT 52 (Bp)* (9.9)
gV 2 3/2

De aqui podemos extraer las siguientes conclusiones:

1. La medida de la imperfeccién del gas esta dada por el cociente

PV 2

T = 5 # 1 (9.11)

que ademas nos da la energia interna del gas ultradegenerado,

U= 3N (9.12)

2. Las relaciones (9.9) y (9.10) son independientes de la temperatura, ya que como A\* =
2 3/2
<2h—) (%2 la densidad del gas totalmente degenerado por grado de libertad de

™m
spin es

o () 013

g 3/7 \ I

y se puede expresar la energia de Fermi o potencial quimico a temperatura cero como

b= (Wn>2/3 (9.14)

2mm 4 ¢
hg 2/3
- — (67# Z) (9.15)

El gas de Fermi ultradegenerado exhibe escalas caracteristicas, que son validas cuando la
temperatura es finita pero inferior a la de degeneraciéon del gas a la dada densidad. Ademés

de la escala de energias establecida por pg o €, tendremos:

1. Escala de temperatura: resulta natural definir la temperatura de Fermi Tr(n) =

er/k, es decir en base a (9.14) y (9.15)

Ty ~n*3 ~ Tp(n) (9.16)

Vemos que salvo factores sin importancia, la escala de la temperatura de Fermi es la de

degeneracion del gas, de modo que todo lo que venimos diciendo vale para T' << Tk.
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. Escala de impulsos: el impulso de Fermi o radio de la esfera de Fermi que

contiene los estados ocupados en el espacio de impulsos, p < pg, queda definido en
base a (9.14),
1/3
3T n
- (\/_ ) (9.17)

. Escala de vectores de onda: el vector de onda de Fermi o radio de la esfera
de Fermi que contiene los estados ocupados en el espacio reciproco, k < kg, queda

definido en base a (9.15),

1/3
kp = (67r2 3) (9.18)

. Escala de longitudes de onda: las longitudes de onda permitidas para un gas ultrade-

generado son mayores que la de Fermi (A > Ar) con

2T 1

_ /B
ENW_U/_OZ (9.19)

Ap =
. Escala de presion: la presién de Fermi Pr es no nula, ya que de acuerdo con la forma
de la energia total y la dependencia de la energia de Fermi con la densidad, se

9 (2(N)er)

oV
0 (aV‘2/3)

= ———— a constante

ov

Pp = —

(9.20)

TN
<<

tal como vimos anteriormente para todos los gases ideales con relacién de dispersion

cuadratica.

. Escala de compresibilidad: el gas de Fermi es compresible a temperatura cero: pues

siendo Kk = —% % se puede escribir la incompresiblidad
1 0Pr
—=n— 9.21
Y " on (9:21)
y siendo Pp = bn®?, con b otra constante, resulta
1 2
—_— == 9.22
T gher (9.22)
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A. El gas de Fermi a temperatura finita: la expansion de Sommerfeld

Cuando la temperatura continia siendo menor que la de degeneracid, pero no lo suficiente
como para que el nimero de ocupacion pueda representarse por un escalon —en otras pal-
abras, cuado el ancho kT de la superficie de Fermi deja de ser despreciable con relacion a la
posicion e de la misma—, para establecer la EdE es necesario poder expresar las integrales
de Fermi (9.7) en forma analitica. Para ello se cuenta con la expansién asintética ideada
por Sommerfeld que consiste en lo siguiente. Se propone una integral que generaliza las que

aparecen en la EdE,

Y f(z)
T) _/0 de T (9.23)

llamada integral de Sommerfeld, donde f(x) es una funcién arbitraria, analitica en x =
Bu vy que crece maas lentamente que una exponencial cuando x tiende a infinito. Se parte

el intervalo de integracion y se reescribe convenientemente el integrando, es decir

- L) Lo
:/ dz f(x M+/ﬁmdx /@)

ﬁu eﬂ:“_x—i—l 1 e — Br oy

B f(Bu—y) f(Bu+y)
-/ dxf(x)—/o dy = =" +/ o (9.24)

Pero esperamos que mientras sea ' << p se mantiene el orden de magnitud p ~ pg, luego
B >> 1y en la integral que tiene esta variable como 1imite superior se puede sustituir,
teniendo en cuenta que para valores grandes de la variable el integrando es de orden e~ Y
por una funcién que crece més lentamente que e¥. Entonces, reagrupando y utilizando la

analiticidad de f(x), se tiene
fBr+y) — f(Br—y)

Bu 00
Is(T) = [ d / d 9.25
S() = [Mawp+ [T ayRAEE L (9.25)
Pu > y 2f"(Bu) =y
= [T 2/ (8u) [ d | d
/0 v f(x)+21(Bp) 0 yey+1+ 3! 0 yey+1+
de modo que necesitamos los valores de las integrales definidas
o yn
L= ["d 2
o Ve +1 (9:26)

que se calculan asi:

/dyyeyz l—ly

>0
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I>1 0
(_)l+1
= Z [n+1 I(n+1)
I>1

[ 1 1
= nl Z [ntl Z ln+1]

|l impar 1 par

1 1
= nl ZlnH_QZ(gl)nH]

| 1>1 1>1
1
— (1 - 271) C(n+1) (9.27)
con las funciones de Riemann ((z) o series arménicas generalizadas
1
(@) =Y+ (928)
1>1

Con los valores tabulados de estas funciones se obtiene finalmente la expansion de Sommer-

feld

4

Bu 2
Is(T) = [ de f(@) + % ['(B) + 505 1" (Bp) + .. (9.29)

que equivale a una expansion del nimero de ocupacién en la forma

() = H(3p — ) ~ = (0 — ) — 0 8" (3 )+ . (9.30)

Vemos entonces que las derivadas de la delta de Dirac estan a cargo de proporcionar el
ensanchamiento de la superficie de Fermi alrededor del potencial quimico. Es importante
tener en cuenta que se trata de correcciones: el gas de Fermi sera reconocible como tal
mientras exista una superficie de Fermi, es decir, en tanto y en cuanto su espesor sea mucho
menor que la propia energia de Fermi.

Finalmente, si la integral que se nos presenta estd expresada en la variable energia, el

procedimiento anterior lleva facilmente a la expansion

/d )+1

- /0 def<e>+g<kT>2 P+ o

soo (KD () + .. (9.31)
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B. Aplicaciones de la expansion de Sommerfeld

o—1
Esta expansién se aplica al calculo de las funciones de Fermi para f(x) = % y resulta

fo(Bu) = P(la) l(ﬂg)a + % (0 —1)(Bu)™ %+ ;go (0 —1)(0c—2) (0 —3)(Bu)*+ ]
= Bur 120 o — S 7—7T40 oc—1)(c—2)(c— N
~ ol(0) [1 + 6 ( 1) (Bp)? + 360 ( 1) ( 2) ( 3) G0) + 1
(9.32)

La primera aplicacion es al calculo del potencial quimico en funcién de la temperatura.
Para ello partimos escribiendo la ecuacion para el niimero medio de particulas en la forma

)\3
“ = f o) (9:33)

y (9.32) nos da

n\' 4B r?

SRS A -

Ahora procedemos por aproximaciones sucesivas tenendo en cuenta que se trata de una

expansion asintotica para G >> 1. Luego, al orden més bajo tenemos

34 3/2
"g - (é ’f/o% (9.35)

que es la ecuacién encontrada anteriormente, que define el potencial quimico a T = 0 o

energia de Fermi. La primera correccion se obtiene tomando un término mas en la expansion

y reemplazando en él el valor de pyg, es decir, para calcular un nuevo potencial quimico pq,

consderamos )
)\3 4 3/2 2
nA® _ 4(0m) [1 N 2] (9.36)
g 3V 8(Bho)
Pero en vista de la relacién (9.35), esto es
i ) o
3/2  3/2 7T ( T >
= 1+ — (+ 9.37
Ho H1 _ + 8 \Tr/ | ( )
de donde )
SRR
i (T) = po _1 12 <TF) (9.38)

Vemos que el potencial quimico se hacer menos positivo cuando T crece. Esto es
necesario para conservar el area bajo la curva de las ocupaciones, que representa el niimero

total de particulas

N = /0 " de g(e) n(e) (9.39)
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y ademds indica que cuando T' ~ Tk, i ~ 0. La estimacion no es rigurosa ya que cuando
T contintia aumentando hacia Tr se necestan mas términos en la expansién de Sommerfeld
para aproximar las integrales de Fermi, pero podemos esperar que estas correcciones de
orden superior sobre (9.38) preserven el orden de magnitud para el cambio de signo de (7).
Entonces concluimos que cuando T > Tr, u < 0 como sucede con un gas clasico, de modo
que hemos pasado el umbral de la transiciéon entre los regimenes degenerado y levemente
degenerado, o no degenerado.

La siguiente aplicacién es al calculo de la energia total. Para ello utilizamos las dos ramas

de la EAE y conseguimos el cociente

u § f52(Bp)

= 9.40
(NYET 2 f32(Bp) (540)
Empleando las correspondientes expresiones (9.7), resulta
™15 1
I+ ——
RO A 0
vy 5" [sz 1]
8 (Bu)?
3 T T \? 5r% (T \? T T \?
~ = 1—— (= 14+ — (= 1—— (= 9.41
5“0[ 12(TF>H+8<TF)H 8<TF” (941)
cuyo resultado final es )
3 5m2 (T
=—(N 14— (= 42
v 5<>“0[+12 (TF” (9-42)
Entonces, el calor especifico (a volumen constante) de los fermiones es
7 T
Cyv =k ——+— <<k (9.43)

2 Tr

Es importante notar que la proporcionalidad Cy ~ T para el gas de Fermi degenerado
es independiente de la dimension espacial, tal como se puede comprobar estudiando

separadamente los casos bi y tridimensional.
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X. APLICACIONES DE LA TEORIA DEL GAS DE FERMI: MAGNETISMO DE
LOS FERMIONES

La estadistica del gas de Fermi ideal se aplica a

1. Sistemas naturales como el gas de electrones en metales, con Tr ~ 10K, y gases de
protones, neutrones y electrones en interiores de estrellas y atmosferas estelares, con
Tr ~ 10° K. De hecho la aplicacién de la teorfa al gas de electrones en metales fue

propuesto por Sommerfeld hacia 1929.

2. Sistemas "tedricos” obtenidos por extrapolacion de los naturales, como es el caso de
la materia nuclear, un gas ficticio de igual cantidad de protones y neutrones en
el limite termodinamico, a la densidad que se encuentra en el centro de los nicleos

grandes. En este caso, Tp ~ 101 K.

3. Sistemas ”de laboratorio” como el *He liquido (Tr ~ 5 K) y los gases diluidos atrapados
en trampas magnéticas u oOpticas, donde Tr puede ser del orden de las decenas o

centenas de nkK.

Todos estos sistemas son paramagnéticos, pues tienen momento dipolar magnético

H=pugo (10.1)

con g = Q%ZC el magneton de Bohr y con ¢ la terna de matrices de Pauli rela-

cionadas con el spin por s = %a. Ademas, las particulas cargadas —tipicamente, electrones
y protones— exhiben diamagnetismo. El Hamiltoniano general para una particula con
carga ¢ y momento dipolar magnético en presencia de un campo B =V x A es

H—l( —qA>2— B (10.2)
=5 (P 1 :

C

de modo que el correspondiente potencial termodindmico de equilibro serda = &3 — M - B

con el momento magnético de componentes

0P o
0B, = (3B 19
e interesa calcular la susceptibilidad magnética
ami

J
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con la magnetizacion m = %

Mostraremos a continuacion el empleo de la teoria general para el cdlculo de la suscep-
tibilidad paramagnética de cualquier gas de fermiones de spin 1/2 (electrones, protones,

neutrones, dtomos de helio), y diamagnética de cualquier gas de fermiones cargados.

A. Paramagnetismo de Pauli

En presencia de un campo magnético, los niveles de energia monoparticulares ¢y, que
alojan los estados + de proyecciones de spin en la direccién del campo, experimentan un
desdoblamiento en niveles ex+up B. El nivel de més baja energia corresponde a la proyeccion
del momento magnético paralela al campo, el mayor a la antiparalela; la relacién con la
proyeccion de spin depende del signo de la carga que aparece en el magnetén de Bohr. La
brecha entre los dos nuevos niveles es Ae = 2ug B. Podemos pensar que el gas de Fermi
original con doble ocupacion de los niveles de energia se desdobla en dos gases de Fermi
ideales que no interactian entre si, con sus espectros desplazados en +ugB con respecto
al espectro traslacional. Por lo tanto el nimero de particulas tiene dos contribuciones,
(N) = (N4) + (N_rangle y el momento magnético es M = up ((N;) — (N_rangle). Esto
significa

M = pg ) [n(ex — ppB) — n(ex + upB))

~ 2:U’BB Z k|B =0
on

= _Q,UQBB/ deg(e) 5o

= QuBB/ de n( )(;g
= % V de %(kT) 8255(25)] (10.5)
1/2 g()

El primer término es g(u) = ap'/? de modo que la derivada segunda contribuye 2 y

2 (kT\?
M = 22 B 1 (2
I g(u)[ 24<u>

i fo - (Y o ()

36




~ 24 By(er) [1 —f; (;;)] (10.6)

Con la expresion para la densidad del gas ultradegenerado, la magnetizacién queda en la
forma

2 B EF TF

y observamos que la susceptibilidad tiene la misma dependencia con la temperatura que el

m:§'u2 Bnll—ﬁ(Tf]EXB (10.7)

propio potencial quimico, con un valor finito a temperatura cero.

Esto contrasta con el comportamiento clasico donde rige la ley de Curie, segin la cual

C

la susceptibilidad de un gas ideal de spin decrece como T Brevemente, esto se puede estmar
3
de la siguiente manera: si T >> TF, el gas es no degenerado y la fugacidad es z = %, de

modo que para cada una de las especies se tiene el correspondiente potencial quimico
pr =kT Inzy = kT In(Ny) +¢(T,V) (10.8)

de modo que la brecha es

1+

2upB=puy —pu_=kT ln1 (10.9)
-
con la polarizacion
(Ny) — (N-)
= 10.10
p= (10.10)
que en este caso resulta
e26uBB _ 1
En términos de la polarizacion el momento magnético es
M = (N)zpup (10.12)
y la magnetizacién resulta
m = npup tanh BupB (10.13)

que para altas temperaturas en el sentido kT" >> upB (alta energia térmica en relacién a

la energia de orientacién magnética) da el limite de Curie,

1
~n—DRB 10.14
me~ o ( )
La ley de Curie es entonces
2
nuy  C
= —= = 10.1
X= "5 =7 (10.15)
iy

con la constante de Curie C = T
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B. Diamagnetismo de Landau

El diamagnetismo o magnetismo orbital, cuya susceptibilidad magnética es negativa,
se observa experimentalmente, pero no pude explicarse en base a argumentos puramente
clasicos. Formalmente, el teorema de van Leewen muetra esta imposibilidad, notando que
la funcién de particién de una particula cargada en un campo externo es

g a4,
dqd’p —5— (P - A)
2, T) = [ 2m T
p
PQPP —5— P?
/55

ya que el cambio lineal de variables p a P conservando las coordenadas es canénico. Luego

(10.16)

la funcién de particién no depende del potencial vector, por lo tanto el momento magnético
medio es nulo. Este resultado expresa la simetria clésica segin la cual las corrientes mi-
croscopicas se dan en todas direcciones y se cancelan de a dos.

La exsitencia del diamagnetismo demanda entonces un modelo que contenga una ruptura
de simetria, haciendo lugar a la aparicion de orbitas privilegiadas. Esto es lo que diseno
Landau proponiendo que las orbitas de las particulas cargadas en campos magnéticos estén
cuantificadas a la Sommerfeld, esto es, que cumplan con la ley de cuantificacién para
las acciones

fo-a= (n 4 ;) h (10.17)

Especifiquemos nuestro calculo para electrones de carga ¢ = —e. En una 6rbita plana de

radio r en la que la particula se mueve con una velocidad tangencial constante v, la fuerza

centrifuga balancea la fuerza de Lorentz, esto es

2
B B
m = e—, luego v = cor (10.18)
r c mc
Por otra parte, a partir del Hamiltoniano diamagnético se obtiene la velocidad
HD (&
= —— = - A 10.19
op Pt (10.19)
de modo que la accion es
?{mv.dl—f fA.dl = 2rrmu— //B-dS
c c
eBr? eBr?
= 27 -7
c c
eBr?
c
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de modo que la regla (10.17) da la cuantificacién de los radios

hic
2 — (2 1) — 10.21
rh=0Cn+1) (10.21)

Luego la energia cinética en el plano orbital es

n

muv? -m (eBrn>2

Ty T Une
1 /gB\? hc
= — | — 2 1) — 10.22
2m ( c > (2n + )eB ( )
o sea, los niveles de Landau son
e=2n+1)upB (10.23)

Este es el espectro cinético en el plano orbital. Corresponde al espectro de un oscilador

arménico de frecuencia w = £ %B, degenerado, ya que el espectro continuo para las trasla-
ciones en el plano que representaba la cuantificacién en la caja, previa a la aparicion del
campo magnético, debe reordenarse alojando a todas las particulas cargadas que lo ocupa-
ban. Landau interpreta que los niveles de energia bidimensionales traslacionales ¢,,_,,
contenidos en una banda igual al paso del hw = 2ugB del espectro del oscilador colapsan al

estado de oscilador mas cercano. Asi, cada nivel de Landau aloja gp estados, donde

9B = 92(€) 2upB (10.24)

V?/3
h2

cuanto traslacional kO, resulta

con go(e) = 2mm la densidad de estados bidimensional. Recordando la expresién del

2,UBB
kO,

que muy razonablemente, indica que el nimero de anteriores estados traslacionales colapsa-

gp=m (10.25)

dos en un unico nivel de Landau es el cociente entre el nuevo y el viejo cuanto. Por lo tanto,

el espectro tridimensional de las particulas cargadas en un campo magnético es

P
2m

Emm. = (2n+ 1) up B + (10.26)

‘;Ll};?, no es afectado

ya que el movimiento segun el eje z perpendicular a las érbitas, con p, =
por el campo magnético.
Para expresar la Termodinamica, nos basta con recordar que en el conjunto GC la funciéon

de gran particién se factoriza segin los niimeros cuanticos de los estados, con factores
T, = 14 ¢ 5 (Enn. = 11) (10.27)
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y la funcién de Massieu es

Yao = gp ) In {1 + e P (Enn. — “)}
13

_ gs\; /_‘Z dp. S ln [1 + e B (Enn. — u)] (10.28)

que se calcula numéricamente asi como sus derivadas.

Se puede hacer una estimacién analitica en el limite de altas temperaturas, T >> Tk para
el cual es 2z << 1. En este limite, se ha perdido la degeneracién cuantica de las particulas,
porque la longitud de onda térmica es chica con relacion al espaciamiento; sin embargo
subsiste la cuantificacion de las érbitas ya que la misma no depende de la temperatura.
Entonces podemos aproximar el logaritmo y tendremos

1/3

Yao ~ QBZ /OO dp. Ze_ﬁ (Enn. = 1)

gg V13 o~ BusB

3 T e—QﬁMBB e (10.29)
Pero 1/3 1/3 2/3
gV Ve 2mmV Vv
luego
Ve o~ BusB
=—2 B 10.31
zbGC )\3 ﬁ,U/B 1_ 6_2BNBB ( )

Si, ademas, consideramos el limite de campos débiles © = BugB << 1, desarrollando

numerador y denominador hasta segundo orden en z, se obtiene

Vv B)?
Yae ~ /\*32 [1 _Bus By Mg ) ] (10.32)
que da origen a un momento magnético en la direccién del campo
0 V B)?
M= Voo _ Vz (B ps B) (10.33)

- 9(BB) T\ 3
Pero en el conjunto GC para gases no degenerados, el prefactor es el nimero medio de
particulas, luego al dividir por el volumen para obtener la magnetizacion m = y B, se

obtiene la susceptibilidad diamagnética

2
X = —nﬁgB (10.34)

que cumple
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e y < 0 como corresponde al diamagnetismo;
e la ley de Curie, x ~ 1/T}

e cs débil a altas temperaturas.

C. El diamagnetismo a temperatura cero: efecto Hass van Alphen

Como a T=0 el estado fundamental para el impulso axial es p, = 0, nos concentramos
en el espectro de Landau, que es el que se puede excitar con el campo magnético. En
primer lugar, observamos que tanto la degeneracién orbital como el espectro son lineales
en el campo; entonces, si B y N son tales que g = aupB > N -0 sea, si el campo es
B > By = N 6lo el estado fundamental de Landau puede estar ocupado sin que el

app
sistema alcance a llenarlo. En ese caso, la energia y el momento magnético totales son

Uy = Ne, = NugB (10.35)
My = —N pup (10.36)

como corresponde a tener todos los momentos orbitales alineados antiparalelos al campo, de
modo que la susceptibilidad es cero.

Pero si B disminuye lentamente a N constante (o N aumenta lentamente a B constante)
aparecen intervalos bien definidos, el primero tal que gg < N < 2¢p, o bien B < By < 2B
equivalente a un valor de campo acotado en la forma % < B < By. En este caso es posible

poblar parcialmente el primer estado excitado de Landau generando una energia total
Ui =gpeo+ (N —gg)er = 3N ugB — 2a(upB)? (10.37)
de modo que el momento magnético es
M, = —3Nup + 4a u3 B (10.38)

originando una susceptibilidad finita

da

X1 = V2/3 tp (1039)

Notar que en este caso, al estar congelado el movimiento axial, la magnetizaciéon es por

unidad de 4rea V?/3, que es el factor contenido en a.
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Claramente, se puede continuar y establecer el caso general: si

lgg < N < (l+1)gp si B constante (10.40)

B B
IB < By <(l+1)B si N constante, o sea 1 <B< TO (10.41)

la energia total se obtiene sumando los [ estados totalmente ocupados y el parcialmente

ocupado

!
Usr = g8 Y en+ [N —(+1)gslern
n=0
= NugBQ2l+3)—gpug Bl +1)(+2) (10.42)
que da origen a un momento magnético con forma de diente de sierra en los intervalos (10.41)

My =-N@l+3)pup+2(0+1)(1+2)apuy B (10.43)

y a una susceptibilidad con forma de escalén

20 +1) (142

que fue verificado experimentalmente a muy bajas temperaturas.
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XI. EL GAS DE BOSE DEGENERADO

El gas de Bose degenerado es un paradigma de los nuevos estados de la materia que
florecieron a lo largo del siglo XX, como la superfluidez y la superconductividad. El com-
portamiento tan especial de estos sistemas honra la "amabilidad” bosénica —que contrasta
con la "hostilidad” fermiénica— originada en la simetria de las funciones de onda. La ocu-

pacién de los niveles de energia monoparticular es

n(e; p, T) = M (11.1)

con potencial quimico negativo. En términos de las ”fuerzas de Pauli” se puede interpretar
que como potencial ficticio es atractivo, no hay costo energético para agregar una particula
sino un beneficio, ya que la funciéon de onda simétrica mas simple para N + 1 particulas es
aquélla en la que la nueva particula se incorpora a un estado ya ocupado.

La EdE se expresa en términos de las funciones de Bose g,(z) = F{")(a)

1 00 xo—l Zl
o(2) = =—— dr —/—— =) — 11.2
90(2) F(U)/o e ta 1 sl (112)
tambien llamadas funciones polilogaritmicas, que convergen absolutamente en el inter-
valo z < 1 y estan definidas en z = 1 si y s6lo si ¢ > 1. Por ejemplo, valores de interés para

le estadistica de Bose-Einstein son g3/2(1) = 2,612 y g5,2(1) = 1,342. Algunas propiedades

de las funciones polilogaritmicas son

L. ga(z) < go-1(2)

2. Derivando

z
95(2) = > o (11.3)
se obtiene

29,(2) = go-1(2) (11.4)
3. Para z << 1 se verifica el limite clésico g,(z) ~ z Vz.

Sim embargo, debemos ir con cautela al expresar la EAE gran candnica. Sucede que como

la densidad de estados para un gas 3D, g(¢) ~ £!/2

se anula en € = 0, todas las integrales
de las estadisticas cuanticas F\ se calculan en realidad entre 0% e infinito, de modo que no

incluyen al estado fundamental. Esto no trae problemas en el calculo de la energia total ya
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que la contribucién energética del estado fundamental es nula; tampoco perturba el niimero
medio de fermiones ya que el fundamental sélo puede albergar una particula. Pero en el

caso de bosones, el nimero de ocupacion del estado de energia cero es

(11.5)

que crece peligrosamente cuando z se aproxima a 1.
Observar que ny no puede diverger, en la practica, ya que su limite es el niimero medio

(N) de particulas disponibles. Cuando ng = (N), la fugacidad vale
(N) 1

=—"—~1——+.. 11.6
M1~ T o)
que es el maximo valor posible y es siempre menor que 1. Para ng arbitrario, z = non—(l)— Ty

a los fines del célculo de las funciones de Bose, puede considerarse que z = 1 si y s6lo si el
estado fundamental se encuentra macroscépicamente ocupado con ng del orden de (N).

Veamos como se refleja esta posibilidad de ocupacion macroscépica en la EAE: tendremos
que modificar la ecuacion del nimero escribiendo explicitamente la poblacién del fundamen-

tal que se perdio al pasar al continuo la suma de las ocupaciones, luego escribiremos

2y - 9V

gV
(N) = gno+ ngg/z(z) (11.8)

Como la funcién gz, se origina en la integracion que excluye el estado fundamental, el
segundo término de (11.8) representa el nimero medio (N') de bosones en estados excitados.

Por otra parte, (11.8) da un parametro de degeneracion

n\3 A3

donde el prefactor de la ocupaciéon del fundamental es precisamente la inversa de la funcion
de particién monoparticular, que es chico por hipotesis ya que estamos considerando el caso
de espectro continuo. Advertmos de paso que si z es muy cercano a 1 la relacién (11.9) se
cumple con ng ~ (N).
El punto de vista mas representativo de un experimento es el siguiente. Supongamos que
partimos de un gas ideal no degenerado, z << 1, luego g,(2) = 2 << 1 Vo y ng = 2z << 1.
nA\?

Entonces la ecuacién (11.9) se cumple con g =2y la EAE es la de un gas perfecto:
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despreciamos gng en (11.8), tomamos el cociente y vemos que

PV
PV 952G) yp (11.10)
(N) g3/2(2)
3
Si ahora aumentamos lentamente el parametro de degeneracién pero manteniendo % <

gs/2(1), ng estd acotado —es mucho menor que el total- y el prefactor en (11.9) lo borra, de

modo que podemos decir que la fugacidad es la solucién de la ecuacién (11.9) aproximada,

nA3
7 = g3/2(2) (11.11)

En este caso, vemos que
PV _ g5/2(2)
(NET g32(2)

de modo que el gas de Bose débilmente degenerado se desvia del gas perfecto como lo haria

<1 (11.12)

un gas clasico imperfecto con interacciones atractivas.

Si al continuar aumentando el parametro de degeneracién alcanzamos una situacién donde

3
% > g3/2(1), tiene que aparecer un excedente ny para satisfacer (11.9). Entonces ocurre

n\’

un cambio de régimen precisamente cuando = g3/2(1); esto significa que si producimos

g
la degeneracién a T' constante, esto es, aumentando la densidad, aparece una densidad
critica
2,612¢g
ne(T) = =5 ~ T3/? (11.13)

Si, en cambio, degeneramos a n constante enfriando el gas, aparece una temperatura

critica del orden de la temperatura de degeneracién

12 n 2/3
T.(n) = ~T 11.14
() = ok (2, 612g> p(n) (1L14)

Este es un punto de transicién donde cambia la forma de las isotermas P(n) de la forma

suave (11.12) a una presién constante

KT
pP= 9T3 ~ T5/2 (11.15)

Veamos las consecuencias de este cambio de régimen.

1. La ocupaciéon del estado fundamental se puede escribir (ver (11.8))

gme = (N — g/\‘g/g;;/g(z) (11.16)

95



y definimos la fracciéon condensada

gno g3/2(2)
—=1- 11.17
) " g D
3
Asi vemos que la fraccion condensada se anula cuando % < g3/2(1), mientras que si

3
% > g3/2(1), toma la forma
gno nc(T)
— =1- 11.1
o) - (11.18)
o bien 3/
gno T ]
g _q (11.19)
(N) [Tc(n)

En cualquier caso, la fraccién condensada tiende a 1 en el limite ultradegenerado. Este

es el fendmeno conocido como condensacion de Bose—Einstein.

3
. Las isotermas tienen la siguiente propiedad: como hemos visto, cuando % > g3/2(1)

la presién no depende de la densidad y es P = aT®2, por lo tanto

dP 5P
ar — 2T
) gkT g5/2(1)
T 2T N
1 5 g52(1)

= kT 11.20
Tv. 2 93/2(1) ( )

Esta es una ecuacién de Clapeyron que define la variacion de la presion de coexis-
tencia de dos fases que se transforman mediante una transicion de fase de primer
orden. En base a nociones basicas de Termodindmica de equilibrio de fases, cuando
coexisten a P y T constantes dos subsistemas que pueden intercambiar particulsa con-
servando el total N = N; 4+ N, el potencial termodindmico de equilibrio G(N, P, T)

es minimo y ante cualquier intercambio dN; = —d N, permanece estacionario,

que significa la igualdad de potenciales quimicos para fases en equilibrio, u; = s a

todo orden de diferenciacién, en particular, a primer orden

S1 % S Va
Ot Agp— P2ap .y 2 p 11.22
N TN, N, YT, (11.22)
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De aqui se extrae la pendiente de la curva de coexistencia en términos de las
diferencias entre entropias y volimenes especificos,

@_82—51
AT vy — vy

(11.23)

que es la ecuacion de Clapeyron. Volveremos sobre este punto mas adelante en el

capitulo correspondiente a transiciones de fase.

En el caso del gas de bosones degenerado, estas fases, cominmente denominadas como
el condensado y el no condensado, aparecen separadas en el espacio de los estados,
no en el espacio fisico. La fase condensada consta de un tunico estado cuantico con
ocupacion macroscopica, la no condensada, del espectro excitado donde cada estado
tiene una ocupacion del orden de la unidad. Habitualmente nos referimos al régimen
condensado cuando el gas esta ultradegenerado y por lo tanto presenta un conden-
sado; mientras que el régimen no condensado es el débilmente degenerado o no

degenerado donde todas las poblaciones de los estados monoparticulares son pequeas.

El condensado es al gas de Bose degenerado lo que el mar de Fermi es al gas de Fermi
degenerado: es su documento de identidad, la cualidad que nos permite reconocerlo e

identificar la estadistica.

. El calor especifico se obtiene facilmente ya que U = %PV, 0 sea

U 3 g5/2(2)

— = —kT 11.24
(N) 2 g3/2(2) ( )
En el régimen condensado, queda % ~ T°?, luego
CB) ~ T3/ (11.25)
En el régimen no condensado, tenemos
(%) 3 ane) 5. [0aE)  ge)dne)] o
SN L VVANRES ISR Y o BT 32 (11.26)

or 2 gs2(2) 2 g3/2(2) <g3/2(z))2 oT

0z ni3

Para obtener 54 consideramos la ecuacion del nimero, =7- = g /2(2) y derivamos a

ambos lados, obteniendo ,
3 nA , 0z
o7 7 = 93/2(2') T (11.27)
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luego

9z _ 3 93l2) (11.28)
(9T 2T g1/2(2>
Reemplazando en (11.26) se obtiene
% _ B oile) 9 nld) (11.20)
ko4 gsp(z) 4 91(2)
que en z = 1 vale
1 1
Co(1) = 2 g2 3, (11.30)

8 gg/g(l) 2
El rasgo méas notable de la condensacion de Bose—Einstein es la aparicién de este pico en el
calor especifico, considerado por muchos como la signatura de la transicién. Esto sucede sélo
en gases homogéneos de dimensién D = 3; en una y dos dimensiones, la densidad de estados
no se anula, por lo tanto no es necesario separar el estado fundamental de la sumatoria que
define al nimero medio de particulas y no se advierte ningin comportamiento especial de
la ocupacién del fundamental para temperatura no nula.

Veremos a continuacion que no hay condensacion de Bose en una y dos dimensiones, como
tampoco la hay en sistemas confinados por potenciales arménicos. Pues cuando se expande

la serie que define la ocupacién, el nimero medio es
(N) = g>_n
J
=g Z e BlEji—n) Z e~ 1B(ej—H)
J

>0

= gY 4 (Z emff) (11.31)

1>1
donde j es el conjunto de niimeros cuanticos que rotula los estados monoparticulares.

1. Para gases homogéneos en dimensién D, la suma entre paréntesis es sobre los estados

de impulsos y se pasa al continuo de la manera habitual

Ze_waﬂ' :/ de g(¢) e e
J

0

Q

o0
LD/ de £D/21 5=
0

LD
- U7 I'(D/2) (11.32)
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Como la integral excluye el punto € = 0, lo que estamos calculando es (N’), el nimero
medio de particulas en estados excitados: su forma es

Zl

(V) = LP (RT)PR Y o

>1

= LY (kT>D/2 9gps2(2) (11.33)

El sistema comienza a condensar cuando (N') = (N), ya que a partir de alli el exce-
dente de particulas ird al estado fundamental. Entonces la temperatura critica queda

definida por

N 1 %P
2 e 11.34
[LD 9D/2(1)] ( )

y como g, diverge cuando Z — 1 si 0 < 1, encontramos que 7T, =0 si D < 3.

. Para osciladores armoénicos en D dimensiones, la suma sobre estados es sobre ntimeros

cudnticos ng, ny, n, y se factoriza en

—lpnhw 1
E € 1pnh - m (1135)
para cada una de las dimensiones, luego
N) = - 11.36
M= ey e

Si tomamos el limite de altas temperaturas fhw << 1 —que significa estar mirando el

espectro equidistante del oscilador como si fuera continuo en la escala de kT— podemos

aproximar
2 T\ "
(N) ~ ; W = <hw> gp(2) (11.37)
que da una temperatura critica
Ny 1P
kT, ~ hw l; é] (11.38)
D

Por lo tanto, en este caso serd T = 0 si D = 1. A diferencia del gas homogéneo, este

sistema permite condensacion en dos dimensiones.
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XII. APLICACIONES DE LA TEORIA DEL GAS DE BOSE: SISTEMAS DE
CUASIPARTICULAS

La estadistica del gas de Bose ideal no se aplica ningun sistema real. Historicamente, el
mejor candidato para representar un sistema de bosones fue el helio liquido a temperaturas
inferiores a 2 K en las cuales el liquido exhibe la caracteristica de superfluidez. Sin em-
bargo, la EdE y las propiedades superfluidas del helio liquido estan fuertemente dominadas
por las interacciones, de modo que el modelo de gas ideal es una muy pobre aproximacion
que debe ser descartada. Desde mediados del sglo XX se propusieron numerosos sistemas que
responden a la estadistica de Bose, ninguno de ellos ideal: excitones (excitaciones particula—
agujero) en solidos, excitaciones elementales en helio y otros fluidos cudnticos, los pares de
Cooper (pares de electrones en estados de spin singulete que orbitan alrededor de su centro de
masas) responsables de la superconductividad. Hacia 1980 comenz6 la bisqueda sistematica
de sistemas diluidos que respondieran a la estadistica de Bose, utilizando el momento dipo-
lar magnético de ciertos atomos bosénicos con spin no nulo para atrapar algunas decenas
o centenas de miles de particulas en trampas magnéticas u épticas. Combinando técnicas
de enfriamiento por frenado de los desplazamientos de los dtomos con laseres, compresion
en las trampas, posterior enframiento por evaporacion, en 1995 se observaron los primeros
condensados bosonicos en potenciales armoénicos. En estos sistemas, si bien la interaccion
de pares no es despreciable y es necesaria su inclusiéon para modelar y obtener cuantitati-
vamente las propiedades observadas, buena parte de dichas propiedades responden cuali y
semicuantitativamente a la EdE del gas de bosones.

Con anterioridad a estas realizaciones experimentales de gases de Bose ”casi” ideales, se
mostré la utilidad de la estadistica de Bose—Einstein para describir cuasiparticulas ligadas
a la cuantificacion de las ondas en un medio continuo. La presentacion general del tema es
la siguiente. Supongamos un campo vectorial B(r,t), que para nosotros serd de un campo
electromagnético — podria también tratarse de un escalar como la densidad de un medio
continuo— que se propaga mediante ondas, esto es, el campo es la solucion de la ecuacion

0?B(r,t)

o > V?B(r,t) (12.1)

En primer lugar, verificamos que esta ecuacion es la ecuacion de Lagrange que se deriva del
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Lagrangiano
. 1 .
LB,B.1Y) = 5 /d?’r B? & (VB)]
1 .
- 3 /d% B+ B VB (12.2)

donde la ultima linea se obtiene a partir de la primera integrando por partes.

En efecto: el impulso canénicamente conjugado a B sera

M) = —OF (12.3)
0B(r, 1)
luego la ecuacion de Lagrange se escribe como
Il oL
— = 12.4
dt 0B (124)

de modo que la sustitucién de (12.3) en (12.4) es la ecuacién de ondas (12.1). Ademas, a

este Lagrangano podemos asociar un Hamiltoniano
M= [drnB-L
1
= : /d% I - B V’B] (12.5)

Si se introduce las transformaciones de Fourier

B(r,{) = / (%3 KT Bk 1) (12.6)

y equivalentemente para II, se obtiene el sguiente reemplazo

m=g [[[a éﬁ’;g é:)’g !k K) T 0 T, 1) + R B, 1) - BK, )|
(12.7)

Como B es real, la definicién (12.6( muestra rdpidamente que la transformada cumple
B(k,t) = B*(—k, 1) (12.8)
y por otra parte, recordamos la definicion integral de la delta de Dirac
Sk + k) = /d% kK- (12.9)

con lo que el Hamiltoniano se reduce a

H = ; / (;ZW];) [\H(k,t)\2+02k2]B(k,t)2} (12.10)
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En esta expresion tenemos todos los ingredientes; si pensamos en una relacién de dis-

persién w(k) = ck; si redefinimos impulsos y coordenadas como

pi(t) = II(k, )| (12.11)
ax(t) = [B(k, )] (12.12)

y si notamos que la integral es el paso al continuo de una suma, el Hamiltoniano es el de un

conjunto ideal de osciladores por unidad de volumen

M= > Loz + M g (12.13)

Hasta aqui vale la pena hacer las siguientes observaciones

1. Encontramos que cada modo del campo B(r, t) que se propaga como una onda, si por
modo entendemos un vector de onda k y con una relacion de dispersion lineal entre w

y |k| tiene asociado un oscilador arménico con esa frecuencia.

2. La construccién del conjunto de osciladores es clasica, de modo que conocemos la
"Termodinamica del campo” en el limte clasico a partir de la densidad energia media

u=Y = (H).

3. También podemos estudiar el limite cuantico, ya que cada oscilador contribuye su

espectro a la densidad de energia media, que se escribe

1 1
= S (= 12.14
u= g X (2+nk) (12.14)
Ccon
1
= 12.15
"= B ( )

En el lenguaje corriente de los osciladores armoénicos cuanticos, ny es el nimero de
cuantos del oscilador con frecuencia wy. En el lenguaje de la Mecanica Estadistica,
o de la fisica de muchos cuerpos que estudia excitaciones elementales de los sistemas

macroscopicos, los ”cuantos” son las cuasiparticulas

En resumen: cada modo de Fourier ¢’ T de un campo oscilante corresponde a un
oscilador en la densidad Hamiltoniana que proviene del Lagrangiano generador de la ecuacion

de ondas. Cada cuanto de ese oscilador es una cuasiparticula asociada al modo en cuestion,
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y dada onda plana/oscilador contiene un promedio de ny cuantos de energia hw, donde ny
es el namero de ocupacién de un gas ideal de bosones con p = 0.

El significado de p = 0 estd claro: el potencial quimico es la fuerza termodinamica
conjugada al ntmero de particulas o, como se afirma cominmente, el multiplicador de
Lagrange responsable de la conservacion del nimero de particulas. Pero, las cuasiparticulas
no tienen entidad, no tienen masa, son objetos con una relacién de dispersién lineal asociados
a las ondas planas pero que no se intercambian con un reservorio en equilibrio quimico. En
otras palabras, no hay un (N) para conservar, luego el concepto de potencial quimico no se
aplica.

Veremos a continuacion las aplicaciones de la Termodinamica contenida en la expresion

(12.14)

A. Radiacion electromagnética en una cavidad: el gas de fotones.

Este problema no es novedoso, ya que aparece en los mismisimos origenes de la Mecanica
Cuantica, en los que Planck ided su celebrada regla de cuantificacién de las érbitas de los
osciladores atémicos en una cavidad radiante, con la cual logré explicar la densidad espectral
de la radiacién de cuerpo negro. En el contexto de la seccién anterior, el campo B(r,t) que
se propaga es el eléctrico o el magnético y aporta (12.14) a la densidad de energia de la
cavidad en equilibrio térmico con un reservorio. A prori necesitamos introducir un factor de
degeneracion g =2, que casicamente representa las dos polarizaciones posibles de una onda
circularmente polarizada y que cudnticamente representa las dos proyecciones posibles del

spin del foton. Asi tenemos

w =2 / gi’;g nlw(k)] i w(k)

=2 /OOO dwhw g(w)n(w) (12.16)

con la densidad de modos g(w) que se obtiene sencillamente a partir de la relacién de

dispersién lineal, que hace lugar al nimero de modos en una celda

Vv

v
3, _ 2 7. 2
d°n = ok A k* dk = 5203 Y dw = g(w) dw (12.17)
luego
u = 7r203/o dw w” n(w)
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3

_ W(Qk(?@g /0 e —— (12.18)

4
La integral existe y vale %, luego la densidad de energia satisface la ley de Stefan—

Boltzmann
uw=aT* (12.19)
1
con la constante de Stefan 0 = § = 6(7)T ( ?;{;c)
La expresién (12.19) muestra que el calor especifico de los fotones es C"" ~ T3,

Veamos ahora algunos aspectos macroscépicos —la Termodindmica del gas de fotones— y
microscopicos —la densidad espectral de la radiacion. Desde el punto de vista macroscépico,
y notando que el potencial termodinamico de equilibrio para el gas de fotones es la energia
libre de Helmholtz, ya que no puede hablarse de equilibrio quimico para el intercambio de

particulas a través de una interfaz permeable, podemos establecer la presion

L Ove(V,T)
_ k:T—|T/ dw (W (12.20)

donde 1 (w) es la densidad espectral de la funcién de Massieu. No es indispensable dar su

forma explicita, ya que sélo necesitamos su derivada, que podemos expresar como

0Yp(w)  OY(w) Ow Ok

= — — 12.21
oV ow Ok oV ( )
y como k ~ V13 resulta
) ck
P = —kT /
b dw &u 3V
Ip(w)

= — dwhw |— 12.22
3V/0 i [ 8(ﬁhw)1 (12.22)

donde la integral reproduce la densidad de energia, luego

1

P=gu (12.23)

Esta es, precisamente, la presion para un gas de particulas relativistas obtenida en el Cap.
3; contrasta con la relaciéon P = %u de los gases ideales de particulas, porque el factor 2 es

la potencia del impulso en la relacion de dispersion de particulas masivas.
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La ley de Stefan—Boltzmann también es macroscopica, ya que puede obtenerse con argu-
mentos puramente termodinamicos. En efecto, utilizando la relaciéon de Helmholtz adecuada,

podemos esceibir

ou —-TS
b=y I
oUu oP
que es
1 T Ou ou U
gu: —u+§a7|v 67T|V:4f (12'25>

cuya integral es u = aT™*.
Los aspectos microscépicos surgen al identificar en el integrando de (12.18) a la densidad

espectral de Planck

1 hw?
con los limites
1. De altas temperaturas y/o bajas frecuencias, fhw << 1. Se tiene

() 1 hw?
u(w) ~ —— ——
w23 Shw

2

w

Esta es la ley clasica de Rayleigh—Jeans, para cuya deduccién se consideré que la
densidad de energia de la radiacion era la de un conjunto de osciladores no interactu-
antes, cada uno de los cuales aportada k7" a la energia total. Experimentalmente, se
observaba que esta ley proporcionaba una descripcion correcta de las isotermas espec-
trales a baja frecuencia; claramente, una ley w? conduce a una catdstrofe ultravioleta

—divergencia a altas frecuencias— que no sucede en una cavidad radiante.

2. De bajas temperaturas y/o altas frecuencias, fhw >< 1. En este caso,

w(w) 1 Bl (12.28)

w23
que es la ley de Wien. Este es el limite cuantico, que sélo pudo describirse cuando

Planck introdujo la cuantificacion de las érbitas; contiene explicitamente a la constante

de Planck, cosa que no ocurre en la ley de Rayleigh—Jeans.
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3. Por ultimo, la densidad espectral del gas de fotones exhibe un méaximo cuando

Ou(w) u - fOh e0hw
Ow w Bhw

—0 (12.29)

que es una ecuacion trascendente en x = fhw con una sola raiz zg, lo que fija una
relacién entre frecuencia —o longitud de onda— y temperatura en el maximo de la curva
espectral, % = cte o AT' = cte, verificada experimentalmente antes de la aparicion de

Planck. Esta relaci’on es la ley de desplazamiento de Wien.

B. Vibraciones de la red iénica de un sélido cristalino: el gas de fonones

Desde mediados del siglo XIX se observaba experimentalmente que los calores especificos
de los sélidos crietalinos a bajas temperaturas presentaban una dependencia T° inesperada,
ya que se desviaba de la ley de Dulong—Petit, Cy ~ 3k, que sugiere la presencia de os-
ciladores. La solucién fue considerar al cristal como una red de atomos —en realidad, de
iones, ya que los electrones de conduccién libres constituyen un gas de pleno derecho— in-
teractuantes, interpretar su movimiento coherente y calcular la distribucion de frecuencias
de oscilacién. En la versién mas simple, un soélido cristalino es una coleccion de masas
y resortes. Para comprender las consecuencias de esta descripcién, analizaremos algunos

casos sencillos a partir de los cuales la generalizacién resultara evidente.

1.  Red unidimensinal de dtomos idénticos

Suponemos N atomos separados por distancias de equilibrio a que interactian sélo con
sus primeros vecinos con fuerzas armoénicas. La distancia de equilibrio del atomo j—ésimo
al origen (dtomo 0) es q? = ja y la red es periddica, ¢ = ¢). Bajo la accién de las fuerzas
los atomos experimentan desplazamientos ¢;(t) = q? + £(t) v la red se describe por un

Hamiltoniano

— &) (12.30)

: 2 :
cuyas ecuaciones de Hamilton se resumen en la ecuacién de Newton

méj = —K (2§ — §-1 — 1) (12.31)
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Se propone una solucién ondulatoria

g; = etlkja—wi) (12.32)
y como el vector de onda k y k + %Tn con n entero dan la misma funcion, restringimos el
conjunto de valores del mismo al intervalo [—g, %} La condicién de contorno &, = &x nos
da la regla de cuantificacién
2mn
k=— 12.33
Na (12.33)
con n en el intervalo [7]}, 7]}}
Reemplazando (12.32) en la ecuacién de movimiento (EdM) (12.31), queda
—mw?eI0 = _ K (2€zkja _ k(G = Da _ k(5 + 1)a) (12.34)
o sea, introduciendo la frecuencia propia wy = 1/ %
2 _9,2(] — 2 2ka
w” = 2w (1 — coska) = 4wg sin 5 (12.35)
que es la relaciéon de dispersion de esta red unidimensional
k
w| = 2wy sin ;‘ (12.36)

Esta relacion de dispersion presenta los limites

1. Si ka << 1, |w| ~ woka = c¢:k, donde hemos definido la velocidad de sonido de
la red. Este es el denominado modo actstico. En este caso la longitud de onda es
A >> a, de modo que la oscilacion es coherente: una gran cantidad de dtomos se

mueven en fase.

2. Si ka no es mucho menor que la unidad, expresamos (12.36) en la forma

B sin ka /2
w(k) = woka (W)

= ¢, (k) k (12.37)

Este es un modo optico: las longitudes de onda son del orden o menores que la sep-
aracion entre atomos, de modo que la oscilacién de los vecinos ocurre en contrafase.
En este caso la cadena se comporta como un medio dispersivo; las velocidades de
fase

Wy ka

e (12.38)
k—k81n2 .

UfE
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son distintas de las de grupo

d
vy = ﬁ = W) @ COS g (12.39)

como sucede con los medios épticos. Esto significa que si se estimula la red con una

mezcla de frecuencias, las desparrama como lo hace un primsa con la luz blanca.

2. Red unidimensional de dos especies alternadas

Supongamos ahora que la red consta de dos tipos de dtomos con masas m, o diferentes.

El hamiltoniano debera escribirse exhibiento la asimetria, esto es

w2, o w
Hy = Z (T;Ll §§j+1 + % f%) + 5 Z:l N {(52]‘ — fQj—1)2 + (€241 — §2j>2:| (12.40)

J=0

En este caso tenemos dos ecuaciones de Newton, a saber

m152j+1 = —K (282541 — §2j42 — &25) (12.41)
m2é2j = —K (2825 — §a5-1 — &2j41) (12.42)

En este caso, se propone soluciones oscilantes pero con amplitudes diferentes

&= ;;;_l eHkla = wt) (12.43)

y las EAM (12.41) y (12.42) toman la forma

Ay
M1

VmiAjw? = K (2 -2 Az coska> (12.44)
ma

Vs Ay = K (2;% - 2\/m1_1 cos k:a) (12.45)
Con las frecuencias propias w; = \/51 , queda el sistema de autovalores
2A; cos kaw; wy + Ax(2ws — w?) = 0 (12.46)
A1 (2w — w?) — 24, coskaw wy = 0 (12.47)
que se resuelve anulando el determinante, lo que conduce a la ecuacion secular
wh = 20* (Wi + w3) + 4wi w; sin*ka = 0 (12.48)
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La solucion es la relacion de dispersién con la forma

Ww=w i+ \/(wf + wy)? — 4w?wj sin? ka
En este caso, los limites de interés son

1. Si ka << 1, desarrollando la raiz en (12.49) obtenemos

1/ 2w \°
1w2 2
1+£1F- | ——= k

que origina dos ramas, una acustica y una éptica con

W~ (@ + w))

w2 ~ 2("}%("‘)% (ICCL)Q

w? + wi

w2 ~ 2(wi +wl) —w?

2. Sika ~ m/2, (12.49) es directamente
2

w wa—i-wg:t(wf—w%)

de modo que las ramas corresponden a w? ~ 2w? 0 a w? ~ 2w3.

3. Red general tridimensional com varias especies atomicas: Modelo de Debye

(12.49)

(12.50)

(12.51)
(12.52)

(12.53)

Ahora modelamos al cristal real como un sistema de N iones no interactuantes dispuestos

en un arreglo espacial periddico, que pueden efectuar pequenios desplazamientos alrededor

de sus posiciones de equilibrio q(;. El Hamiltoniano de N cuerpos con interacciones de pares

se expresa desarrollando la interaccion en serie alrededor de las posiciones de equilibrio,

Hy = 32% LJ? +V(qi,....,qn)
i1 2my
3N 2 3N
~ 3 m;éj + Vo + ; j;l Kj& &
con EAM’s
m]f:j = —zl: K&

La solucion ondulatoria que generaliza las de los casos unidimensionales es

é-j — J e (k-q(;fwt)

(12.54)

(12.55)

(12.56)



que conduce al sistema de autovalores

w?A; =Y %2'1 A etklal=ap) (12.57)
]
donde hemos introducido las frecuencias propias wj = \/nff?—lml Esta es una ecuacién de
j

diagonalizacion en 3N dimensiones, que se resuelve buscando las raices del polinomio secular

correspondiente a la anulacion del determinante de la forma
Py, (%) = det [w} e (@) — w25, =0 (12.58)

Se encuentra que hay tantas ramas distintas de la solucién como atomos distintos en la
celda, entre las cuales, siempre existen 3 con w(k) ~ ¢4k para k chico, en el sentido de que la
longitud de onda es grande frente a la separacién entre particulas. Las otras ramas presentan
w(k = 0) # 0, lo que significa que hay oscilacién sin propagacion y se identifican como
ramas épticas.

Lo que hemos analizado en los tres ejemplos anteriores es Is dinamica de las redes en
el régimen de pequenas oscilaciones. Para estudiar la Termodindmica, convertiremos el
hamiltoniano de las pequeas oscilaciones en un sistema de osciladores no interactuantes.

Para ello basta con diagonalizar la forma cuadratica del potencial, esto es, llevarlo a la

forma
3N
S Ku&a=3 kamh (12.59)
a=1
con las coordenadas normales
Mo = Y Cajé; (12.60)
J
que expresan los modos de oscilacion del cristal. Luego, a menos de una constante, el
Hamiltoniano es el de 3N osciladores no interactuantes con frecuencias w, = %
2 2
pa ka 7704
Hy =1V, 12.61
v=Vr 3 (e 4 fok) (1261)
y conocemos la Termodindmica a través de la energia media
3N
U=Vo+ > hwan(hw,) (12.62)
a=1

Los cuantos de los osciladores con distribucién n(w) son los fonones de la red cristalina,

que en este contexto queda descripta como un gas de fonones. Para utilizar resultados de la
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seccién anterior, queremos expresar (12.62) en términos de una densidad espectral continua,
partiendo de

U—-Vy = /Ooo dw g(w) hwn(w) (12.63)

donde la densidad de estados debe estar acotada ya que lo esta el nimero de grados de
libertad, es decir, debe ser

Amdwgw)=3N (12.64)

La variante mas ingenua —llamada Modelo de Einstein— consiste en considerar al todo el
cristal como un tnico oscilador, es decir con una densidad de modos g(w) = 3Nd(w — wp).
Claramente esta propuesta conduce a la ley de Dilong—Petit pero no explica el compor-
tamiento 7% de las bajas temperaturas. Debye observé que la seccién eficaz de dispersién
de rayos X por cristales metalicos como Al y Fe ofrecia un comportamiento cuadratico a
bajas frecuencias, y que una forma g(w) ~ w? reproducia bastante bien dicha seccién eficaz
hasta una frecuencia méaxima a partir de la cual, se hacian visibles las ramas oOpticas de
vibracion. Entonces la hipétesis de Debye consiste en suponer que el cristal vibra con sus
modos actsticos, esto es, con una relacion de dispersién lineal w = ¢,k, con una velocidad
del sonido correspondiente al promedio armoénico de las velocidades de propagacion de dos

ondas sonoras transversales y de una onda longitudinal en medios eldsticos

3 2 1
— = =4 = 12.65
g & ( )

donde ¢, ¢; se obtienen en el marco de la Teoria de Elasticidad. Como las ondas acusticas
corresponden a longitudes de onda mucho mayores que la separaciéon promedio entre nodos
de la red cristalina, esta hipotesis equivale a considerar al cristal como un continuo: la onda
sonora no es capaz de resolver los atomos individuales sino grupos grandes de particulas que
ejecutan un movimiento coherente.

Para determinar el prefactor de la densidad de estados, simplemente se utiliza la relacion

2
de dispersion lineal en la densidad de estados % = 5’7‘63 —el factor 3 corresponde a la
degeneracion de los tres modos posibles de propagacion — de modo que
3V
d’n = — k*dk 12.66
" 272 ( )

concude de inmediato a la densidad de modos de Debye

3V,

gp(w)
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La normalizacién (12.64) indica que debe haber una frecuencia méxima —frecuencia de

Debye— ya que (12.67) presenta una catastrofe ultravioleta. En otras palabras, imponiendo
3V qwo 9
surge que

wp = ¢, (612 n)Y/3 (12.69)

Como en muchos otros casos, la existencia de una escala de frecuencias determina escalas

de energia, temperatura y longitud de onda. En particular, la longitud de Debye
Ap = Csf; - (6527;1/3 d (12.70)
con d la distancia media interatomica, es consistente con la hipdtesis de Debye, ya que al
ser las frecuencias permitidas w < wp, las longitudes de onda de las oscilaciones del cristal
son mayores que Ap y por lo tanto abarcan més de dos dtomos vecinos.
La definicién de la frecuancia de Debye nos permite expresar la densidad de estados en

la forma
9N w?

gp(w) 3 (12.71)

entonces la energia interna de excitacién del cristal es, en este modelo

ON o huw?
g O g,
(.UD 0 e/Bhw—l
9N zp x3
_ —k:T/ d 12.72
3 o Ter 1 ( )

con r = [hw. La energia de excitacion se escribe en la forma maés evidente para tomar
limites como

U = 3NET D(zp) (12.73)

D S 12.74

<xD>—x%/0 o (12.74)

La funcién de Debye presenta los siguientes limites:

1. Si xp >> 1, se trata de un sélido "duro” -alta densidad, alta frecuencia de Debye —
y/o "frio”. En este caso la integral es una polilogaritmica igual a I'(4) g4(1) que toma

4
LT
un valor finito 15V

D(x0) = 57;% (12.75)
B (mkT)*
U =3Nga s (12.76)

112



La forma de la energia conduce a un calor especifico Cy, ~ T3, consistente con los

resultados experimentales.

2. Sixzp < 1, el sélido es "blando” y/o ”caliente”. En este caso, se desarrolla el denomi-

nador en serie y se aproxima

D 23 D 23
/0 du T —1  Jo du x? 3
T+ 4+
T 2
= Ddx v 5
A R
2 6
D xr .732 ZL’2
~ dea? |1 -5 — 5. 12.
; T T [ 5 6 + 1 ] (12.77)
y resulta
D(zp) =3+ 22+ (12.78)
D 8 D 20 D e .
U ~ wvyr<1—fg)+cxx%0 (12.79)

Esta ultima da, al orden mas bajo, la ley de Dulong—Petit.
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XIII. EVOLUCION TEMPORAL DE LOS SISTEMAS MACROSCOPICOS

Se trata de investigar la dinamica en fase de sistemas de muchos grados de libertad
sometidos a una dindmica Hamiltoniana clésica (DHC) o cuantica (DHQ). Estudiaremos el

caso clasico en profundidad y a continuaci’on haremos una breve referencia al caso cuantico.

A. Evolucién de microestados y funciones dinamicas

Una DHC consta de tres ingredientes:
1. Un espacio de fases I'y que contiene al CE.

2. Un generador de evoluciéon Hy(x) tal que

. OHy OHy

= o= — 13.1
Q=g P o0 (13.1)

3. Un espacio de funciones dinamicas

D ={b(z,t), b:I'y — R} (13.2)

La DHC es determinista y reversible:
z(ty) = z(t) Vi
con trayectorias en fase que no se pueden cruzar.
En el espacio de funciones dinamicas D existe una ley de evoluciéon originada en la DHC
(13.1),

db b
T =V d Vbt o (13.3)

ot
Introduciendo el corchete de Poisson
{,}=V,-V,—-V,-V, (13.4)

expresamos la ecuacion dindmica fundamental en D en la forma

db b
=10 Hy}+ o (13.5)

En particular, las ecuaciones de Hamilton tienen esta forma, ya que (13.1) puede resumirse

en

i = {x, Hy} (13.6)
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de modo que en D aparece un generador de evolucién mas complejo, que llamaremos Liou-

villiano L y:

Ly = {,Hn}
— ¥, -V,Hy —V, -V,Hy

= Vy+p-Y,

3N
)
_ ;5587

=v-V (13.7)

A diferencia del Hamiltoniano, que es una funcién dinamica en I'y —una muy especial, ya
que tiene a su cargo generar la evolucion de los puntos fases y de las funciones dindmicas—
el Liouvilliano es un operador que mapea el espacio de fases en si mismo, o bien

Ly:D—1D
El corchete de Poisson pertenece a un grupo de bioperadores con las siguientes

propiedades:
1. {a,b} es bilineal.
2. Es antisimétrico, {a,b} = —{b,a}.

3. Satisface la identidad de Jacobi
Ha, b}, ¢} +{{c,a},b} +{{,c},a} =0 (13.8)

llamados corchetes de Lie. Un conspicuo integrante de esta familia es el conmutador
entre dos operadores cuanticos | , .

La cadena de relaciones (13.7) muestra ademés que el Liouvilliano se comporta como un
operador diferencial de primer orden ya que aplicado a un producto de funciones dindmicas,

las distribuye en la forma
Ly(ab) = a{b,Hy}+{a, Hy}b (13.9)

Por este motivo, Ly es una derivada de Lie. Esta propiedad permite mostrar que es,

ademds, un operador antihermitico, ya que

drb (Lyc) = —/ dr (Lyb) ¢ (13.10)

'y I'n
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La ecuaciéon fundamental de la dinamica es, entonces

db ob
 —ILnb+— 13.11
g Nty ( )

Cuando la funcién dindmica no depende explicitamente del tiempo, se puede ver que el

Liouvilliano es el generador de traslaciones temporales infinitesimales

b(t) = bte) + bite) (t — to) +;6(t0) (t—to) + .
= blto) + [Lavblto)] (¢ — o) + 5 [LAb(to)] (¢ — f0)* + .

1
= 1+LNQ—QQ+§L%@—QV+“.MQ) (13.12)

O Sea

b(t) = eLn(t =t0) iz, (13.13)

Esta ley de evolucion muestra que en la DHC existe un operador de evolucién, propa-

gador o funcién de Green
Un(t — to) = eLn(t —t0) (13.14)

que técnicamente, es un elemento de un grupo continuo uniparamétrico de auto-

morfismos de D, que preserva la DHC, ya que

db
Un(t —to) Sl = Un(t —to) L b(to)

dt
= Ly [Un(t —to) b(to)]
= Lyb(t)

db

- 13.15
ol (13.15)

B. Evolucién de la funcion de distribucién: el Teorema de Liouville

Veremos ahora que esta construccion permite asignar una evolucién temporal a la funcién
de distribucién F'(z), originalmente concebida como una propiedad del espacio de fases, es
decir, como un conjunto de etiquetas o rotulos fijos en cada punto x € I'y. Consideremos en
primer lugar que la DHC hace evolucionar al CE —es decir al conjunto de los microestados,
que se desplazan en I'y recorriendo o "leyendo” las etiquetas que van encontrando en su

recorrido. Un observable macroscépico B(t) (suponiendo por simplicidad que la funcién b(x)
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que lo origina no contiene dependencia explicita con el tiempo) adquiere su dependencia

temporal en la DHC (13.11), es decir

B(t) = [ dub[z(t) F(z)

_—
2

de [b(te) + Ly b to)(t—to)+;L bto) (t t0)2+...] Flz)

N

x [F — (LyF(z)) b(t )(t—t0)+; (L3 F(x)) blto) (t — t)* + ...

dz [U(ty — t) F(2)] b[z(ty)] (13.16)

Il
Q

N

Fisicamente, esto significa que desde el punto de vista del resultado de una observacion, es
indistinto suponer que la funcion de distribucién permanece estatica mientras las funciones
dindmicas se mueven, que suponer que las funciones dinamicas permanecen congeladas en
el estado inicial, mientras que el espacio de fases —representado por su distribucion— se
mueve hacia atras. Esta alternativa es similar a la que existe en la Mecanica Cudantica
entre las representaciones de Heisenberg (el espacio de Hilbert permanece estatico mien-
tras evolucionan los operadores) y de Schriodinger (los operadores son estaticos mientras
evolucionan los estados, es decir el espacio de Hilbert). Una formulacién Liovilliana en la
cual F(z,t) = U(to —t) F(z,to) es equivalente a la descripciéon de Schrodinger; la relacién

anterior conduce a una ley de evolucién

OF

O LNF={HxF
at N {N?}

= —v.VF (13.17)

que establece que F'(z) es una constante de movimiento o invariante en fase, ya que no

varia sobre las trayectorias
dF

dt

Este es el Teorema de Liouville de la Mecanica Clésica. Su solucién es la funcion de

=0 (13.18)

distribucion en 6N + 1 variables, que es imposible de obtener para un sistema macroscopico.
Afortunadamente, existe una via de escape, ya descubierta en ocasion de investigar
fenémenos de equilibrio, cuando observamos que no hace falta conocer toda la distribucién
F(z) para sistemas ideales o con interacciones de pares, ya que es suficiente conocer las fun-
ciones de distribucién reducidas de uno y dos cuerpos. Las definiciones (13.97) y (2.11) se

generalizan facilmente a agregados de mas particulas por medio de la definiciéon de funcion
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reducida de [ particulas

A(1,2,..0) = NN_'Z)' /d(l +1)...dN F(x) (13.19)

(

El prefactor normaliza a f; con el total de [—uplas que pueden construirse a partir de n

objetos,
N!

/dl d2..dl fi(1,2,...,1) = oD

(13.20)

C. Evolucién de las funciones de distribucién reducidas

Veremos a continuacion que la ecuacién de Lioville adquiere una forma méas amistosa si se
la expresa en términos de las distribuciones reducidas. Para ello introducimos el operador
de reduccion R,

R = <NN_'Z>‘ /d(l+1)...dN (13.21)
y operamos con él sobre (13.18). El lado izquierdo de la ecuacién es obvio, el derecho no
lo es tanto. Para continuar tenemos que examinar con mas cuidado la forma del Liouvil-
liano. Ante todo, observamos que como el Liouvilliano se construye saturando uno de los
argumentos de un operador bilineal, preserva la estructura del Hamiltoniano, es decir, debe

ser
N
| .
Ly =Y Li(i)+ 3 > Lin(i, 7) (13.22)
i=1 i#j
El Liouvilliano de una particula sera
p?
Li(i) = A 727;1 + Vewr(ai) }
SN VRS N v (13.23)
m

y el de dos
L”mt(%]) = { 7‘/mt<laj)}
= _qu‘vmt(ivj) ) Vpi - vqg"/;nt(i:j) ) vpj
= Fine(i.4) - (Vp, = V5, (13.24)

suponiendo por simplicidad que la interacciéon depende sélo de coordenadas, no de impulsos.

Si se expresan los impulsos en el centro de masas, con

Pij = pi+p; (13.25)

py = L;pj (13.26)
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es inmediato probar que el Liovilliano de dos particulas es

Finalmente, introduciendo (13.23) y (13.27) en el Liouvilliano de N particulas, advertimos

que la ecuacion de Liouville tiene la forma

oF 1
7:—2111 VF — - ZLthj)F
ot 2
1#j=1
= —Z (m Vg, + Fear(qi) - p,> -5 Z Fint (i, ) (13.28)
i=1 m z;éj 1

Por lo tanto para reducir la ecuacién (13.28) tenemos que analizar las combinaciones del

reductor R; con cada uno de los Liouvillianos, esto es

1. Separando la suma sobre una particula en dos grupos y observando que R; involucra
solamente al segundo conjunto de coordenadas, obtenemos

RliLl(z’) = ZLl ) R, + Z Ry Ly (i)

i= l+1

_ L%;Ll(z')] RZ+Z —z /dl+1 AN Li(i)  (13.29)

i= l+1

pero como un Liouvilliano es una suma de operadores de derivacién, para cualquier

funcion bien comportada en las fronteras del espacio de fases sera

dx Ly(i) b(z) =0 (13.30)

I

de modo que el segundo término de (13.29) desaparece.

2. Es conveniente separar la doble suma de la siguiente manera
N ! I N N
IS WL ID I (1331
itj=1  itj=1  i=1j=l+1 i#j=l+1
En base a las consideraciones del caso anterior, es facil convencerse de la desaparicién
de la ultima de estas tres contribuciones. La ma&s interesante es la segunda, ya que,

notando que la segunda variable de la suma es muda dentro de una integral, podemos

escribir
I N I N
DD RiLim(ij) = Y, l /d (L +1)...dN Lip(i, j) (13.32)
i=1 j=I+1 i=1 g:z+1 -
l N N!
;]Zl;l D = /d(l+1)...dNLmt(z,l+1)
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pero

_ (N1 NN—'Z)' /d(l +1).dN Liny (i, 1+ 1)

(

- (N—Nll—l)' /d(l 1) d(l 4 2).0.dN Lipy (i, 1+ 1)
_ /d(l 1) Ling (4,0 + 1) Ryss (13.33)

Reuniendo estos resultados parciales obtenemos la ecuacién de Liouville reducida

0 l
aJ;l = L= ;/d(l + 1) Lina (1, 1+ 1) i (13.34)

Esta es la jerarquia BBGKY (Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon) para la evolucién
de las funciones de distribuciéon reducidas. Consta de N ecuaciones integrodiferenciales
acopladas y es equivalente a la ecuacion de Lioville; aunque a primera vista puede parecer
una complicacién innecesaria, es, sin embargo, de gran utilidad y permite introducir cri-
terios fisicos de aproximacién para truncarla, ya que cada una de las funciones reducidas
evoluciona acoplada tnicamente con la que corresponde a una particula més. Contrasta
con la ecuacién de Liouville, que es una ley de conservaciéon: establece la conservacién de
la distribucion sobre las trayectorias de la DHC, por lo tanto no se puede crear y hacer
desaparecer microestados en el transcurso de una evolucién Hamiltoniana. En cambio, las

funciones reducidas evolucionan con fuentes ya que (13.34 es

l
W 3 [+ 1) Ll 1) i (13.35)
=1

donde el segundo término expresa que la fuente es el acoplamiento de las [ particulas del
racimo con una cualquiera que no pertenece a ese agregado.
El caso trivial para la truncacion de la jerarquia es el sistema totalmente descorrela-

cionado (gas ideal) en el cual la funcién de distribucién total debidamente normalizada

es
1 .
F(r) = Wﬂﬁil f(3) (13.36)
luego una reducida es
N! Si(2) N M .
fi= (N_l)!ﬂﬁil f,@ ~ (N_l> I, f1(4) (13.37)
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y las derivadas de f; se expresan en funcién de productos de fi y fi, luego sélo interesa la

primera ecuacién de la jerarquia, a saber

aajil = _Ll(l) _/d2Fmt(1,2) -Vp12f2(1,2) (1338)
B _% Vo fr = Fear(1) - Vi, f1 = /d2 Fine(1,2) - [Vp, [i(1) f1(2) = f1(1)Vp, f1(2)]
pero

/dQFint(L 2) - Vo, f1(2) = /d2 Fini(1,2) - Vo, f1(2) = 0 (13.39)
si F,,; no depende de impulsos. Asi queda

%’;1 =2 V- [Fezt(l) [ @Fu(1,2) Vi, £i(2)] - Vi (13.40)
que es la ecuacion de Vlasov o ecuacion de Liouville en el campo medio. Es una
ecuacién de conservacion en la que la fuerza total que ve cada particula es la externa méas
la que resulta del promedio de su interaccién con todas las del medio. Vale para gases muy
débilmente interactuantes en los cuales la interaccién de pares se atentia fuertemente por un
efecto propio del medio —como sucede en plasmas o fluidos cargados en los que la interaccion
Coulombiana con otra especie apantalla la propia de 1 sistema— o para gases extradiluidos
en los que la probabilidad de que una particula interactie con otra es despreciable frente a

la probabilidad de que choque con las paredes.

D. Escalas en un gas

El dltimo de los casos enumerados nos conduce a una cuestion fundamental que es la
definicion de escalas de longitud y tiempo en un gas. Adoptamos el criterio de introducir
escalas de longitud y construir las correspondientes escalas de tiempo utilizando la veloci-
kT
m

dad media térmica de las particulas en un gas ideal, 7 = . Puede hablarse de tres

tipos:

1. Longitudes Macroscépicas son el tamano L = V1/3 de la caja, la separacién promedio

d = v'/? y las longitudes de onda de campos externos.

2. Longitudes microscopicas son el rango r de la interaccion atractiva de pares o el radio

a de un potencial infinitamente repulsivo.
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3. Longitudes mesoscopicas son las que contienen parametros macroscopicos o variables
de estado termodindmicas. Los paradigmas son la longitud de onda térmica A(7") y
el camino libre medio [ o distancia promedio que recorre una particula entre dos

interacciones sucesivas con companeras presentes en el medio.

La estimacion del camino libre medio es
[~ — (13.41)

con o la seccién eficaz de choque debida a la interaccion de pares. Normalmente, la seccion
eficaz es un drea de orden 3 o a?, de modo que con la densidad n = d~* el camino libre
medio se estima como )
- d
I~—) d (13.42)
To

y esta estructura nos permite identificar los siguientes regimenes:

1. Diluido: cuando d >> 7, resulta también [ >> d. En este caso las tres escalas del

gas estan bien separadas.

2. Balistico o de Knudsen: cuando es tan diluido que el camino libre medio supera las
dimensiones del recipiente, [ >> L. En este caso, interpretamos que cada particula
solo puede interactuar una vez, de modo que los efectos de interaccién se pueden

resumir con una fuerza de campo medio como vimos en la subseccién anterior.

Las correspondientes escalas temporales son

1. Duracién del recorrido a través de la caja 7 = % o periodo %T de una oscilaci’on
macroscépica.

2. Duracién de la colision, 7., = %.

3. Tiempo de relajacion o tiempo entre choques, 7, = %

En éste como en la mayoria de los cursos introductorios, nos concentramos en los sistemas
diluidos, que son casi ideales: sus propiedades de equilibrio son las de los gases ideales, pero
su comportamiento dinamico tiene particularidades debido a la débil interaccién remanente.
En este caso hay una truncacion natural para la jerarquia BBKGY, ya que al ser el camino

libre medio la longitud predominante, es muy poco probable que se reinan mas de dos
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particulas formando un agregado dinamico. Por lo tanto se desprecia todas las funciones

reducidas con [ > 4 y se factoriza f3 en la forma

f3(1,2,3) = f1(1) f1(2) /1(3) + f1(1) f2(2,3) + f1(2) f2(1,3) + f1(3) f2(1,2) (13.43)

Asi la jerarquia contiene sélo dos términos:

aféil) — Ll(l)f1(1)+/d2Lmt(1,2) £(1,2) (13.44)
8f2§1,2) = [L1(1) + L1(2) + Line(1,2)] f2(172)+/d2Lint(172) f2(1,2)
+ /d3 [Lint(1,3) + Lint(2,3)] f2(1,2,3) (13.45)

empleando la forma factorizada de f3. El sistema es cerrado en f; y fo y se puede resolver
con cierto costo analitico y computacional. Desde el punto de vista analitico, es posible
extraer fy como funcién de f; y reemplazar (13.44), obteniéndose asi una ecuacién cin
ética, que es una ecuaciéon cerrada, integrodiferencial y no lineal para la funciéon de

distribucién de un cuerpo.

E. La ecuacién de Boltzmann

Histéricamente, la primera versién de la ecuacion cinética para gases diluidos es muy
anterior a la presentacién de la jerarquia y se debe a Ludwig Boltzmann, quien la formul6
en 1872. El razonamiento de Boltzmann hace referencia inicamente al espacio de fases I'

de una particula donde f(q,p,t)(= f1) es la densidad en fase tal que

d°N(qu,p1,t) = f(ai, p1,t) d®q d*py (13.46)

es el nimero de particulas contenidas en una celda infinitesimal centrada en 1 = (qy,p1). Si
no hay interacciones, los puntos fase contenidos en la celda evolucionan con la DHC dejando

a f invariante,
df (1)
dt

pero si hay colisiones,durante cierto intervalo entre ¢ y ¢t 4+ dt, ademas del flujo Hamiltoniano

—0 (13.47)

que hace ingresar y salir particulas de la celda, puede haber ingresos y egresos debido a
que alguna particula que estaba/no estaba en la celda al tiempo ¢, durante un dt posterior

experimenté alguna modificacién de su coordenada y/o impulso debido a un choque, como
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consecuencia del cual desaparecié/apareci6 en esa celda. Entonces tiene que aparecer una
fuente colisional tal que
df (1)

donde G'y P son respectivamente, las contribuciones de ganancia —nimero de particulas
por unidad de volumen en I'; y por unidad de tiempo que ingresan a la celda durante dt—y
pérdida —nimero de particulas por unidad de volumen en I'; y por unidad de tiempo que

egresan de la celda durante dt. En otras palabras: como
df(1) _ d°N(1)
dt N d3ql d3p1 dt

la ecuacién (13.48) significa que la cantidad de particulas en la celda se compone asi

(13.49)

d°N(1) = f(1)d*q d®py dt = d°Ng(1) — d°Np(1) (13.50)

La importante contribucién de Boltzmann es haber ideado una manera de estimar el
término de colisiones bajo ciertas hipoétesis validas sélo para el gas diluido. Siguiendo
a Boltzmann: si nos concentramos en el término de pérdida, pensamos que d® Np se debe
a todos los choques que sucedieron durante dt dentro de la celda y que tuvieron como
resultado final que esa cantidad de particulas adquiriera estados 1’ fuera de esa celda. El

total de choques que involucran pares con estados iniciales (1,2) que van a parar a (1',2') es
d°N(1)d°N(2) = f(1) dPq d®p1 f(2) 0 () | vy — vi| dt d°py (13.51)

y la cantidad de particulas que se van de la celda se obtiene integrando sobre todos los
impulsos con los que se puede presentar la companera colisional y sobre todas las deflexiones

posibles de ésta al ser dispersada, de modo que

PNp(1) = U/d?’m dQ F(1) £(2) va —v1|a(9)} Py dpy dt (13.52)
y asi obtenemos el término de pérdida de la ecuacién de Boltzmann
6
"= dzqi\;igc)lt
_ U/d?’pg dQ F(1) £(2) [va — vi U(Q)} (13.53)

El término de ganancia se escribe de inmediato observando que los procesos involucrados,
aquéllos en los que un par con estados (1’,2’) colisiona para terminar en estados (1,2), con
(a1, p1) dentro de la celda, son inversos temporales de los procesos de pérdida (1,2) —

(1',2'). Teniendo en cuenta las siguientes simetrias;
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1. Reversibilidad de la seccién eficaz microscépica,
o[(12) — (1'2")] = o[(1'2") — (12)] (13.54)

porque las colisiones tienen lugar en el marco de una DHC que es invariante ante

inversion temporal.

2. Invariancia del modulo del impulso relativo en colisiones elasticas, pues rigen las leyes
de conservacion de masa, impulso y energia. La primera es trivial dado que se trata
de particulas idénticas —la relacién my +mo = my + my se cumple trivialmente— y las

otras dos, a saber

p1 +P2 = Pr + P (13.55)

pi+1s = pi+ Py (13.56)
conducen a la conservacién del médulo de la velocidad relativa, ya que

Vi — Vg = —(Vll - Vg/) (1357)

3. Invariancia del elemento de volumen en el espacio de impulsos. Pues por otra
parte, las leyes de conservacién energia—impulso conducen a una relacién del tipo
F(p1,p2, P, P2 = 0 que permite conocer cualquier par de impulsos en funcién del
otro par. En particular, la transformacién (py, p2) — (p1/, P>) es canonica, por lo
tanto se cumple

d’py d*py = d®py d’py (13.58)

Entonces, con el término de colisiones de Boltzmann K = G — P, se llega a la ecuacién
cinética de Boltzmann (EdB)

(1) _

-2 = [ [ @22 jva = 1] 0(Q) [70) 12) ~ F1) S2) (13.50)

claramente cerrada, integrodiferencial y no lineal.
En este razonamiento hay, sin embargo, varias hipotesis ocultas que descubren la ver-

dadera naturaleza de la evolucion temporal de la distribucién. En efecto,

1. En el par (1,2) que interactia, las coordenadas estén separadas por una distancia

del orden del rango de la interaccién: qs ~ q; + 79 @ con alguna direccién 4. Pero
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en nuestra deduccion hemos considerado implicitamente que q; = qo, es decir, las
colisiones son puntuales. Fisicamente, lo que Boltzmann quiere decirnos es que
nuestras condiciones de trabajo son tales que no tenemos suficiente resolucién espacial

para separar a las particulas mientras estan interactuando.

2. Las colisiones duran un tiempo finito estimado por 7., de modo que las variables
antes y después del choque estan desplazadas temporalmente, es decir qi ~ q; +
V1 Teo- En otras palabras, hay un tiempo ”primado” t' ~ t + 7., que es el que deberia
aparecer en las distribuciones post choque. Sin embargo, en nuestra deduccién hemos
considerado implicitamente que ' = t, es decir, las colisiones son instantidneas. O
sea, Boltzmann quiere que pensemos que no tenemos la capacidad y/o los instrumentos
para examinar lo que sucede durante la colisién: s6lo podemos conocer el antes y el

después.

3. Por tltimo, al construir el término de pérdida en base a pares descorrelacionados
—ya que consideramos que el numero de pares que chocan infinitesimalmente es un
producto d° N (1)d°N(2), lo que estamos diciendo es que antes de la colisién, la funcién

de distribucién de pares es
f(1,2) = f(1) £(2) (13.60)

y lo mismo después de la colisién, con las variables primadas.

Los dos primeros items tiene consecuencias muy importantes, ya que al convertir a los
choques reales, que en una DHC son extensos en el espacio y en el tiempo, en choques pun-
tuales, se esta perdiendo voluntariamente una parte de la dinamica determinista reversible.
La consecuencia es la aparicién de irreversibilidad; es facil darse cuenta de que la EdB no
es invariante ante inversion temporal —no se conserva si e se cambia t en —t—, pero hay
un resultado fundamental que exhibe con todo dramatismo la presencia de una flecha del
tiempo en este marco tedrico. Se trata del Teorema H de Boltzmann.

Boltzmann ideé la magnitud—funcional de la distribucion

Hf) = [ dpi £(1) In £ (1) (13.61)

y calcul6 su derivada

U [, T 1 g (13.62)
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Introduciendo la EdB y realizando varios cambios de las variables mudas, se obtiene la

siguiente cadena,

= [ [ [ dpidpads vs = vil o(9) [F(V) £(2) = F(1) F2)] 1+ 1n f(1)]
— [ [ [ @i @p2dQ jvi = valo(@) [F(1) £(2) = (2) S} [+ 10 f2)]
— [ [ [ @pudpaag va = vulo(@) [£(1) £(2) = F(1) F@)] [1+ In F(1)]
= [ [ [ @2 dpud@ Ivi = valo(@) [£(1) £(2) = F2) FQ] L+ 10 f(2)]
Pero las invariancias del médulo de la velocidad relativa, de la seccion eficaz y del elemento
de volumen de los impulsos muestran que estas cuatro integrales tienen el mismo nicleo

salvo por el signo y por el argumento del logaritmo. Entonces, si algo es igual a cuatro

expresiones también es igual a un cuarto de la suma de las cuatro, y

d? 1d3 dQ
/// D P20y v () (13.63)
2)—f(1)f( )} I f(1) +1In f(2) = In f(1') = In f(2')]
donde el integrando es de la forma (a — b) (Inb — Ina). Como el logaritmo es una funcién

mondétona, esto indica que
dH
dt
Este es el Teorema H de Boltzmann. Por supuesto, todo lector iniciado reconoce que

<0 (13.64)

H = —S/k, con S la entropia de un gas ideal. Esto puede inducir a pensar que se ha
demostrado la Segunda Ley de la Termodindmica, pero atencion: el teorema se refiere a
una ecuacion cinética particular, deducida para un gas diluido. Sélo en este caso, y no en
general, podemos decir que se ha demostrado la Segunda Ley. Existen otros ejemplos de
teorias fisicas que conducen a la Segunda Ley para el sistema al cual se aplica le teoria,

pero no existe una teoria valida para cualquier sistema del Universo.

F. Equilibrio global y equilibrio local: aproximaciones de orden cero y uno.

El Teorema H de Boltzmann prueba también la existencia del equilibrio como asintota
de la evolucion cinética. Porque f debe ser acotada en todo I'; ya que estda normalizada al
total de particulas, luego H no puede decrecer indefinidamente. La condicion dg define el

equilibrio y la forma del nicleo integral senala que éste se alcanza cuando f = fy y
fo(l) f0(2) — fg(l,) f0(2,) =In fo(l) + In f0(2> —In fo(ll) —In f0(2/> =0 (1365)
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que equivale a K[fy] = 0. La cancelacion de la derivada colisional no conlleva la desaparicién

de las colisiones; éstas existen porque se trata de un gas diluido, lo que sucede es que se

balancean en el espacio de fases I'; porque es G = P, es decir, por unidad de tiempo hay

tantos eventos que pueblan la celda diferencial como eventos la despueblan.

La relacion ente los logaritmos sugiere que In fj es un invariante colisional, esto es, una

cantidad que se conserva en las interacciones de pares. Por lo tanto, se propone para In f

una combinacién lineal de los cinco invariantes colisionales (m, p,p®), o alternativamente

Info =a+b(p— Po)2

O sea
fo=AcbP— Po)

con cinco parametros a determinar, (a, b, po)-

Para determinarlos establecemos

1. La normalizacién de f: para que esto pueda suceder se necesita que b =

negativo

N = /dlAe—’Y(P—po)2

“v (i)
()

2. La existencia de un campo de velocidades macroscopico u tal que
u = i /dlpAe—V(P—Po)z
N m

Po
m

O sea

3. El teorema de equiparticién, en este caso

ng: /dl (P—Po)” 4 .~1(p —po)’

— —y(p — Po)*
2mN < /dlAe >
_ v | o, (ﬂ)ﬂ

2m N oy v
_ 1 3n
 2mn 2y
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3
La relacién (13.71) muestra que v = LA reemplazo en (13.69) muestra que A = nA

m I
Por lo tanto, la distribucién de equilibrio es la distribucién clasica de Boltzmann
_ n —B(p — po)?/2m 13.72
fo(p) ((27rmk:T)3/2> ‘ (13.72)
= ny(p) (13.73)
que no depende de las coordenadas y se normaliza en el espacio de impulsos segiin
[ @ fo(p) =n (13.74)
es decir,
/d3p o(p) =1 (13.75)

Esto es propio de un sistema espacialmente homogéneo, ya que la funcién de distribucion
en fase de todo el sistema debe ser invariante traslacional, esto es, independiente de la
eleccion del origen de coordenadas, que se puede establecer en cualquiera de las particulas,
por ejemplo

F(q17q27 "'7qNap) - F(07q2 —q1,.-,9N8 — Q1>p) (1376)

por lo tanto al reducir resulta que la distribucion marginal es independiente de las coorde-

nadas
filar, p1) = fi(p1) (13.77)

Si las condiciones macroscépicas son las del equilibrio termodinamico habitual —variables
termodinamicas uniformes y constantes en el tiempo, incluyendo al campo de velocidades—
decimos que el gas se encuentra en equilibrio global. No obstante, vale la pena notar que la
relacién de conservacién (13.66) vale idénticamente si los multiplicadores son campos locales
a(r,t),b(r,t), po(r,t). Luego podemos preguntarnos por el significado de una situacién en
la cual el sistema se encuentra expuesto a campos de densidad, velocidad y temperatura
n(r,t),u(r,t), T'(r,t); advertimos que una distribucién de la forma (13.72) en la que los

parametros se han reemplazado por los campos continia cumpliendo el balance colisional
K[fo] =0 (13.78)

Si examinamos la variacion espacio—temporal de f, observamos que las correspondientes

escalas son las de variacién de los campos. Asi podemos introducir longitudes y tiempos
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caracteristicos como aquéllos en los que la cantidad considerada varia en algo del orden de

ella misma, por ejemplo
|An| ~ |Vn|L, =n (13.79)

|An| ~ |a|1, =n (13.80)

define la longitud y el tiempo caracteristicos para la densidad, y analogamente para las demas

magnitudes. Como referencia tenemos la longitud L de la caja y el tiempo de transito de

una particula 7 = %, de modo que podemos pensar en variaciones ”suaves”: toda vez que
sea

min(Ly, Ly, L) > L (13.81)

min(7,, 7, 7r) > T (13.82)

diremos que el sistema se encuentra en equilibrio local. Esto significa que aunque los
campos macroscopicos varien, hay regiones macroscopicas del gas en las cuales sus valores

son localmente constantes.
La distribuciéon de Boltzmann de equilibrio local es la aproximacion de orden cero
para la solucién de la EdB. En realidad no se trata de una solucién, puesto que si bien anula
dfo

la derivada colisional K|fy], por lo general no anula la derivada sobre la trayectoria T

Esto se advierte facilmente observando, por ejemplo, que la variacién temporal de fy es

ofo [ [-mu? 3] T (p—mu) mi
ot {n - [gmw 2T Jo (13.83)
y vale una forma similar para el gradiente espacial V fy, siendo ademas
p —mu
=2 13.84
Vo= -2 224, (13.84)

dfy

de modo que si bien puede ser posible conseguir la anulaciéon de Jr on algin punto del
espacio—tiempo, no puede esperarse la anulacion total.
Hay un caso en el cual la distribucién de equilibrio local es solucién de la EdB: esto sucede

en presencia de un campo de fuerzas. Proponiendo una solucion con pg = 0

fo(r,p) = n(r) ¢(p) (13.85)

la anulacion de la derivada total equivale a

Vio- % + Vpfo:Fexe =0 (13.86)
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O Sea

VR P P gy g (13.87)

n om | mkT

que se resuelve con la formula barométrica
n(r) = e~ B Veat (13.88)

Cuando las variaciones de los campos son mas complicadas atin en régimen de equilibrio
local, se propone una aproximacién de primer orden para dar una estimacion de la

solucién de la EdB,
f=fo+of (13.89)
con la esperanza de que Jf sea localmente pequena, esto es, que V(r,p,t) resulte

10 f|(r,p,t) << fo(r,p,t). Elegiremos §f de manera de anular el término de colisiones

de manera aproximada. Linealizamos la derivada colisional y nos queda

Klfo+8f] = [ [ dp2df va = vil o(Q) {fo(1) + £(1)] Lfol2) + 8f(2)]
~fo(1) + £ (D] 1fo(2) + 6£(D]}
~ Klfol + [ [ @2 jva = vi] o(Q) [fo(1) 87(2) + 3£(V) fol2)
—fo(1)8£(2) = fo(2) 6£(1) (13.90)

donde K[fy] = 0 por tratarse de la distribucién de equlibrio.
La aproximaciéon de primer orden consiste en despreciar los términos que contienen a la

correccién integrada y quedarse sélo con el tiltimo. Esto nos conduce a

W — K[fo+6f] ~ — [//d3p2 dQ [vs — vi| o(Q) fo(2)] 6£(1) (13.91)

que es una ecuacion integrodiferencial lineal para la correccién §f. Esto se simplifica mas
aun si examinamos la integral en (13.91), que dimensionalmente es una frecuencia v, y

observamos que su estructura es
Yo {//dspde Ve = vi[o(€2) fo(Q)] ~ <0>/dp47rp2£Ae—7p2
3/2 4
—on (2)F [
2n  [2mkT
=0 \/T (13.92)
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La ultima relacién de esta cadena muestra que
ve~n(o)T (13.93)

que en base a las definiciones de camino libre medio y tiempo de relajacién —o tiempo entre
colisiones— resulta

y=_ (13.94)

Ty
y asi definimos a v como la frecuencia de colision o cantidad de choques por unidad de
tiempo.
En base a estas consideraciones establecemos la aproximaciéon de primer orden como

& F=f
dt T,

(13.95)

que es formal y, en general, dificil de resolver. Pero si f; —es decir sus parametros— no

dependen explicitamente del tiempo, en cada punto del espacio de fases I'; hay una solucion
F(t) = fo+[f(t=0) = fo] /7" (13.96)

que indica que § f = f(t) — fo decae por colisiones llevando la condicién inicial f(¢t = 0) al
equilibrio local ¥(r, p). El equilibrio local corresponde a una situacién de balance colisional
G = P y no decae por colisiones, de modo que en esta descripcién, es la asintota de la
evolucion temporal de la distribucion.

En la préctica, para estimar 0 f cuantitativamente se introduce otra hipdtesis, de més
dificil justificacién —podria interpretarse como una expresion de deseo— que consiste en elim-
inar 0 f en la derivada total. A priori no esta claro que esto siga de la expectativa inicial
sobre la pequenez de d f frente a fy, pero a posteriori se verifica su validez. Asi nos quedamos
con

Of = =1 = (13.97)

que se puede calcular utilizando (13.83), su equivalente para el gradiente espacial y (13.84).
De esta manera, 0 f resulta proporcional a fj, con un factor de proporcionalidad que incluye
las derivadas temporales y los gradientes espaciales externos.

Empleando (13.84) escribimos (13.95) en la forma

af+p.vf_sz.Ff:_5f (13.98)

at  m Tr
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y notamos que cada una de las variaciones de la izquierda contiene, desde el punto de
vista dimensional, la inversa de un tiempo relacionado con las variaciones de los campos
macroscopicos —alguna combinacién de los tiempos enumerados en (13.82). Esto nos permite

reconocer dos regimenes extremos:

1. Si 7. es mayor que el maximo de estos tiempos caracteristicos, se puede despreciar el
miembro de la derecha. Entonces recuperamos la ecuacién de conservacion % = 0.
Este régimen se llama no colisional: si bien las interacciones existen, éstas son tan
poco frecuentes que la desviacion d f no alcanza a decaer en la escala de variacion de
los campos macroscépicos, por lo tanto (13.96) indica que permanece f(t) = f(t = 0).

El sistema no alcanza el equilibrio local.

2. Si 7, es menor que el minimo de los tiempos caracteristicos, las colisiones son tan fre-
cuentes que J f decae en la escala de variacion de los campos macroscopicos y el sistema

esta siempre en equilibrio local. Este es el régimen colisional o hidrodinamico.

La existencia de una desviacién de la distribucion respecto del equilibrio local introduce
otro aspecto importante: la presencia de corrientes. Para ejemplificar consideremos la

corriente de particulas definida como

j= /d3pvf = (v (13.99)

conv = % la velocidad microscépica. dada una distribucién f(r, p,t), se define la densidad

local como su marginal
n(r,t) = /d3p f(r,p;t) (13.100)

(evidente cuando f es de equlibrio local) de modo que la distribucién es siempre de la forma
f(r,p,t) = n(r,t) o(p) con ¢(p) normalizada en el espacio de impulsos. Por lo tanto la
corriente (13.99) es
j(r,t) = n(r,t) (v) = n(r,t)u(r,t) (13.101)
y se anula si no hay campo externo de velocidades.
Entonces, cuando vale la aproximacion de primer orden, si no hay campo externo de

velocidades en el equilibrio local, fy es en el espacio de velocidades, de modo que . la

corriente es

je) = [dpvaf=nly (13.102)
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y no se anula, ya que df no es isétropa. La anisotropia de 0 f se origina en los productos
escalares que contienen gradientes de fy y que se constituyen en fuentes de la corriente de
masa: la teoria de fendmenos de transporte estudia, precisamente, la relacién entre las
corrientes y estos gradientes, que resulta ser una relacion lineal cuando vale la aproximacion

de primer orden.

G. Ecuaciones de conservacion

Consideremos una funcién microscpica x(r,t) en el espacio-tiempo ordinario, asociada a

una funcion dindmica mediante la relacién

b(q,p;r,t) =d(q — 1) x(r,1) (13.103)

que nos da el campo macroscopico

B(r,t) = /dqu?’pb(q,p;r,t)f(q,p,t) = /d3px(r,p;t)f(r>p>t) (13.104)

y calculemos su variacién temporal local

0B

ot /dgpxmp’t) [=v -V =F - Vyf+ K[f]] (13.105)

= —V-/d?’px(r,p,t)Ver/d?’p v-Vx+F- Vpx] f+/d3pr[f]

Introduciendo la corriente de la magnitud y

v = /d3pvxf =n(vx) (13.106)

pues f = ny, y notando también que B = n (x) representa la densidad local p, de la
cantidad y, obtenemos la ecuacién de balance

8,0 chi
ot

donde o, el dltimo término de (13.105) es la fuente colisional, que representa la variacion

+V.jy=(v-Vx+F -Vyx) +o0, (13.107)

local de la cantidad x por unidad de tiempo debida a las interacciones en el gas.
Resulta evidente que si y es un invariante colisional, la fuente colisional se anula. La
argumentacion es idéntica a la utilizada para demostrar el Teorema H de Boltzmann y se

reduce a mostrar que o, se escribe como

o= [ [ [ERER o)
) F@) = £ F@) D) + 0@ —x(V) = (@) (13.108)
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cuyo integrando se anula en todo el espacio de fases para un invariante colisional.
Las cinco ecuaciones de balance para los invariantes colisionales son las ecuaciones

hidrodinamicas. El detalle de su construccion es el siguiente.

1. Conservacién de la masa: con

B = (nm)=p (13.109)

jm = (nmv)=pu (13.110)
resulta la ecuacién de continuidad

dp .
— . = 13.111
5t +V:jn=0 (13 )

2. Conservacion del impulso lineal: con

B = n{mv)=pu (13.112)
Jpij = (nmu;vy) = ¢y (13.113)
Vi = 0i (13.114)
se obtiene \
a(g:i) n ; %ﬁj —nF, (13.115)

En Hidrodindmica, se acostumbra a introducir el tensor de flujo de impulsos en

términos de la velocidad relativa Um =v —u

de modo que la ecuacién de balance toma la forma de Navier—Stokes

Apu;) S 0 B
o ;am (03 + pusu;) = n Fy (13.117)

itemConservacién de la energfa: la cantidad a conservar (invariante colisional) es la

energia cinética en el sistema de referencia que se mueve con el fluido, y = %m U2,

luego
1 2
B = <7”L§77”LU > =pe (13.118)
1 1
j. = <n§mU2v> = <n§mU2U>+pgu (13.119)



donde aparece el flujo de calor jo = (n %m U?U). Ademas, en la ecuacién de balance

aparece el valor medio

<n;mV~VU2) = —p ZZ(% U; 87n>

= —p X (viwy) ar,-l (13.120)

En la dltima linea hicimos uso de... Finalmente, la ecuacion de balance para la energia

queda en la forma

9p. L33 B
a/; +v-(psu):—v-JQ—ZZ¢ija—% (13.121)
i=1j=1 Ti

136



XIV. INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS FLUCTUACIONES EN EL
MUNDO MACROSCOPICO: EL MOVIMIENTO BROWNIANO

Dentro de la teoria de los conjuntos estadisticos, hemos observado que en el equilibrio
térmico los sistemas macroscépicos presentan cantidades onservables que revelan la magnitud
de las fluctuaciones cuando el sistema recorre sus microestados. Por ejemplo, la capacidad
calorifica mide la dispersion de los valores de la energia respecto del valor medio, y la
compresibilidad, la dispersién del niimero de particulas en equilibrio quimico, o del volumen
en equilibrio isobarico. El detalle de estas fluctuaciones no se observa, solo se accede a sus
dispersiones.

Sin embargo, existen situaciones en las cuales las fluctuaciones son directamente observ-
ables y pueden ser caracterizadas por variables macroscépicas. El caso paradigmatico es el
del movimiento Browniano, estudiado fenomenolégicamente desde 1928 por Brown, Per-
rin, Einstein y Langevin, que es que realiza una particula de masa M en un bano térmico
de particulas de masa m << M. La observacion experimental es que tanto la posicién como
la velocidad de la particula browniana fluctian en el tiempo alrededor de una media que se
puede describir por las ecuaciones de movimiento clésicas.

Langevin fue el primero en intentar formalizar la dindmica browniana modificando
la ecuacion de Newton determinista y convirtiéndola en una ecuacién diferencial es-
tocastica. Para Langevin, el reservorio térmico, cuyas particulas pueden interactuar in-
dividualmente con la browniana, tiene dos efectos: uno disipativo que indica el efecto del
medio en su conjunto y se revela en una fuerza viscosa o de frenado, mas uno especificamente
aleatorio que indica las acciones detalladas del medio y no se puede describir por una funcion

temporal. La ecuacion de Langevin es
Mt =F.y — Myv+F(t) (14.1)

donde la fuerza estocastica F'(t) se conoce por su serie temporal o conjunto de valores
{F(t1),F(t2),...}. Escribiendo la ecuacién de Langevin en una dimension con las correspon-
dientes aceleraciones

mi = Azt —yv + A(t) (14.2)

proponiendo la solucién v = uw y separando contribuciones en (14.2) como

U= —yu (14.3)



i = A £ A0 (14.4)
con soluciones

u(t) = u(0)e (14.5)

w(t) = w(0) + u(lo) / At € (A + A(t) (14.6)

de modo que la velocidad estocastica es

t !
v(t) = v(0)e 7t + / dt' e (A + A(H)] (14.7)
0
= Udeterminista + VAuctuante (148)

Esta forma para la velocidad es consistente con las observaciones; para cuantificar un
poco mejor es necesario establecer un modelo de ruido. En el espiritu de los conuuntos
estadisticos, se piensa en un conjunto cuyos microestados, para cada valor de ¢, son todas las
configuraciones que admite el bano térmico en ese momento. En particular, lo que interesa
de las configuraciones son los valores de la fuerza (o de la aceleracién) que las particulas
del medio pueden ejercer sobrer la browniana en ese momento. Los promedios estadisticos
son, entonces, promedios sobre el conjunto de valores posibles de la variable aleatoria —
fuerza/aceleracion en este caso. El modelo de ruido consiste en un conjunto de hipétesis

acerca de valores medios tales como
1. De la variable aleatoria: (A(t)) = 0.
2. De la correlacién temporal K(t,t + 7) = (A(t) A(t + 7)) a la que se le pide

e Simetria temporal, K(¢t,7) = K(t — )

e Estacionariedad: K(t,7) = K(7). Aqui estamos pidiendo que el valor de la
correlacién dependa sélo del intervalo entre las dos acciones y no del instante
inicial.

e Vida breve: K(7) = 0si 7 >> 7., donde 7. nes la duracién de una interaccion
entre M y m.

Sigue la siguiente propiedad:considerando ([A(t) — A(0)]?) > 0, se obtiene

([A(t) = A(0)]*) = 2(A(t) A(1)) — 2 (A(t) A(0)) + (A(0) A(0)) = 2[K(t) — K(0)]
(14.9)
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cuya no negatividad conduce a que debe ser K(t) < K(0) Vt. Es decir, se puede

pensar que la correlacién temporal es una funcién picada en el tiempo alrededor

del origen, con area

oz:/OO dr K(1) ~ b dr K(7) ~

—Te

(14.10)

e Hipdtesis gaussiana: las correlaciones de orden superior son funciones sélo del

valor medio y la correlaciéon de dos tiempos,

<A(t1)A(t2n+1)> == 0

(A(ty).... A(tay)) = > [IK# -1t

configuraciones de pares i7#j

(14.11)
(14.12)

Este modelo de ruido queda univocamente caracterizado por la correlacion temporal y se

distingue los casos
e Ruido blanco: cuando K(t) = K ().
e Ruido de color: cuando K(t) = K f(t/7.) H(7. —t)
Entonces, la velocidad (14.7) contiene una media
(V) = Vdeterminista = v(0) €77 " + /0 L e 4,
que, si A,z no depende de t, nos da
1—e?

<U(t)> = vdeterminista<t) = 'U(O) e V4 Aot

que tiene la asintota

Mas interesante todavia es la dispersién de la velocidad

oo () = {[o(t) = (0(t)]*) = (VRuctmante 1))

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

que implica una doble integral en un cuadrado de lados iguales a t en el espacio de las

variables (t',t").

t ! t "
ol(t) = / dt' e=7t=1) / dt" e (A A())
0 0
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En vista de la forma del integrando es natural introducir las variables tipo centro de masa

T =1t+1t" (14.18)
=t (14.19)
o sea, t' = %, =L 5 L. El jacobiano de este cambio de coordenadas vale 1/2, es
decir dt’ dt" = %dT dr. Examinando la transformacién del dominio cuadrado en t',t”, se

llega a la relacién
1 t T 2t T2t
ol(t) = e 2t [/ dT / dre’T K(r) + / ar drer” K(T)] (14.20)
2 0 -T t T-2t

Entonces, si tenemos en cuenta la relacién (14.10), vemos que las integrales que involucran

a la correlacién temporal pueden aproximarze por el area o. Asi nos queda

2 1 —2~t 2 ~yT
o;(t) = 3¢ a/o dT' e

- ;‘7 (1—e ) (14.21)

Esta expresion integrada para la dispersion de velocidades brownianas exhibe limites

1. De tiempos cortos, vt << 1, donde 02(t) ~ at. Vemos, entonces, una interpretacién
fisica para «: la integral de la corrrelacion temporal representa la velocidad con la que

comienza a crecer la dispersion,

B do?(t)

o =22 (14.22)

2. De tiempos largos, vt >> 1, donde desaparecié la exponencial y nos encontramos con
la asintota

02(00) ~ — (14.23)

Pero si el banio térmico estaba en equilibrio a la temperatura 7' cuando se sumergio

la particula browniana con condiciones iniciales bien definidas v(0) —es decir, con

2

0,(0) = 0- tiempo infinito ésta debe haber alcanzado su distribucién de equilibrio can

onica con dispersién térmica de velocidades kWT, luego debe ser
kT
a=2y— (14.24)
m

que es la segunda relacién de Einstein o teorema de fluctuacién—disipacion.
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Es posible llevar a cabo un anélisis similar con respecto a la posicién; para ello basta
con integrar (14.7) en el tiempo, lo que conduce a una separacién z(t) = Tqeterminista(t) +
Tfuctuante (1), ¥ examinar las expresiones para el valor medio (2(t)) = Zgeterminista(t) ¥ para la
dispersién o2(t) = (% iwanto(t))- Este procedimiento es enojoso y escasamente ilustrativo,

de modo que es conveniente presentar un punto de vista que resulta novedoso y permite

introducir conceptos y modos operativos propios de la Teoria de Fenémenos Estocasticos.

A. Modelo de Einstein-Smoluchowski del Movimiento Browniano

Einstein introdujo la nocién de paseo al azar en una dimension, para una particula que
puede visitar sitios equiespaciados por una distancia [ siendo 7, la duracion de cada salto.

El modelo contiene las siguientes hipotesis

1. Las posibles posiciones después de una movida, x(t £ 7,.) = x(t) £ son equiprobables,

o sea, P, = P_ donde Py es la probabilidad de moverse un paso hacia un lado.
2. Dos impactos sucesivos estan descorrelacionados, o sea, 7. << 7.

Smoluchowski introdujo la probabilidad P(m,n) de que la particula se encuentre en

x = ml al tiempo ¢t = nr,, siendo
m=ny—n_ yn=ng+n_ (14.25)

es decir, durante los n pasos la particula realizé6 n desplazamientos hacia la derecha y n_

hacia la izquierda. Esta probabilidad se puede expresar como

n

P(m,n) = P(z,t) = < ) Pl pr- (14.26)

ny

y en vista de la equiprobabilidad asumida, el valor medio de la posicién se anula, ya que

(m) = fj ( " ) 2171 (ny —n_)=0 (14.27)

TL+:0 n+

Matematicamente, esto se justifica de la siguiente manera. Para obtener cualquiera de los

valores medios, proponemos



g & n
— p, L P Pt
. api n+2:0 <n+> i -

d(Py+P)"
OP.
= Pin (P.+P)"! (14.28)

= P

que en el caso de equiprobabilidad, es (ny) = % Para calcular la dispersion, consideramos

n

n n T —

n4=0

P 2
:<Pi8]3i> (P++P_)

= Py 9 {n P, (P, + P_)n_l}

OP,
=n [Py (Py+P)" '+ (n—1) P2 (P + P_)"] (14.29)
9 n, nn—1 _nn+1) . .
que en nuestro caso da (ni) = o+ T = 71— Por lo tanto, la dispersion es
(m*) = (n>+n> —2n,n_)
_nn+1) nj
2 2
n t
= — = 14.30
2 27, ( )
de modo que
72
204 — (02) 72
) = ) =
L,
=50 Tt (14.31)

Vemos entonces que a diferencia de lo que ocurre con la dispersién de la velocidad, o2
crece siempre. Esto se debe a que la dispersién suma cuadrados de desplazamientos, que
si bien tienen lugar hacia la derecha y hacia la izquierda con idéntica probabilidad —por eso
sucede la cancelacién del valor medio—los ”saltos” nunca se detienen, por lo que la dispersién
crece indefinidamente.

También es posible encontrar la forma asintética de la probabilidad (14.26). Pues

1 1 —

In P(m,n) = 1n2+nlnn—§(n+m) ln<n;m> —§(n—m) 111(” Zm)
1 n o m 1 n om

~n 2= gt (5 + ) =5 00— m) (5 - T)
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1 1
= nln2n—nlnﬁ—f(n—l—m)m—l——(n—m)@

2 2 n 2 n
2
= nln2— = (14.32)
n
que es
P(m,n) ~e ™/ = /@) (14.33)

Esta forma asintética exhibe la dispersién (14.31) de la posicién y muestra ademds que como
consecuencia de este crecimiento, la probabilidad se achata indefinidamente convirtiéndose

en una distribucién uniforme para tiempos muy largos.

B. Generalizacién: procesos estocasticos en fisica

El estudio del movimiento browniano ilustra sobre la existencia de variables z y fun-
ciones aleatorias y(x). Las primeras son microscépicas, sabemos de su existencia o la pos-
tulamos en el marco de un modelo, como la fuerza o la aceleracion que las particulas del medio
ejercen sobre la particula browniana. Tienen una distribucién de probabilidades P(x,t) que
tampoco observamos. En cambio, las segundas son observables, como la velocidad y el de-
splazamiento de la browniana y las respectivas dispersiones. Solemos referirnos a éstas como
procesos aleatorios con probabilidades P(y,t) que podemos establecer examinando las se-
ries temporales: éstas son secuencias de valores (y(t1),y(t2),....y(t,)) = (1,2,...n), donde
i = (y(t;)) es un evento, suceso o realizacién de la funcién aleatoria , y asignamos

probabilidades conjuntas P,(1,2,...,n). Cuando
P,(1,...,n) =[] P.(d) (14.34)

el proceso es totalmente aleatorio: los sucesos consecutivos son independientes o estan
descorrelacionados.
Trabajaremos con un conjunto ttil de requerimientos sobre las probabilidades conjuntas,

también llamados condiciones de consistencia. Estos son
1. Definicion positiva: P, > 0 Vn.
2. Simetria: P,(1,....k,....l,..m) = P,(1,...,1, ...k, ..n)
3. Normalizacion:

/ dy Pi(y,t) =1 Vit (14.35)
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4. Compatibilidad o marginalidad:

Pu(1, .. k) = /dyk+1...dyn Pu(1,.ym) (14.36)

Cabe destacar que este requerimiento impone restricciones muy fuertes sobre la depen-
dencia temporal de estas distribuciones, ya que (14.36) debe cumplirse para todos
los tiempos posibles (txi1,...,t,). Como veremos en breve esto conduce a que sélo
un pequeno y selecto grupo de funciones o distribuciones matematicas calificard para

distribucién de procesos estocasticos en fisica.

Un concepto muy importante para la fisica que expresa la naturaleza de los fenémenos es
la probabilidad de transicién desde un suceso 1 = y(¢;) hasta 2 = y(t5), definida como

Py(1,2)

w(l,2) = 0

(14.37)

Matematicamente, esta es la probabilidad condicional de que suceda 2 a continuaciéon de

1. La probabilidad de transicion debe ser definida positiva y tiene las siguientes propiedades:

1. Actia como un propagador desde la condicién inicial hasta la final,

Pi(2) = /leg(l, 2) = /d1w(1,2) Pi(2) (14.38)

2. Esta normalizada con respecto a los resultados finales,
P(1) = /d2 Py(1,2) = /d2w(1,2) P(1) (14.39)

O sea

/d2 w(1,2) =1 (14.40)

En general, dada una serie temporal se define la probabilidad de transicién a un punto

siguiente de la serie mediante

P,(1,...,n)
n(1,...,n) = 14.41
Wn(liem) = 50—y (1441)

y se define un proceso de Markov como aquél en el cual
wy(1,...,n) =w(n —1,n) (14.42)
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En este caso, la probabilidad conjunta es una cadena de Markov, caracterizada

univocamente por la probabilidad de transicion w

P.,(1,...,n) = P,_1(1,....n— 1D w(n—1,n)
= P, o(1,...n—2)w(n —2,n—1)w(n —1,n)

= P(1)w(l,2)w(2,3)...... w(n,n—1) (14.43)

La propiedad mas importante de las cadenas de Markov es la siguiente. A partir de la

condicién de marginalidad podemos escribir para la probabilidad conjunta de dos eventos
Py(1,3) = /dy2 Py(1,2,3) (14.44)
y como se trata de una cadena de Markov, esto es
Pi(1)w(1,3) = /dngl(l) w(1,2) w(2,3) (14.45)
de donde surge la relaciéon de Chapman—Kolmogorov o de Smoluchowsky
w(1,3) = /dygw(l, 2) w(2,3) (14.46)

que obligatoriamente debe cumplir cualquier funcién w(x,y) que se proponga como candi-
data a probabilidad de transicion markoviana. Por eso hay sélo tres cadenas de Markov

elementales en fisica, que pasamos a enumerar.

C. Procesos de Markov en Fisica

En general, las series temporales comienzan con una situacién de certeza —por ejemplo,
la velocidad v(0) o la posicién x(0) de la particula browniana— de modo que la probabilidad

P(y,t) = Pi(y,t) de la funcién estocéstica es inicialmente una delta de Dirac,

P(y,0) = 0(y — o) (14.47)

y la propiedad de propagacion nos da

P(y,t) = /dy’P(y/,O)w(yCO;y,t)
= w(y,t;yo,0) (14.48)
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Por lo tanto, en estos casos conocer la forma de la probabilidad de transicién significa conocer
la probabilidad de la funcién aleatoria en todo tiempo.

Los casos relevantes para la fisica son:

1. Proceso de Poisson: se refiere a eventos en un espacio discreto con y = n representando
una poblacion o un estado de un espectro. La probabilidad de transicion es

E="" v

w(n', t':n.t) =
(', ¢5m.7) (n—n')!

(14.49)

para un tiempo sin dimensiones, es decir, t esta en unidades de un tiempo caracteristico

Tr

En este caso es sencillo verificar que se cumple la relacién de Chapman—Kolmogorov.
Para ello sumemos sobre estados intermedios n”,
P t/)n”—n’ (t _ t/l)n—n”
(n" —n ) (n —n")!
_ e—(t—t’) Z (t” o t/)k (t _ tl/)n—n —k
- El'(n —n'—k)!

, t _ t/ n—n'
Y (ks

Zw(n/a t/; n”,t”) w(n”,t";n, t) _ e—(t—t’) Z (

n// n//

= 14.50
(n—n)! ( )
de modo que el proceso de Poisson es de Markov.
Luego, para la condicién inicial P(n,0) = d,0, se tiene
tn
P(n,t) = w(n,t;0,0) = — e’ (14.51)
n!

que es una ley de decaimiento; claramente, se anula para tiempos largos (en la escala

del tiempo caracteristico) y cumple ademads la ley dindmica

dP(n,t)
— = P(n—1,t) — P(n,t) (14.52)

que es una ecuacién de balance tipo G — P.

2. Proceso de Wiener: en este caso
1 / /
w(y' 1y, t) = ————— e~ W ¥/ (14.53)
27 (t — 1)
Evidentemente,resulta engorroso verificar la relacion de Chapman—Kolmogorov; es un

ejercicio de paciencia que queda a cargo del lector, ya que sélo requiere completar ade-

cuadamente cuadrados en el exponente e integrar gaussianas. Es mas importante para
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nosotros observar la forma de la distribuciéon de probabilidades y su comportamiento

temporal
1

V2t

que muestra que la dispersion es lineal en el tiempo, por lo tanto la distribucion

P(y,t) = w(y, t;%,0) = e~ (ww0)?/2t (14.54)

evoluciona desde la certeza absoluta expresada por la delta de Dirac inicial, hasta una
distribucién uniforme con amplitud nula. Efectuando derivadas parciales, tenemos

opP _ 1 (y — 90)2

— = ——P P 14.55
ot 2! T o (14.55)
orP Y—"%Yo
—_— = — P 14.56
Jy t ( )
9°p 1 (y — y0)2
- — _Zpy S 14.57
Jy? t * 212 ( )
que se relacionan mediante una ecuacién de difusion
oP 10*P
o _ -7 14.
at 2 0y? (14.58)
En fisica solemos encontrar ecuaciones de difusion en la forma
oPrP 0’°P
— =D — 14.59
ot 0y? ( )

que representan un reescaleo del tiempo t a 2Dt, de modo que en estos casos, la
distribucién de probabilidades tiene la apariencia

1
P(y,t) = /T

Esta forma nos muestra que el coeficiente de difusiéon D representa la (mitad de la)

do?
velocidad de crecimiento de la dispersién, ya que dity =2D.

e~ (y=v0)*/4Dt (14.60)

. Proceso de Ornstein—Uhlenbeck: es el méas complicado, pero también el més rico
en contenidos. Su probabilidad de transicién —que cumple la relacion de Chapman-—

Kolmogorov— es

1 ’ L —(t—t —2(t—t’
w(y', 'y, t) = _ vy R 2 (14.61)
V2m [1 — 2]

y genera, a partir de la certeza inicial, una distribucion

Esta distribucién tiene comportamientos limite interesantes, ya que
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e Para tiempos cortos, es un Proceso de Wiener que difunde con D = 1:

1
P(y,t) ~ ﬁ 6—(y—y0)2/4t (1463)

de modo que la certeza inicial se rompe con un crecimiento lineal en el tiempo

de la dispersion.
e Para tiempos largos, es un equilibrio canénico centrado en el origen —el sistema
"se olvido” de su condicién inicial—

1
P(y.t) ~ o€ /2 (14.64)

Notar que y es una variable sin dimensiones, de modo que si pensamos en la

2
velocidad de la particula browniana, deberia ser y? = ]\g—%

Advertimos que este proceso es el ideal para representar al movimiento browniano,
ya que contiene los comportamientos limite observados en la serie temporal de la

velocidad, y descriptos por la ecuaciéon de Langevin.

Para avanzar hacia la construccién de las distribuciones de velocidad y posicién brown-
ianas, necesitamos demostrar una propiedad fundamental de los procesos de Markov, que
sigue de la relaciéon de Chapman-Kolmogorov y se denomina expansion de Kramers—
Moyal. Para ello, elijamos una funcién f(y) arbitraria, analitica e integrable por partes —es

decir, que se anule en los confines del dominio de integracién integral

]—/dyf y y’ Quly'sy,t) (14.65)

Notar que como el proceo es estacionario no necesitamos indicar el tiempo inicial ¢, que

consideramos igual a cero, ya que sélo interesa la duracién ¢ del pasaje de 3 a y. Entonces

[= lim —= /dy fy) lw(y'y,t + At) —w(y';y,1)] (14.66)

e introduciendo Chapman-Kolmogorov con (z,t) como suceso intermedio

I = lim E/dyf {/dzwy z, ) w(z, ty, t+ At) —w(y'; y,t)}

At—0

= Jdim o [ [dyds O (- o) sz ety b+ A — [ dy f() wly's
At—0 At n>0 "

— 3 _ n /. .

= dim g [ [tz S5 = 2 et i+ A (1467
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Para escribir la ultima linea, empleamos, para el sumando con n = 0, la propiedad de

normalizacion de w con respecto a la variable de llegada y

//dydzf(z)w(y’;z,t) (z,t;y,t + At) //dzf w(y'; 2, 1) (14.68)
que cancela el segundo término. Ademads, el cardcter estacionario del proceso nos permite
suprimir el valor ¢ en la segunda probabilidad de transicién, y queda

I= lim — //dydz Z f —2)"w(y; 2, t) w(z;y, At) (14.69)

At—0 At

Introducimos los momentos de transicién
M, (z,At) = /dy w(z;y, At) (y — 2)" (14.70)

cuyas variables son el valor inicial de la funcion aleatoria y la duracion del salto. La totalidad
de los momentos caracteriza univocamente a la probabilidad de transicion. Vemos entonces
que las derivadas temporales en I son las velocidades de transicién

A,(2) = lim 7M"(Z’At>

Jm At (14.71)

por lo tanto

I= /dz Z f Ay (2)w(y'; 2, t) (14.72)

n>1

Cambiando la variable de integracién a y, integrando por partes y comparando con (14.65),

obtenemos la expansion de Kramers—Moyal

ow(y';y, t —1)" 0lA,(y)w(y,;y,t
ot =1 y
que es exacta para procesos de Markov, y que en el caso de certeza inicial, se convierte en
una ley de evolucién rigurosa para la distribucién de probabilidades

OP(y,t) (=1)" 9[A.(y) P(y,1)]
T = B 5y (14.74)

n>1

Su utilidad reside en la posibilidad de truncacién de la serie y en la posibilidad de asignar

expresiones y significado fisico a los momentos de transicion y a sus velocidades.
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D. Aplicacion al Movimiento Browniano

1. Analicemos el caso de las velocidades brownianas. Las variables (y,t) deben reem-
plazarse por velocidad y tiempo sin dimensiones en la escala del problema, es decir
(\/M/kTv,~t). No es necesario escribir el factor de unidades de la velocidad porque
interviene la misma potencia de y en A, y en la derivada parcial, de modo que con-

sideramos los momentos de transicion

M, (v, At) = /dv'w(v';v,At) (v—2")"
~ {([v(At) — v(0)]") (14.75)

donde los promedios estan tomados con respecto a la probabilidad de transicion. Por
lo tanto, M; representa el promedio de las variaciones de velocidad en un intervalo At
y en consecuencia, A; representa la aceleracién promedio en las transiciones, mientras
que M, representa la dispersion ocurrida en ese intervalo, por lo tanto As es la velocidad

con que varia esa dispersion. Entonces resulta natural identificar

Ai(v) = —yv (14.76)
Ay(v) = « (14.77)

y como estos dos momentos caracterizan totalmente al movimiento browniano en la
descripcion de Langevin con el modelo de ruido gaussiano, decimos que en este marco,

la distribucién de velocidades cumple la ecuacion de Fokker—Planck

OP(v,t)  O[yv P(v,t)] L@ O*P(v,t)

ot ov 2 Ov?

(14.78)

Se puede verificar que el proceso de Ornstein—Uhlenbeck resuelve esta ecuacién. Con

la normalizaciéon adecuada para todo tiempo, la solucién es

~y B w(fl—_vof;:t))
P(’U,t) = \/047'((1—@27’5) e ¢ (1479)

que a t << 7, = v~ ! difunde con

_ kT

D
M

Q
— 14.80
) (14.80
y para t — oo tiende a la distribucién candnica para una particula en una caja.
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Notamos que la ecuacién de Fokker—Planck es una ecuacién de continuidad en una

dimensién. En efecto, se puede escribir en la forma

oP 07,
—_— =0 14.81
ot + ov ( )
con la corriente
a 0P
= —YoP — — — 14.82
j Yo 5 Fu ( )

que exhibe dos contribuciones, respectivamente disipativa y difusiva. Interpretamos
entonces que el régimen de equilibrio con j, = 0 corresponde a un balance entre estas
dos corrientes, lo que nos permite encontrar facilmente la solucion de la ecuacion
diferencial lineal para F,

Py(v) = C e/ (14.83)
consistente con la segunda relacion de Einstein o de fluctuacién—disipacion

. Analicemos ahora el caso de las posiciones brownianas, para el cual la variable y serda
la coordenada z/L con L la longitud caracteristica del problema. Nuevamente, no
es necesario hacerla explicita en las derivadas parciales que contienen velocidades de

transicién. Como en el item anterior, consideramos los momentos

M, (z, At) ~ ([z(At) — z(0)]") (14.84)

de modo que A; representa la velocidad promedio, vye™ 7 + %, y As la velocidad

o, de la dispersion espacial. La truncacion a este orden de la expansion de Kramers—
Moyal conduce a la ecuacion de Kramers

OP(z,t)
ot

(14.85)

_ (Uo —— Fm> OP(x,1) LG O*P(z,t)

M~ ox 2 0x?

Esta evolucion espacio—temporal presenta algunas situaciones interesantes. Por una
parte, encontramos que si no hay fuerzas exteriores, para tiempos largos el proceso es
de Wiener (difusién pura). Esto es consistente con lo hallado en base al modelo de
Einstein—-Smoluchowsky, que no hace referencia a fuerzas exteriores. Por otra parte, en
el limite de alta friccion o tiempos largos, la ecuacion es, nuevamente, de continuidad

en una dimension
OP  0j,
— 4+ ===0 14.86
ot + ox ( )
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con la corriente

Fert [0 (9P
P—-—=— 14.87
M~ 2 Oz ( )

Jz =

En este caso, el equilibrio corresponde a un balance entre el efecto del campo externo,
la disipaciéon y la difusion. La cancelacion de las dos corrientes da la distribucion de
equilibrio

Py(z) = C g 2Vext/ (M) (14.88)

que, como debe coincidir con la férmula barométrica, proporciona la primera
relacién de Einstein
2kT

= 14.8
o= (14.89)

E. Ecuaciones maestras

Las ecuaciones maestras son originalmente, de evolucién de una distribucién de variable

discreta n. A partir de la ecuacion de propagacién

=Y _ P(n',0)w(n’,0;n,t) (14.90)
calculamos su derivada temporal
OP(n,t) 5
N T R E ZP n',t)w(n', t;n,t + At) — P(n,t) (14.91)

n

y utilizando la normalizacién sobre estados finales en la forma

S wln,t;n' t+ At) =1 (14.92)
exXpresamos
OP(n,t) y . -
—5 = Atﬁo& ZP n',0)w(n' t;n,t + At) — P(n,t)w(n,t;n', t + At)| (14.93)

n

Definiendo la probabilidad de transicién por unidad de tiempo

w(n' t;n,t + At)

Wi (t) = Altﬁo A7 (14.94)
se obtiene la ecuacion maestra —también llamada ecuacién maestra de Pauli—
OP(n.,t
gz) S (Won P(0,£) = W P(n, t)] (14.95)

n
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que es una ecuacién de balance G — P; balancea las transiciones que pueblan y despueblan
el estado caracterizado por n.

Esta construccion generaliza el razonamiento sencillo para una cadena unidimensional
con transiciones entre primeros vecinos, en la que el sitio n se puede ”"poblar desde arriba”
o "despoblar hacia abajo” con probabilidad w,, y ”poblar desde abajo/despoblar hacia
arriba” con probabilidad w_. En este caso nos preguntamos por la probabilidad de observar

el estado n en el tiempo t + At = (j + 1) 7., y la componemos facilmente como

de modo que a partir de la diferencia P(n,j+ 1) — P(n, j) obtenemos la evolucién temporal

OP(n,t)

e W, [P(n+1,t) — P(n,t)] — W_ [P(n — 1,t) — P(n,t)] (14.97)

Si n = x/a indica la posicién en una red unidimensional, podemos expandir

Pn+t1,t)=P(xLa,t)~ Plx,t)La

2 52
OP(x,t) N % 0°P(x,t) N (14.98)

ox 0x?
de modo que la ecuacién maestra es equivalente a la ecuacién de Kramers en el limite de

alta friccidn,

2 2
or ~a (W, — W) OP(x,t) L (W, + W) 0°P(x,t)

ot ox 2 0z2 (14.99)

Esta construccion nos permite darle otra lectura a la disipacién y a la difusion, ya que la
diferencia de probabilidades (por unidad de tiempo) hacia arriba (excitacién) y hacia abajo
(desexcitacién) describe la fuerza externa relativa al coeficiente de friccién, mientras que la
suma de esad probabilidades mide la difusién, asociada al ”desparramo” de la probabilidad
de ocupacion hacia sus vecinos.

La ecuacién maestra tiene una solucién de equilibrio Py(n): la derivada temporal se anula

si —condicion suficiente pero no necesaria—
Wn’n PO (n’) = Wnn’ Po(n) (14100)

llamada condicion de balance detallado. Si el equilibrio es candnico, esto es

W '
Wn’n ‘ ( )
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Si B, > E!. la transicién desde n hasta n’ es de decaimiento o emision, y la inversa es de
excitacién o absorcién. Para alcanzar el equilibrio con balance detallado, debe cumplirse

entonces

Wabsorcién < Wemisién ( 14.102 )

Se puede demostrar que la condicién de balance detallado es también necesaria. Esto se debe
a que hay un teorema H para la ecuaciéon maestra. Si f(x) es una funcién convexa, esto

es, con derivada segunda positiva en todo el dominio, una expansion de Taylor en cualquier

punto zo, f(x) ~ f(xo) + f'(zo) (x — xo) + % f"(x0) (x — x0)?, entonces
fx) = f(xo) > f'(xo) (z — 20) (14.103)

Sea

P(n)
H=) P 14.104
s (705) .
con f(x) cualquier funcién convexa. La variacién temporal cumple

= X ) Wan P(0) = W P(0)

= 3" f(@0) W Po(n') (2 — )

nn'

< Z Wn’n PO(n/) [f(xn) - f(xn')]

nn'

= 3" F(@n) Win Po(n') — W Po(n)]

nn/

— 0 (14.105)

por lo tanto, como la primera linea de esta secuencia contiene una funcién convexa pero
arbitraria, la derivada de H solo se anulard en el equlibrio si se anula el corchete en la

primera linea, o sea, si P(n) en el equilibrio mes la distribucién de balance detallado.
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XV.

INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LOS FENOMENOS CR1TICOS

El punto de partida es una revision de las transiciones de fase, notando que

1.

Un sistema macroscépico puede existir en varias fases con comportamientos muy difer-
entes, entendiendo por fase a lo que se asocia con una rama de la ecuacion de estado,

por ej. PV = NKT para gases diluidos y P = f(V, N,T) en el liquido.

Los cambios de fase suceden cuando baja la temperatura y/o aumenta la densidad,
lo que permite que otras propiedades de la materia, como las interacciones entre
moléculas o la indistinguibilidad cuantica, entren en competencia con el movimiento
térmico de las particulas. Generalmente hay una temperatura critica a la cual se

hace evidente el cambio de comportamiento a nivel macroscopico.

A continuacién analizaremos dos ejemplos que serviran para ilustrar los rasgos definitorios

de una transicion de fase y los distintos tipos, con sus analogias y diferencias.

A. La transicion gas—liquido

El espacio termodindamico presion—densidad exhibe un tipico diagrama de fases que

pone de manifiesto:

1.

La existencia de dos regiones con caracteristicas topolégicas diferentes, una contiene
isotermas continuamente diferenciables, la otra contiene isotermas con puntos angu-

losos.

La existencia de una separatriz o isoterma critica para 7,: una curva con un punto
de inflexién o critico —en este caso, (n., P.)— que separa el plano termodindmico en dos
regiones topoldogicamente no equivalentes, ya que no pueden transformarse isotermas

de un tipo en el otro mediante una transformacién continuamente diferenciable.

La aparicién de un parametro de orden p —en este caso, las diferencias de densidades
en los puntos angulosos— que es nulo para temperaturas mayores que la critica y no

nulo para temperaturas menores.

Una divergencia, pues %—5 = 0 en la densidad critica o sobre los segmentos horizon-

tales para T' < T significa que la compresibilidad térmica kK — oo.
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A estas observaciones podemos agregar varios comentarios. Anticipamos que el punto
critico es fundamental en la teoria de transciones de fases por sus caracteristicas singulares:
es el iinico punto del plano termodinamico con la propiedad de que cualquier entorno contiene
isotermas de los dos tipos. El estudio de la vecindad del punto critico es una rama de la
fisica en si misma, cuya vertiente tedrica es la teoria de fendémenos criticos. No todas las
transiciones de fase tienen punto critico, como sucede en la transicion liquido—sélido.

Otro comentario importante destinado a fijar escalas es que si se enfria o condensa un
gas, es posible llegar a compensar la energia térmica con la potencial. La temperatura a la
cual esto ocurre determina la critica, esto es

;)kTw% — kTe ~ Vp (15.1)

con Vy la intensidad caracteristica de las interacciones.

Por otra parte, las transiciones de fase se clasifican segtin como son las derivadas del
potencial de Gibbs —que es el de equilibrio a P, T constantes. Pues siendo G = Ny 1 + N o
para un sistema en el cual las N = N; + N, particulas pueden migrar entre la fase 1 y la
2, la condicién de equilibrio dG = 0 con dN; = —d N, conduce a la igualdad de potenciales
quimicos, que son funciones de presién y temperatura; luego, ui1(P,T) = pe(P,T) es la
ecuacién para la curva de coexistencia P(7T).

La clasificacién de las transiciones de fase surge de considerar que la igualdad de poten-
ciales quimicos en coexistencia debe valer a todo orden de diferenciacion de los mismos.
La diferencial primera, du, = dus da

Sy Vi S Va
——dl'+ —dP =—-——dI'+ —dP 15.2
Nld Nld de N2d (15:2)

de modo que si las entropias especificas s; y los volthenes especificos v; —o las densidades n;,—

son diferentes, la transicion de fase es de primer orden y vale la ecuacién de Clapeyron

dP  As _ L

dT ~ Av ~ TAv

(15.3)

donde L =T As es el calor latente de cambio de fase.

Si las entropias y densidades especificas son iguales, la relacién (15.2) se cumple trivial-
mente y no aporta nueva informacion. Si se toma diferenciales de orden superior hasta que
aparece la primera no trivial, ése es el orden de la transicién. Por ejemplo, a segundo orden

107 0 0 102
d2 — I d2P 12 1%

1O on, op LOH o
2 op2'" +8PT6T|PdeT+28T2PdT
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1 ov 1 0s

de modo que esta transicion ocurre cuando hay un salto en el calor especifico y en la com-
presibilidad. Las transiciones de fase de orden superior al primero estan asociadas a un
cambio de simetria que refleja el reacomodamiento interno del sistema.

La teoria clasica de la transicién gas-liquido es la de van der Waals: fue su tesis doc-
toral aprobada en 1973 a los 28 anos. Podemos simplificar sus muy elaborados argumentos

recurriendo a la expansién del virial a segundo orden

P =nkT [1+ By(T)n] (15.5)
y leyéndola de dos maneras:
e Si By < 0, como
(P+an®) V =nkT (15.6)
e Si By, >0, como
H‘/éQnNPV(]_—BQTL):Nk’T (15.7)

Reuniendo todas las posibilidades, se propone
(P+an?) (1—bn)=nkT (15.8)

donde a,b son pardametros caracteristicos del gas que dependen de la interaccién, respec-
tivamente asociados a las componentes atractiva y repulsiva. La ecuacién (15.8) es una
cubica

abn® —an®*+n (kT +bP)— P =0 (15.9)
tal que, si se fija la presion y la temperatura, tiene una o tres raices reales. Si las tres raices
reales coinciden, (15.9) es (n—n.)* = 0, de modo que expandiendo el binomio y comparando

término a término obtenemos los parametros del punto critico

1 a 8a
e=—; P=— kT,=— 15.10
e 3 2702 27b (15.10)
Los pardmetros criticos proporcionan un escaleo universal: la ecuacién (15.8) se hace
independiente del sistema particular. Pues, introduciendo variables sin dimensiones n = nﬂc’
P= % y T = %, la ecuacion de van der Waals toma la forma
(P+37%) (3—7)=8aT (15.11)
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que es la Ley de estados correspondientes. Esta ley se cumple sorprendentemente
bien para una gran cantidad de gases diferentes, validando de esta manera las hipétesis
simplificatorias de van der Waals. Una de las ventajas de contar con ecuaciones universales
es que éstas facilitan el estudio del punto critico, pues en él las variables sin dimensiones
valen 1, de modo que el entorno del punto critico se caracteriza por corrimientos (v = i — 1,

m=n—1y60=T-—1. Introduciendo estas definiciones en (15.11), a orden mas bajo en las

potencias de los desplazamientos se obtiene
T(2—v)~3°+80(1+v) (15.12)
que, sobre la isoterma critica # = 0 y para v << 1, es
T~ (15.13)

Esta es la forma local de la isoterma critica.
Si se calcula ademas la compresibilidad, el calor especifico y el parametro de orden a

partir de (15.8), se obtiene las dependencias

1

Kt ~ o Co~0; p=0 sif>0 (15.14)
1

fwwmjawwhpﬂwmsw<0 (15.15)

Aqui tenemos el primer muestreo de exponentes criticos «,a’,3,7,7',9 que se definen

como
e Exponentes del calor especifico: C, ~ 0% si @ >0y C, ~ |0 si 6 <O0.
e Del pardmetro de orden o de la curva de coexistencia: p ~ [0]? si 6 < 0.
e De la compresibilidad, kp ~ 077 si 0 >0y kp ~ [6]77 si 6 < 0.
5

e De la isoterma critica, m ~ 1°.

Para la transicion gas—liquido en la teoria clasica de van der Waals, estos exponentes valen

a=d =vy=+=1,=1/2y§=3.
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B. La transicién del paramagnetismo al ferromagnetismo

Experimentalmente se observa que si se expone un material paramagnético isotrépico
—para nuestros fines, simplemente un gas de spines no interactuantes— a un campo B ex-
terno, aparece un momento magnético M paralelo al campo. En funcién de la magnetizacion
m = % en la direccién del campo, as isotermas (B, m) son curvas impares y suaves mientras
la temperatura se mantiene por encima de cierta 7., a partir de la cual, las isotermas pre-
sentan magnetizacion finita a campo externo nulo, con puntos angulosos cuando la isoterma
comienza a remontar. En este caso hay un pardmetro de orden p = m(B = 0) para T < T..
Podemos verificar que el diagrama de fases (B, m) tiene las mismas caracteristicas que el
diagrama (P, T") de los gases, salvo en lo relativo a una regién de coexistencia descripta por
una ecuacion de Clapeyron, que para este caso deberia dar una variacién % # 0.

No aparece una regién de coexistencia ya que esa derivada es idénticamente nula. Ademas,
0B

como en la regién del cambio de fase es om = 0, diverge la susceptibilidad magnética
_ Jdm
X= 9B

La teora clasica que describe esta transicion es la de campo medio de Weiss. Su filosofia
es similar a la de van der Waals; si en el caso del gas, se introduce fenomenolégicamente los
efectos de interaccién corrigiendo la ecuacion de estado de los gases ideales, en el caso del
material paramagnético la referencia ideal es la ecuacion de estado de Brillouin, que describe

la magnetizacion de un gas de spines en presencia de un campo B como
m =ngup S Bs(z) = my Bs(x) (15.16)

donde g es el factor giromagnético caracteristico del material, up el magnetén de Bohr, S

el valor del spin y Bg(z) es la funcién de Brillouin

1 1 1 T
B =14+ — h — - — h— 15.1
s(x) < +25) cot <s+2> T 5 cot 5 (15.17)

conx =4 %%B la energia magnética en unidades de la térmica.

La funcién de Brillouin tiene los siguientes limites

e Para campos fuertes o bajas temperaturas, r >> 1, B, — 1. La magnetizacion

tiende al valor maximo mo =ngugS.

e Para campos débiles o altas temperaturas, el desarrollo de las cotangentes hiperbodlicas
1

da cothu ~ 7 + %; el reemplazo de las expresiones correspondientes en (15.17) da, en
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este limite, una dependencia lineal

1
Bg(z) ~ S;—x (15.18)

 que con las sustituciones cor-

y la magnetizacién se comporta como m ~ my Sﬁi#

respondientes vale

(9ps)° S(S+1)

m e n SET B (15.19)

Por lo tanto en este limite la susceptibilidad sigue la ley de Curie x ~ %, con la
constante de Curie

o (gpp)tS(S+) (15.20)

3k

La idea de Weiss se puede resumir como sigue, explotando la analogia con el caso del gas.
Asi como para introducir de manera fenomenolégica las interacciones del gas que cambian la
presién ideal, reemplazamos Py por P+ an?, ahora diremos que el campo que experimentan
los spines es el externo corregido por interacciones, y reemplazaremos B por B 4+ Am, donde

Am da cuenta del campo interno debido a las fuerzas entre spines. Entonces proponemos la

EdE

m = mg By [g,uB (B + )\m)} (15.21)
KT
y si apagamos el campo externo nos queda
A\
m = f(m) = mo B, ( Z;‘B m> (15.22)

Una mirada grafica inmediatamente nos indica que si la temperatura es suficientemente alta,
estamos en el régimen de la ley de Curie y la pendiente al origen de B, sera pequena, de
modo que la solucién de (15.22) es la trivial, m = 0. Pero si la temperatura baja como para
que esa pendiente supere el valor unidad, hay una solucién no trivial m # 0. Por lo tanto

la temperatura critica corresponde a f'(m) = 1, esto es

S+1gup
3 KT,

1 =my (15.23)

que es simplemente kT, = \C.
El caso particular de spin 1/2 nos puede poner sobre la pista de los exponentes criticos.

La funcién de Brillouin se escribe facilmente como

coshz  cosh %

B = 2
1/2(%) sinhx  sinh %
2T .12 T
_ 2Cosh 5 + sinh 3 COSh7 (15.24)
2 cosh % sinh % sinh %
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que es

gup B
= tanh 15.25
m = mo tanh = - ( )
Con el reemplazo B — B + Am y con variabels sin dimensiones m = mﬂo y B = %0 y
T = %, siendo ahora mg =n g’uTB, la EdE es universal y tiene la forma
B ~
7 = tanh ;m (15.26)

Expandiendo la tangente hiperbdlica cerca del punto critico (m., B.) = (0,0), se tiene

m o~ =

T 3

= (15.27)

_ B+m 1 (B + m> ’
que, sobre la isoterma critica T =1 es B ~ m?

Para la transicién del paramagnetismo al ferromagnetismo se obtiene los mismos expo-
nentes criticos que para la transicién gas-liquido. En este sentido, las teorias clasicas son
isomorfas porque describen el entorno del punto critico de la misma manera. A pesar de que
ninguna de ellas es muy realista —en particular, la teoria de Weiss ignora por completo la
estructura cristalina de los sélidos y supone al sistema homogéneo— expresan correctamente
los aspectos cualitativos del fenémeno critico, y también sorprendentemente, los valores
experimentales de los mismos estan dentro de los érdenes de magnitud de los clasicos.

Otros ejemplos de transiciones de fase con sus parametros de orden aparecen en la Tabla

V.

C. Sistemas modelo

Hay una amplia y rica gama de modelos inicialmente orientados al ferromagnetismo. que
en décadas sucesivas resultaron sumamente ttiles en varias subfeas de la fisica de muchos
cuerpos. El sistema modelo es una red D-dimensional de spines d-dimensionales que pueden
interactuar, como lo describe el Hamiltoniano

N
H=-uB-> S;—> J;S;-S; (15.28)
i=1 i<j
extensamente estudiado en los ultimos 70 anos. La riqueza de estos modelos reside en
la posibilidad de elegir y combinar las dimensiones, las simetrias de la red, y la forma y

magnitud de la interaccién. El caso mas realista es el modelo de Heisenberg que tiene
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TRANSICION PARAMETRO DE ORDEN

A del “He Fase de la funcién de onda de los dtomos

o densidad superfluida

Condensacién de Bose Ocupacién del estado fundamental

o fraccién condensada

Normal-superconductor en metales, aleaciones y cerdmicos|Funcién de onda de pares correlacionados

o normal-superfluida en *He y niicleos o brecha en el espectro de excitaciones

Mezclas binarias de fluidos o soluciones Concentracién de la componente segregada

Aleaciones binarias Densidad de un componente

Ferroelectricidad Polarizacién eléctrica

Antiferromagnetismo Valor absoluto de la magnetizacién o bien m?
TABLE V:

d = D = 3, pero sélo se puede resolver numéricamente, aun para simetrias e interacciones
sencillas. Por contraste, las redes con d = D = 1 tienen solucion analitica en la mayoria de
los casos, pero son triviales, ya que no alojan una fase paramagnética.

Los modelos de Ising constituyen una familia especial, caracterizada por spines unidi-
mensionales con dos proyecciones (S; = £) y que sélo interactian entre primeros vecinos.
La variedad surge de combinar la dimensionalidad D, la simetria de la red que establece el
ntimero 7y de primeros vecinos, y los valores de J;;. Ising mostr6 en 1925 que la red unidimen-
sional presenta solucién exacta, pero no presenta transicién al ferromagnetismo. Onsager
encontrd una solucién exacta para D = 2 en 1944; éste fue el primer modelo resuelto exacta-
mente que predice todas las propiedades de la transicién. Ademads, permite aproximaciones
de sofisticacion creciente que ayudan a comprender diversos rasgos de la transicién. Final-
mente, en dimensién D = 3, el modelo pertenece a la categoria de los de Heisenberg, que
solo admiten soluciones numéricas. En general, estos modelos predicen exponentes criticos
muy diferentes de los de la teorfa clasica de Weiss, por eso son muy solicitados a la hora de
describir adecuadamente observaciones experimentales.

La aplicacién no magnética mas popular es el modelo de gas reticular. En este caso
los nodos de la red pueden estar o no ocupados por moléculas; los spines asociados a los

nodos toman valores S; = 0,1 y representan la ocupacién del sitio.
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El tratamiento del modelo de Ising genérico es una aplicacion directa del formalismo de
la Mecanica Estadistica: se procura establecer las configuraciones de spines y sus correspon-
dientes energias E({S;}) para calcular la funcién de particién canénica y cubrir el recorrido
hasta la deteccién de una nueva fase y la obtencién de la susceptibilidad. Para simplificar
se supone que la interaccién entre primeros vecinos es constante (J); los pares de vecinos
pueden ser de tipo (++), (+—) v (——), con cantidades respectivas N, ,, N,y N__, de
modo que la energia de una configuracién, en base al Hamiltoniano (15.28) se puede escribir

como
E({Si}) = E(Ny, NoyNoy . Ny N__) = —uB(Ny —N_)—J(Nyy +N__— N, ) (15.29)

Estos cinco niimeros no son independientes; por una parte, tenemos la relacion de niimero
N = N, 4+ N_, y por la otra, podemos efectuar el siguiente contaje de pares.

Si seleccionamos los spines + y desde cada uno de ellos trazamos sus uniones a los vecinos
+, establecemos la relacion

YN, = 2N, + N _ (15.30)

y analogamente si seleccionamos los spines — con sus uniones a los vecinos —,
YN_ =2N__+ N, _ (15.31)

De modo que sélo hay dos nimeros independientes. Si los elegimos como N, y N, ., encon-

tramos que la energia de una configuracién se puede expresar como
J
E(Ny,N,,)=N (,uB . 72> — 2N, (uB—~J)—4J N, (15.32)

y la funcién de particién exacta del modelo serd

N N/2
Zo(N,T) = 3 > g(Ny, Nyy)e PPN (15.33)
N+=0N++:O

lo que nos remite al calculo de la degeneracién g(N,, N, ) del arreglo de spines.

En este capitulo no apuntaremos a la resolucion exacta en D = 1,2; nos concentraremos
en dos aproximaciones de complejidad creciente y en sus alcances. Antes de continuar en
esta direccion, resulta util introducir dos cantidades conocidas como parametros de orden

de largo y de corto alcance, definidos de la siguiente manera:
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1. Se reconoce que el paramagnetismo es un efecto de largo alcance, ya que los spines
interactian con el campo sea cual sea su ubicacién en la red. El parametro indicativo
es la polarizacién L,

N+—N_ m

= — 15.34
N++N_ mo ( )

o fraccién de spines alineados con el campo. Estd en el intervalo [0, 1] y las fracciones

de poblacién paralela y antiparalela al campo son

Ny 1+L
e — 15.35
N 5 (15.35)

2. Se reconoce que el ferromagnetismo es un efecto de corto alcance debido a las in-

teracciones entre primeros vecinos. Se mide por un parametro o definido a partir

de
Ny 10 (15.36)
Iov

En términos de estos pardmetros, la energia (15.32) de una configuracién se puede expre-

sar como

E(L.o)=N |-uBL+~J <L—a—;>] (15.37)

Con estos ingredientes pasamos a examinar las aproximaciones.

1. Aprozimacion de Braggs—Williams o de campo medio

La clave de esta aproximacion es ”esclavizar” el corto rango al largo rango. Para ello se
interpreta que la probabilidad P»(+,+) de encontrar un par de vecinos interactuantes es la
de un sistema descorrelacionado, [P(+)]?, esto es

N N2
= <N+> (15.38)
37N

que vincula a los parametros de orden en la forma

L? 1
= —+L— = 15.39
o=t +L—s (15.39)

Por lo tanto la energfa E(L, o) se convierte en EPY (L) cuya forma es

J
EPW(L)=N |-uBL - 77 L2 (15.40)
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y, muy importante para progresar en el calculo de las propiedades termodinamicas, es el
hecho de que la degeneracion es simplemente la que corresponde a producir la polarizacion,
que equivale a seleccionar N, spines de entre los NV,

9Ny, Niy) = (ﬁi) (15.41)
De todas maneras, la funcién de particién no resulta sumable exactamente. El recurso para
aproximarla es el habitual en Mecanica Estadistica, ya que si el sistema es macroscépico,

el sumando presenta un pico angosto centrado en un valor L que se obtiene a partir de

proponer
N —/BEBW(Z)
Zo(N,T) ~ e (15.42)
N,
Y ~ NnN—N, InN, — (N —-N,) In(N—-N,)-pEW(L) (15.43)
1+L 1+L 1-1L 1-L - J —
N S N Ve In N + BT+ 22T
2 2 2 2
El valor de la polarizacién en el maximo corresponde al maximo de la funcién de Massieu,
luego _ _
N 1 142 1, 1-1L _
—lF=——=In—+ =1 B L 15.44
srlt= g +tyl——+fuB+5vJ (15.44)
de donde B
1+ L _
ln1+L_26(uB+7JL) (15.45)
cuya solucién es
fzﬁ:tanhﬁ(uB—kaf) (15.46)
Mo

Esto no es otra cosa que el modelo de Weiss para spin 1/2; sencillamente, cuando B = 0
la relacién L = tanh 3+ .J L tiene solucién no trivial si y sélo si S+vJ > 1, como surge
de comparar la pendiente al origen de la tangente hiperbdlica con la bisectriz del primer
cuadrante. Entonces la temperatura critica es T, = ij’ consistente con lo obtenido en
el modelo de Weiss para spin 1/2 con A = vJ. La obvia pregunta es por qué sucede
esto; la clave aparece en la hipdtesis de esclavizacion del corto alcance al largo. Pues la

. N,
probabilidad Py(+,+) = TN/2

tanto que [P(+)]? es la de encontrar un par ++ en un sistema de spines descorrelacionados y

es la de encontrar un par ++ de primeros vecinos, en

a cualquier distancia. Al igualar estas dos probabilidades se ha introducido una hipétesis
de campo medio: lo cercano es igual a lo lejano. De esa manera se ha perdido el rasgo

distintivo de los sistemas modelo, que es la distincién entre el largo y el corto alcance,
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asociados respectivamente con el campo externo y con la interaccién. La aproximacion de
Bragss—Williams, es, por lo tanto, el modelo de Weiss presentado de otra manera.
También es un ejercicio relativamente sencillo calcular el calor especifico en el marco de

esta aproximacién. Para B = 0, la energia interna por spin es

U vJ —2
— —-_'77 15.4
N 5 (15.47)
luego B B
— 0L — oL
C=-—JL —~=~vJLkBF — 15.48
VL am =7 A3 3 (15.48)
donde
oL 1 — oL
— = — JL J —
03 ~ cosh®pyJL <7 67 a&)
JL
_ . 7L (15.49)
cosh®* By J L —p3~J
Finalmente. el calor especifico es
N2
JL
CBW) — . (7 7) (15.50)
cosh®ByJL—0B~J
que cumple
e Cuando T' — 0, C tiende a 0 como
C~k (v JZ)2 e 2L (15.51)
e Cuando T"'— T, desde T' < T, el calor especifico se aproxima al valor
ZQ
CI,)=k————~2k 15.52
) coshT’ — 1 ( )

e SiT>T,C=0

Vemos que el modelo de Ising en la aproximaciéon BW predice un salto en el calor especifico

a través de la transicién —por lo tanto, la misma es de segundo orden.

166



2.  Aproximacion de Bethe—Peierls

Esta visién procura incorporar el corto rango en forma explicita, acudiendo a la estadistica
y profundizando en una descripcién probabilistica de las configuraciones de spines. Para ello,
se piensa que cada subred, integrada por un spin s y sus primeros vecinos, se comporta como
un sistema macroscépico inmerso en el bano térmico proporcionado por el resto de la red;
los vinculos corresponden al conjunto gran candnico, ya que si bien no hay intercambio de
particulas a través de la frontera de la celda, porque los spines estan anclados en los nodos
de la red, puede haber intercambio de spines en sentido figurado, ya que la interaccién puede
darlos vuelta, modificando las cantidades de spines + y —. La subred esta caracterizada por
la simetria y por el niimero v de primeros vecinos.

Hemos observado que la debilidad de la aproximacién BW reside en haber ignorado la
estructura de vecindad y el concepto de corto alcance al esclavizar la probabilidad de pares
a la de los spines individuales, Esto viola los vinculos de contaje (15.30) y (15.31), ya que

al dividir por N, éstos se transforman en las relaciones probabilisticas

P(+) = P(+,4+)+ P(+,-) (15.53)
que no son otra cosa que las relaciones de marginalidad para las probabilidades de un spin
a partir de las probabilidades de los pares. La aproximacion BP restablece estas relaciones

a partir de un concepto fundamental, que es la probabilidad P(s,n) de que n de los vecinos

del spin s sean +; las alternativas son
e P(+,n) es la probabilidad de tener n pares ++, igual a la de tener v — n pares +—;
e P(—,n) es la probabilidad de tener n pares —+, igual a la de tener v — n pares ——.

La energia de esa subred en ausencia de campo serd E(s,n). Por lo tanto, la ecuacién

(15.29) da
E(+.n) = =J(Nyy —Nio)
= —J(Qn — 'y) (1555)
E(=,n) = =J(—N_y +N__)
= —J (7 — Qn) (1556)

167



Estas relaciones se resumen en
E(s,n)=—Js(2n — ) (15.57)

y la aproximacién avanza proponiendo una forma analitica para P(s,n) en equilibrio gran

canénico, de la forma

1
P(s,n) = 7 (g) e P E(Em) on (15.58)

La certeza se expresa mediante la suma

L= 3 [P+ ) + P )

(267 +e727) + (27?7 4 e77)]] (15.59)
de modo que la funcién gran particion es
L=7 .+ 7Z_ (15.60)
con
Zy = (z ef 4 e’sﬁ‘])’y
=7 27: P(s,n) (15.61)
n=0

La ultima linea nos dice que la fraccién Z;/Z es la probabilidad marginal P(s) de que el
spin de la subred sea s; la aproximacion BP consiste en suponer que las probabilidades y
valores medios de la subred coinciden con los de toda la red. Claramente, esta aproximacion
no es valida a menos que la red sea suficientemente macroscépica -lo que no ocurre para un
nimero pequeno de primeros vecinos. Por lo tanto, si consideramos que el promedio en la
subred es el promedio en toda la red, obtenemos una cadena importante de relaciones que

nos permite expresar el pardmetro de largo alcance L en funcién de (z,T), ya que

P(s) = J]\\f;: 1+23L
_ Z(2,T)
- 0T (15.62)

Anélogamente: consideramos que en una subred con s = +, siendo n/v la fraccién de

primeros vecinos +, el promedio de esta fracciéon sobre todos los posibles valores de n debe

168



coincidir, en el espiritu de la aproximacion BP, con el promedio en la red. Asi establecemos

N++ i n
T /q lsubred — *P+7n
WN/2‘ nz::ov (.m)
1
- ;”’ (15.63)

que es una relacién para el parametro de corto alcance en funcién de (z,7"). Calculando

promedios como de costumbre tenemos,

140 11 07
= — — z —
2 v Z 0z
1,55 60
= EZJF ze (15.64)
El mismo promedio efectuado en una subred con s = — da
N, g
==Y =P
YN S
1 a=t
= 52z ze P7 (15.65)

Ahora bien, el vinculo (15.30) es riguroso, independiente de las aproximaciones, y es-
tablece un enlace entre las probabilidades trabajando que traducimos en uns relacion entre

fugacidad y temperatura, a saber
-1 a-1
Zy=z2e?7 70 4 ze P70 (15.66)
Esto es
-1 —1
(z e’ 4 e_ﬁ‘]y =z’ (zeﬁ‘] + 6_6‘])7 +ze B (z e Pl 4 (3’6‘7)7 (15.67)

y un sencillo cociente nos lleva a

B8J —BJ\ 71
R (15.68)
ze P 4 b

hemos llegado a una ecuacién implicita z = f(z,T) cuya solucién zo(7") nos permitira calcu-
lar ambos parametros de orden, L y o, vinculados iinicamente por clausuras probabilisticas.

La funcién f(z,T') tiene varias propiedades interesantes:
o f(0)=e"204 <1,
o f(c0) = 207 1;

169



N
o f(1/2) = Flz)’
e f(1)=1

e f'(2)=(v—1 (v-2)/(—1) %) — o728/ |
Fo=omue (z e e—/J‘J>2

Un andlisis grafico muestra que la ecuacién (15.68) siempre tiene una solucién z = 1.

Esta solucion es trivial, ya que la polarizacion puede expresarse como

Zy 7

L
A

(15.69)

yes Z,(1) = Z_(1). Sin embargo, es importante notar que ain en esta situacién trivial de
paramagnetismo en ausencia de campo externo, hay correlaciones de corto alcance no nulas,

ya que
_ 22 9%,
v Z 0z

no desaparece para z = 1. Para encontrar una soluciéon zy no trivial, que produzca una

U:2P(+7+)_

1 (15.70)

polarizacion finita, se necesita f’(1) > 1; cuando esto sucede, (15.68) presenta dos raices, zg

y 1/2. Pero siendo Z,(1/z) = Z_(2)/27, resulta
L(z) = —L(1/z) (15.71)

que indica que el sistema de spines puede adquirir magnetizacién permanente en ausencia
de campo externo con ambos signos.
La temperatura de transicién corresponde a f'(1) = 1, siendo f’(1) = (y — 1) tanh 5.J.

Esta relaciéon conduce a

gjzllni

~ = (15.72)

donde el primer término corresponde al punto critico de la aproximacién BW, luego resulta
TBP < TBW.
El calor especifico se calcula teniendo en cuenta que en ausencia de campo externo la
energia de una configuracion es
1
E(L,o) ZWNJ(L—U—§) (15.73)
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de modo que la energia media por particula después de la transicion es

U 1
= =17 [L(zo) — () — 2] (15.74)
luego
oL Oo

que no se anula para T" > T., dando un salto C(T.,) — C(T.F) # 0. La solucién rigurosa
de Onsager da AC = 0 pero AC’ # 0, compatible con datos experimentales para algunos

compuestos.
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XVI. TEORIA DE LANDAU DE TRANSICIONES DE FASE

Landau piensa en fenémenos del tipo del ferromagnetismo o la transiciéon de
un orden cristalino a otro —madas tarde se extendié la idea a transiciones normal-
superconductor/superfluido— caracterizados por un pardmetro de orden p = +m (seudo-
magnetizacién). El estado del cuerpo cambia de manera continua, y asi lo hacen el poten-
cial termodindmico y sus primeras derivadas, pero la simetria experimenta un salto; por
ejemplo, en un cristal, pequenos desplazamientos de los atomos pueden provocar un cambio
sustancial en el orden cristalino. En estas transiciones, no hay coexistencia de fases ni calor
latente de transicion.

El parametro de orden mide el cambio de simetria; se anula en la fase desordenada de
mas alta simetria, que por lo general es la de mayor temperatura, y aparece con valor finito
en la fase ordenada de menor simetria. Asi, p es la propiedad nueva que adquiere el cuerpo.
Como la seudomagnetizacién puede aparecer con ambos signos indistintamente, el potencial

termodindmico debe ser una funcion par de ese pardametro, y se postula

1 1
P(p, T) = Oo(T) + 3 Oy (T) pZZ ¢4(T) p* +O(°) (16.1)
El equilibrio corresponde a
0o 9
‘5;::])[®2CT)+-@4CT)p} =0 (16.2)

y siempre tiene una solucién tipo paramagnética py = 0, pero puede tener soluciones no

triviales
Po(T)

= .| = 16.3
P+ o.(T) ( )

si y solo si 22553 > 0. En el punto critico no trivial, el potencial termodinamico vale

4
1 ©y(T)?

O, (T) =Do(T) — - 16.4

de modo que si ®4(T") < 0, sera siempre ®n t(7") > ®o(T) y el punto critico del equilibrio es
el trivial py = 0. Por lo tanto para que aparezca un parametro de orden no trivial debe ser
®,(T) < 0 a partir de cierta temperatura critica. Si hay una transicién, estara caracterizada

por
O(T) >0 T>T,
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=0 T=T,
<0 T<T, (16.5)

Entonces, en el entorno del punto critico sera
Oo(T) ~a(T —T) (16.6)

con a > 0 para T’ < T,; despreciando la variacion de ®4 con la temperatura, es decir, fijando

O4(T) = D4(T,) el parametro de orden no trivial es

p(T7) ~ IT =T ~ |0]'? (16.7)

Luego la teoria de Landau predice un valor del exponente critico § = 1/2.

Ademas, si tuvo lugar la transicién, el potential termodindmico queda como

1a2(T - T,)>
O(T)=0(T) — — ———— 16.
y podemos obtener la entropia y el calor especifico mediante
Bl 1 (T T)
oS 1 a?
=T = = ™ +T= 16.1
¢ or ~ M +T5 ®,(T,) (16.10)
que contiene un salto
Ty oty = L g (16.11)
¢ 7 20,(T.) '

La teoria de Landau —o de Ginzburg-Landau— es de campo medio; no describe correc-
tamente todos los rasgos de las transiciones continuas, pero da un punto de partida. En
particular, el potencial termodindmico no tiene por qué ser una funciéon analitica cerca del
punto critico, pero si ese potencial es una funcién ®(p,T") con p como variable de estado, la

fuerza termodinamica conjugada es

6<1>|
dp r

que generaliza al campo magnético en una transicion ferromagnética. La propuesta de

h— (16.12)

Landau da, en el entorno del punto critico

hep (b0+cp?) (16.13)
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con b, c obtenidos a partir de ®, y ®4 en 7T.. Siempre dentro del esquema de Landau, se
puede expresar esto en la forma

h~p (0+cp'?) (16.14)
Pero notamos que los puntos criticos trivial y no triviales son los mismos si se escribe
hep (04cp?) (16.15)

y que en este caso, la funcién entre paréntesis es homogénea de grado ~ en 6 y p'/%.
Widom (1967) formulé la celebrada hipétesis de escala segin la cual, en el entorno del

punto critico la EAE del sistema debe ser de la forma
h=py(0,p"") (16.16)
con ¢ (x,y) homogénea de grado 7, es decir, para todo A real
¥ (A0, Ap7) = X (0, pM7) (16.17)

Esto implica que las propiedades termodinamicas de un sistema cerca de su punto critico
estdan determinadas por la forma de la funcién ¢ y por los valores de 3 y 7. Sin embargo,
el poder de la hipdtesis de escala radica en que se puede obtener importantes predicciones
del comportamiento observable del sistema sin especificar la forma de 1. Veamos a

continuacion:

1. Para h = 0, el punto critico no trivial es la solucién de (6, p"/?) = 0 si |§] < 0. Por

la homogeneidad de la funcién, se puede escribir
w(6.p%) = 0= 2" (A, ') (16.18)

independientemente de la eleccion del multiplicador no nulo. El miembro derecho de
esta relacion es una funcion implicita de dos variables de la que podemos despejar una

en funcion de la otra, por ejemplo
Apt/P = p(\0) (16.19)

que se resuelve con p'/? = $(6) con la misma funcién, que debe ser homogénea de

primer grado —esto es, lineal- en 6, luego
p=ad’ (16.20)
que reproduce el experimento si se adopta para (3 el valor medido del exponente critico.
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2. El equivalente de la susceptibilidad magnética se obtiene a partir de

1 0h

- =— 16.21
luego utilizando (16.16),
L 0.0+ p 2 (16.22)
X ’ dp
y tenemos los casos
e Para 0 < 0, el punto critico es py = 0, entonces
1
— = (6,0) = A7 ¢ (A, 0) (16.23)
X
y si se elige A = %, resulta
1
— =674(1,0) (16.24)
X

Como el factor es un ntmero, resulta x ~ 677, que reproduce el experimento si

se elige el valor de v como el del exponente critico medido.

e Para 6 < 0, el parametro de orden es no trivial y tenemos

1 o8, p'/8
L ¢<97p1/6)+pM‘T
X dp

1 450\ 0v(6,p""
= (0,p"?) +p (51)1/6 1) épl/ﬁ)|T

— )\ [w()\e )\pl/ﬁ)_'_ <p1/6> 3¢(>\9,)\p}/ﬂ)’T]

5 PRy (16.25)

Para hacer aparecer niimeros se utiliza la expresién (16.20) y se cambia la variable

de derivacion, con lo cual la anterior es

1

o= [@z)(w,w) + (

) ey (16.26)

I} ou
A continuacién se elige A = — do el corch i

continuacion se elige A = —g» Y vemos que todo el corchete se convierte en un
ntamero, por lo tanto

o~ oy (16.27)

que es el exponente critico 4/ = v en este caso. Este paso ilustra una de las

limitaciones de la versién simple de la teoria.
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e Para 0 = 0 estamos sobre la isoterma critica. Allf tendremos

h = pi(0,p"7)
= pA77 (0, Ap"?) (16.28)

Vemos que para fabricar un nimero a partir de ¢ necesitamos A\ = p~/#, que
produce

h ~ pY/PF (16.29)
De esta manera hemos obtenido el exponente de la ecuacion de estado

5= ; +1 (16.30)

Esta relacién se verifica en las teorias clésicas, yaquey =1y, = 1/2dan d = 3.

3. Finalmente, destacamos una consecuencia muy importantede la hipétesis de Widom.

Escribiendo (16.16) en la forma
h = A" pp(N, \p*/P) (16.31)

y eligiendo A = 1/|0], es

1/p
_ P P
h= o (i, 7 ) (16.32)

Definiendo p = p/|0|°, h = h/|6]|°~7, la EAE toma la forma
h=py(+, 7)) = UL(p) (16.33)

que es universal, similar a la Ley de Estados Correspondientes de la teoria de van der
Waals. Pone de manifiesto que la temperatura interviene sélo a través de un factor de
escala; si se reduce adecuadamente el parametro de orden y la fuerza termodinamica
conjugada, la EdE tiene dos ramas, una a cada lado de la transicién. Este resultado es
mas fuerte que la Ley de Estados Correspondientes, ya que dice que para una misma
sustancia, las isotermas de su EdE caen sobre una de las ramas universales. Este

resultado fue verificado experimentalmente.

La hipdtesis de escala de Widom, también conocida como Ley de Escala, no se apoya
en argumentos rigurosos y puede deducirse en base a la hipdétesis de universalidad de

Kadanoff (1967). A partir de un conjunto de resultados experimentales para los exponentes

176



criticos, y de otro conjunto de resultados numéricos obtenidos empleando el modelo de
Heisenberg, Kadanof supuso que la EdE en el entorno del punto critico no es sensible a
los detalles de las interacciones, ni siquiera a las intensidades; depende tnicamente de la
dimensién y de la simetria de la red. Este enunciado tampoco se basa en argumentos rig-
urosos; las teorias centrales de fenémenos criticos se apoyan en profundas intuiciones, que
notablemente producen excelentes descripciones de los experimentos. El fondo de la univer-
salidad es la divergencia de las cantidades del tipo de la susceptibilidad y la compresibilidad,

que suprime las escalas, como se vera en la préxima seccion.

A. Exponentes criticos microscépicos

Una magnitud fundamental en fisica de muchos cuerpos es la funcién de correlacién
de pares ¢(r) que caracteriza a la densidad espacial de pares, construida a partir de la

funcién de distribucién reducida de dos particulas f>(1,2) como una de sus marginales

n(rl, I'Q) = /d3p1 d3p2 fQ(]_, 2) (1634)
y definiendo
n(rl, I'Q) = TL(I‘l) n(r2) g(I‘l, 1'2) (1635)

Si el sistema estd totalmente descorrelacionado, fo(1,2) = f(1) f(2) con f(1) la distribucién
de un cuerpo. Como la distribucién de una sola particula es de la forma f(r, p) = n(r) ¢(p),

resulta g(ry,ry) = 1 en todo el espacio. Si hay correlacion, se puede escribir

f2(1,2) = £(1) £(2) + £7(1,2) (16.36)

habiendo introducido la funcién de correlacién en el espacio de fases de dos
particulas fQ(C)(].,2> como la parte irreducible —es decir, no factorizable— de f5. Si por
simplicidad suponemos que el sistema es homogéneo, la densidad de particulas es constante

y definimos el excedente v de la funcion de correlaciéon mediante la igualdad
g(I‘l — I‘Q) =1+ I/(I'l — I'Q) (1637)

donde también hemos utilizado la homogeneidad del sistema para hacer valer la invariancia

translacional, que nos permite considerar sélo distancias relativas.
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Se puede demostrar una relaciéon importante entre esta cantidad local y magnitudes ter-
modinamicas. Para ello calcularemos la fluctuacién del nimero de particulas AN en un
volumen AV macroscépico (AN >> 1). Con ayuda de la funcién ocupacién definida

Cco1mo

p(r) =1 sire AV

= 0 en caso contrario (16.38)

se tiene el promedio en fase

(AN) = /d3qu3Np > wlai) F(g.p)

~ [@qdp () f(a.p)

= d*rn(r) (16.39)

Si bien este resultado es trivial, (AN = n AV para un sistema homogéneo) la funcién
ocupacién es util para calcular la dispersion, ya que
N
2
(AN®) = (> plai) play))
ij=1

N

= (> wlay) play) + Y mlq)) (16.40)

i#j=1 i=1
Integrando la funcion de distribucién en fase y suponiendo sistema homogéneo se llega

rapidamente a

(AN%) = [ d'qy & py dpe plar) () So(1,2) + (AN)

B /dgrl d’ry pu(r1) pu(ra) n* [1+v(ry —12)] + (AN)

= (AN)2 + 1 (AN) / &ru(r) + (AN) (16.41)
luego la dispersion es
0% =1 (AN) / &Eru(r) + (AN) (16.42)
y el valor relativo es
2
&VV j=1+n / &r u(r) (16.43)
Pero el analisis de esta fluctuacién en el marco de la teoria de conjuntos estadisticos daba
R (16.44)
<AN> =N RT .
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Comprendemos entonces que si la compresibilidad diverge en el punto critico, el exceso
de correlaciéon —y por lo tanto la propia correlaciéon— tiene que mantener valores finitos a
grandes distancias. Esto se resume en el enunciado siguiente: cerca del punto critico, las
correlaciones son de rango infinito, aun cuando las interacciones sean de rango finito.

Se define un exponente critico n a partir de la potencia de la correlacién a grandes
distancias, y una longitud de correlacién ¢ como la maxima distancia a la cual dos

particulas estan correlacionadas, proponiendo
v(r) ~ p(D=24m) o=r/8 (16.45)

(D es la dimensién del espacio). Los otros exponentes criticos son los que dan la ley de

divergencia de la longitud de correlacion,

E~O07 si60>0
~ 0™ sif<0 (16.46)
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