Fisica Teorica 3 — ler. cuatrimestre de 2012

Primer parcial con las soluciones de los problemas

Problema 1. Un gas estd contenido en un recipiente con un pequeiio orificio que lo conecta con la atmésfera.
La probabilidad por unidad de tiempo de que una particula en el recipiente escape a la atmdsfera a través del
orificio es n /(). La probabilidad por unidad de tiempo de que una particula ingrese al recipiente es p.

(a) Escriba la ecuacién maestra para la probabilidad p,(¢) de encontrar n particulas en el recipiente.

(b) Escriba la ecuacion diferencial para la funcién generatriz F'(z,t). Verifique que la solucién puede
escribirse en la forma F(z,t) = e®* f((1 — z)e~"/), y encuentre .

(c) Encuentre F(z,t) y p,(t) sila condicién inicial es que en ¢t = 0 hay 0 particulas en el recipiente.

(d) Encuentre la probabilidad (peq), y el nimero medio de particulas n., en el equilibrio.

m Solucion. (a) La ecuacion maestra es

. [n—l—l n } <n+ )
Pn = 0 Pn+1 P Pn—1 0O P Pn-

(b) Multiplicando por 2™ y sumando para todo n se obtiene la ecuacién para F(z,t),
1 1
OF =(1—2)|=0.F—pF|=—~(1-2) [aZF - QpF].
Q Q
Reemplazando la forma de F' sugerida en enunciado se obtiene la condicién
1 1
q (1 —2)e /e f! = q (1-2) [aF — e/ _Qp F],

donde f’ estd evaluada en (1—z)e~*/%. Luego, la igualdad anterior vale siempre que sea o = p. Finalmente,
F(z,t) = erZf<(1 — z)e_t/ﬂ>.
(c) Si a tiempo ¢ = 0 hay cero particulas, F'(z,0) = 1, y entonces

(1= 2) =1,

lo que implica
fla) = e,

Entonces,

F(z,t) = e exp{ —Qp1—(1- z)e_t/ﬂ} } = exp {Qp [(z—1)(1— e_t/Q)} }

La probabilidad p,(t) es el coeficiente que acompaifia a 2" en la expansién de F/,

plt) = exp [0p (1 = )] = [0 (1= )]



(d) Cuando t — oo, cualquier solucion de la forma dada en el enunciado tiende a una funcién indepen-
diente del tiempo,

F(z,t) — %7 £(0).

Puesto que F'(1,¢) = 1, por conservacién de la probabilidad, para cualquier condicién inicial debe ser f(0) =
e~ Entonces,

F(z,t) — eWPET1 = 02 o=

De aqui uno puede escribir inmediatamente

—QPM.

(e = 51

El valor medio del niimero de particulas en el equilibrio se obtiene de la férmula general
(n) = 0.F(1,1),
usando para F' su forma asintética. Asi resulta
Neq = S2p. (1)

Este resultado puede justificarse intuitivamente: si el orificio es pequefio, a uno y a otro lado la presién
vendrd dada por piyt = PintkT Y Patm = pPatmkT’. El nlimero de particulas que escapa hacia la atmésfera es
proporcional a la presion dentro del recipiente, y viceversa. Entonces debe ser

n
5 X pintkTa

y andlogamente
P X patka7

con la misma constante de proporcionalidad. Dividiendo estas dos ecuaciones encontramos

@ _ Pint
n Patm

El resultado (T]) implica entonces que en el equilibrio pi; = patm. que es lo que uno esperaria.

Problema 2. Un gas monoatémico estd contenido en una caja ctibica de volumen 21/, como muestra la figura.
Una mitad de la caja estd a potencial cero y la otra a potencial W = e. Se pide encontrar, en funcién de la
temperatura, del volumen y del nimero total de particulas:

1) El potencial quimico. ii) La cantidad de particulas en cada mitad de la caja. iii) La energia total.

m Solucion. Esto puede resolverse comodamente en el canénico o en el gran canénico. En el gran canénico
uno considera que cada mitad de la caja es un sistema aparte, en equilibrio con la otra mitad y con un
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reservorio de particulas, a potencial quimico ;. y temperatura 7. La mitad a potencial cero tiene una funcién
de particion que es la de un gas ideal comtn y corriente

N, V
leszl = exp {Zﬁ} .
n=0

Para la otra mitad, el inico cambio que hay que hacer al calcular la funcién de particion es agregar un término
e—ﬁen,

_ —Ben 7n __ —Pe
Zn = EO —n!e Z{ =exp [z —>\36 } .
n=
El ndmero de particulas en cada mitad es
V Vo s
nI:ZE, nH:zﬁe

Si el dato es que en total hay en promedio N particulas, entonces

%4 A3 N
. —Be) — - -
n1+n11—z)\3(1+e )=N = v prige
Con este resultado se obtiene
N N e Pe
n=————— n _ .
P et R pE
La energia total serd U = U + Uy, donde
log 07 Olog 7
UIZ—&, UH:—M.
op op

La energia de la mitad a potencial cero es simplemente U = %NIkT. La energia de la otra mitad tiene una
contribucion adicional que viene del potencial €, Uy = %NH]CT + Npre. Entonces

eNe P
U= %N kT + [
Problema 3. Un fluido de particulas que interactdan con un potencial repulsivo puede ser modelado como
un “gas reticular” del modo siguiente: considere un recipiente dividido en /N celdas, cada una de volumen
v, comparable al volumen de una particula. Una celda desocupada o una ocupada por una sola particula
tienen ambas energia cero. Una celda ocupada por 2 particulas tiene energia ¢, y ninguna celda puede estar
ocupada por més de 2 particulas. Usando el ensamble gran canénico encuentre la energia media por celda,
la concentracién de particulas ¢ (nimero de particulas dividido por V) y la presién p en términos de la
temperatura y del potencial quimico. Encuentre expresiones aproximadas para la energia media por celda y
para la presion en términos de 7' y c en los limites en que ¢ es muy pequefia y muy cercana a su maximo
valor.



m Solucién. La suma sobre estados en el gran canénico puede hacerse sitio por sitio,

donde z = e®*. La energia media por celda es la energia media de un sitio cualquiera,

ez2ePe

1+ 2z + z2e B

€=
La concentracion es el nimero medio de ocupacion de un sitio,

2+ 222 P
c= .
1+ 2+ 22%ePe

(2)
La presion se puede calcular a partir de la relacién
pV =kTlog Z = NkTlog (1 4 = + 2% ™).

La funcién de particién también podia calcularse considerando las n celdas simultdneamente y numerando
los estados de acuerdo al nimero de sitios simple y doblemente ocupados,

N N-—n;
7 = Z NY (N =m Zmt2ng g —fens
=0 ny ng

no=0

El factor combinatorio tiene en cuenta el niimero de formas en que pueden elegirse, en primer lugar, los n;
sitios simplemente ocupados entre las NV celdas, y luego el nimero de maneras en que pueden elegirse los no
sitios doblemente ocupados entre las N — n; celdas restantes. Aplicando dos veces la férmula del binomio
de Newton se obtiene,

N
Z = Z:O (7]1\/;) z™M (1 + zQe_ﬂe)N_m = (1 +z+ z2e_5e)N )
ni=

La segunda parte del problema requiere que uno elimine z en términos de ¢ y /3 a través de la Ec. (2).
Se trata de una ecuacion cuadratica; la solucién con z > 0 es

(1—c)+ /(1 —c)?+4cx(2—c)
22(2 — ¢) ’

z =

donde z = e ¢, Sic < 1, se obtiene z =~ c. Con el mismo grado de aproximacién, la energia media
por celda es € ~ c?ce P, y la presién pV ~ NET log(1 + ¢) ~ ¢NKT. El valor maximo posible de la
concentracion es 2. Para analizar lo que ocurre cerca de esta concentracidon conviene definir ¢ = 2 — 4, con
0 < 1. Entonces hasta orden ¢ resulta

Conestoresultaé ~ ¢(1 — ) y pV =~ —2NEkT log 0.
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Preguntas.

1. Seala ecuacién de Boltzmann
0 0 F 0
8_{ +v- 8_f + 3_{/' = | &PV vy (fff — ff1) [v—vi|o.
(a) (Cudl es la condicion de equilibrio para f?
(b) (Qué forma tendrd la f de equilibrio?
2. Seaun sistema de dos niveles €; y € con €5 > €;. Sean N particulas distinguibles.
(a) Bosqueje la curva S(E).
(b) Bosqueje la curva T'(E).

3. (Cémo es posible que en el caso candnico el peso estadistico estd dado por exp [—SH (p,q)] y sin
embargo el valor de £ mds probable no necesariamente sea £/ = 0.

4. Sea una cadena de Markov discreta. ;Cudles son las propiedades de Q?



