Fisica Teorica 3 — 2do. cuatrimestre de 2013

Guia 3: Procesos estocdsticos — Cadenas de Markov

I. Procesos de Markov en general

Para fijar la notacion, p(z9, ta|z1, t1) significa: la probabilidad de que el estado del proceso sea x2 a tiempo to dado que

ha sido z; en t; < to. Abreviaremos Ay = (xy, tx). Se entiende siempre que los tiempos estdn ordenados de acuerdo

a sus indices: tg < t; < ... <t,_1 < t,. Enlos procesos en tiempo discreto, el estado del proceso es funcién de una

variable temporal discreta, ¢, que toma un conjunto numerable de valores {¢;}, usualmente los enteros. En los procesos

continuos, el estado del proceso es funcién de una variable temporal que toma valores en un intervalo real.

1. Por definicién, en un proceso de Markov la densidad de probabilidad condicional satisface

p(An|An—1a An—27 s 7A0) = p(An|An—1)7 donde tn Z tn—l Z s Z tO-

Esto significa que predicciones sobre el estado presente del proceso, x,,, dependen sélo de la informa-

cién mads reciente que se tenga, y no de la informacion sobre lo haya pasado antes.

(a)

(b)

(c)

Demostrar que todas las probabilidades conjuntas de n tiempos, p,(A,, A,_1,..., A1), pueden
construirse a partir de p(A4;) y de p(A4;|4;),cont; > t,.

Demostrar que la condicién markoviana es simétrica respecto de la inversién temporal, en el
siguiente sentido: inferencias sobre el estado pasado del proceso dependen sé6lo del conocimiento
de su estado actual, y no de la informacién sobre lo haya pasado después:

p(An—1|An> An+17 .- ) = p(An—1|An)

Suponga que el sistema es observado en ¢, en el estado z(, y en ¢, > t; enel estado x,. Los
estados intermedios no son conocidos. Interesa hacer inferencias acerca del camino que siguio el
sistema entre los dos estados observados. Para eso, dé explicitamente p(Ay|A,,, Ag), donde ¢y <
tr < t,,entérminos de las probabilidades de transicion directas, p(Aj |A;) con t; > t;. Generalice
incluyendo n—1 estados intermedios entre tg y t,,: p(Ag|An, ..., Aks1, Ag—1, ..., A1, Ag), donde
o<t <...<tp 1 <tp <tgy1<...< 1y

II. Procesos de Markov en tiempo discreto

2) Proceso binario 1. El estado de un proceso de Markov en pasos discretos puede ser a o b. Las

probabilidades de transicion p(i,n|j,n — 1) entre uno y otro estado estdn dadas esquemadticamente por

pla —a) pla—b) l—-a «

p(b—a) p(b—0) g 1-5

Por simplicidad se asume que « y S nosonni O ni 1.



a) Encuentre las ecuaciones que dan las probabilidades p,(n + 1) y py(n + 1) luego de n + 1 pasos
en términos de las probabilidades p,(n) y py(n) del paso anterior.

Note que al haber s6lo dos estados, p, puede eliminarse del problema, ya que p, = 1 — p,. Entonces
en todo lo que sigue es suficiente con escribir y resolver las ecuaciones para p,,.

b) Encuentre la distribucion estacionaria, es decir, aquella para la cual p,(n + 1) = p,(n) = P, .

¢) Suponga que la probabilidad se parametriza del siguiente modo:
pa(n) = Py + A(n).

Encuentre y resuelva la ecuacion de evolucion para A(n) a partir de una condicién inicial A(0)
en ty = 0. Estudie la convergencia a la distribucion estacionaria. {Qué sucede si o« = 3 = %?

d) Calcule las 4 probabilidades de transicion de n pasos, p(i, k + n|j, k). Sugerencia: puesto que
las probabilidades de transicién no dependen del tiempo, p(i, k + n|j, k) = p(i,n|j,0); estas 4
probabilidades condicionales se obtienen fijando de manera adecuada las condiciones iniciales en

los resultados de los items anteriores.

e) Como aplicacién del problema suponga que « = 1/8 y [ = 1/2. El sistema parte del
estado a, y es observado luego de 10 pasos en el mismo estado a. Dada esta informacion, calcule
exactamente las probabilidades de que el sistema haya pasado por uno u otro estado en el 52 paso.

f) Grafique p(i, k|a, 0; a,n), con 0 < k < n, como funcién de k, para valores fijos de n. ;Qué pasa
a medida que k se alejade 0 ode n?

3) Proceso binario II. El problema anterior puede resolverse siguiendo un método mds general, que
no depende de que el sistema tenga unicamente dos estados. Las probabilidades de transicion para un
proceso discreto con N estados pueden representarse mediante una matriz M de N x N, con elementos
M;; = p(i,n + 1|j,n). En general, M podria depender de n; supondremos que no. Para el proceso
binario, por ejemplo,

&)

w5

g 1-p

a) Demuestre que si p(n) = (p1,...,pN)n €s el vector cuyas componentes dan la probabilidad de
cada estado luego de n pasos, entonces p(n + 1) = p(n) - M, y que entonces p(n) = p(0) - M".
(Qué ecuacion satisfacen las distribuciones estacionarias?

Como M no es necesariamente simétrica, sus autovectores no tienen por que ser ortogonales. Sin
embargo, puede demostrarse que los autovectores por izquierda y derecha, v, y w,., definidos respec-
tivamente por v, - M = \.v, y M- w, = A\, w,, si lo son; es decir v, - wg ;5. (Notar que los dos
conjuntos de autovectores comparten el mismo conjunto de autovalores. ;Por qué?)

b) Encuentre los autovectores y autovalores para la matriz (I)) del proceso binario y verifique la
propiedad de ortogonalidad v, - w, o< §,..
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¢) Usando la condicién de suma de probabilidades igual a 1, muestre que A = 1 siempre es un
autovalor, para cualquier matriz de transicion, y que su autovector por derecha es, a menos de una
constante, w = (1,1,...,1). De los N autovectores, puede elegirse que éste sea el primero, es
decir, tomaremos w; = (1,1,...,1).

d) El autovector v; asociado a w; se normaliza de manera que sus componentes sumen 1. Verificar
entonces que, automdticamente, w; - v = 1. El resto de los autovectores puede normalizarse
de modo que w; - v; = J;;, en la forma que resulte mas conveniente. En los items siguientes se
asume esa normalizacion.

e) La propiedad de ortogonalidad entre los dos conjuntos de autovectores asegura que cada conjunto
{v,} y {w,} es Li. Demuestre que cualquier vector u en /N dimensiones puede escribirse como

UIZ(U‘WT)VT,

r=1

Yy que entonces
N N
p(n) =p(0) - M"=>"p(0)w, \'v, y (M), =Y MW)(v,);. (@
r=1 r=1

El par de ecuaciones anteriores dan una manera préctica de calcular p(n) y M".

f) Como aplicacidn, escriba los autovectores normalizados para el proceso binario con la matriz de
transicion (1)) y verifique que la ecuacién (2) reproduce para p(n) = (pa(n), ps(n)) los resultados
obtenidos siguiendo el método mas elemental del problema anterior.

4) En este problema hay que usar el método matricial descripto en el problema anterior. Se recomienda
hacer los célculos en la computadora. Hay 2 fichas blancas y 4 rojas. En la urna A se colocan 2 de esas
fichas, mientras que en la urna B se colocan 4. A cada paso del proceso se selecciona al azar una ficha
de cada urna y se intercambian. El estado del proceso luego de n pasos se caracteriza por el nimero m
de fichas blancas en la urna A, y su probabilidad por p,,(n),conm =0, 1 y 2.

(a) Escriba la matriz de transicion y encuentre sus autovalores y autovectores. Normalicelos segtin el
criterio del problema anterior.

(b) Exprese el vector probabilidad p(n) en términos de los autovectores a izquierda y derecha, para
una condicién inicial arbitraria p(0) = (po(0), p1(0), p2(0)).

(c) Grafique p,,(n) como funcién de n, para m = 0, 1y 2, considerando separadamente las tres
condiciones inicialesm =0, 102 enn = 0.

5) Caminata al azar discreta. Cada segundo, una persona da un paso hacia adelante con probabilidad
p, 0 hacia atrds con probabilidad ¢ = 1 — p. Su posicion puede asumir los valores enteros entre menos
y més infinito. Sea p,,(n) la probabilidad de que la persona ocupe la posicién m luego de n pasos.



6)

7)

8)

(a) La manera més sencilla de resolver este problema consiste en usar un poco de combinatoria,
sumando las probabilidades de caminos disjuntos que llevan, desde el origen, a una misma posi-
cién m luego de n pasos: de los n pasos, habrd n, hacia adelante y n_ hacia atrds, de modo que
ny + n_ = n. Por otro lado, la posicién m serd la diferencia n,. — n_. Note entonces que n y
m determinan univocamente n, y n_. Lo que resta por averiguar es de cudntas maneras pueden
ordenarse los n pasos, dado que n, fueron hacia adelante y n_ hacia atrds,

N =
.+ ..+ = - -}

y cudl es la probabilidad de cada ordenamiento. De este modo encuentre p(m, t,|0, %), y escriba

Pm(n) para cualquier condicién inicial p;(0).

(b) La manera complicada de resolver este problema, pero de aplicacién mds general, consiste en
escribir la ecuacién de evolucién para p,,(n). Esto es: escriba la ecuacién que da p,,(n + 1) en
términos de los valores p;(n) de las probabilidades en el paso anterior.

La ecuacion de evolucion da una relacion de recurrencia en las dos variables, m y n. Para resolverla
puede aplicarse el método de la funcién generatriz.

c¢) Defina F'(z,n) =), 2"pm(n)y escriba su ecuacién de evolucion.
d) Encuentre F'(z,n) para una condicion inicial arbitraria p;(0).

e) En el caso particular en que la persona parte del origen en n = 0, encuentre F'(z,n) y p,(n).
Note que las probabilidades p,,(n) siempre se leen como los coeficientes que acompaiian a 2™ en
el desarrollo de F'(z,n) en potencias de z.

Mostrar que el problema anterior, con la condicién inicial en que la persona estd en el origen en n = 0,
equivale, mediante un cambio de variable, a calcular la distribucion de probabilidad ps(n) de una
variable aleatoria s = > " | X;, donde las X; son variables aleatorias independientes que toman el
valor 1 con probabilidad p y el valor 0 con probabilidad ¢ = 1 — p, la llamada distribucién binomial.

Para la variable aleatoria s con distribucién binomial del problema anterior,

ps(n) = (Z)ps(l —p)"

calcular la forma que toma ps(n) en el limite en que n — oo 'y p — 0, sujeto a la condicién np = \. La
distribucion obtenida se conoce como distribucién de Poisson. Obtener el valor medio y la dispersion
de las distribuciones binomial y de Poisson.

Para ilustrar la tendencia al equilibrio, Tatiand| y Paul Ehrenfest propusieron el siguiente modelo: en
dos urnas se distribuyen /N bolas numeradas de 1 a N. En cada paso se elije al azar una de ellas y se la
transfiere a la otra urna.

*Reparacion histdrica en las guias de FT3.



(a) Muestre que el proceso asi definido es una cadena de Markov, cuya matriz de transicion es

n n

Pnon = Mnn’ = N 571—1,71’ + (1 - N) 5n+1,n’

donde n es el numero de bolas en una de las urnas.
(b) Escriba la ecuacién de evolucion para la probabilidad de que haya n bolas luego de m pasos.

(c) Mostrar que la solucidn estacionaria es una binomial. Sugerencia: la condiciéon de distribucion
estacionaria queda en la forma de una ecuacién de recurrencia para p,,, y puede resolverse con el
método de la funcién generatriz.

9) Cuatro cuadras separan de un bar la casa de un hombre,

casa 1 2 3 antro.

Si el hombre se encuentra en cualquiera las 3 esquinas intermedias, se dirigird hacia su casa o hacia el
bar con igual probabilidad. Pero si llega a alguno de estos dos sitios, ahi se queda.

(a) Encuentre la matriz de transicién del problema. Exprésela en la forma candnica.
(b) ¢(Cuanto tiempo en promedio caminard el hombre antes de detenerse?

(¢c) ¢(Con qué probabilidad terminard en el bar?

10) Tres tanques, A, B y C, pelean entre si, y tienen probabilidades 1/2,1/3 y 1/6, respectivamente, de
destruir al tanque al que disparan. Los tanques disparan al unisono y cada uno elige como blanco al
oponente més peligroso ain no destruido. Encuentre la cadena de Markov correspondiente, utilizando
como estados subconjuntos de tanques no destruidos. (Ayuda: hay un estado que puede ser omitido).
Encuentre N, Nc y NR e interprete.

11) Un preso, de apellido Smith, se encuentra en prisién con 1 peso en su poder. Si tuviera 8 pesos podria
pagar su fianza. Un guardia accede a jugar una serie de apuestas con €l. Si el preso apuesta A pesos,
gana A pesos con probabilidad 0.4 o los pierde con probabilidad 0.6. Encuentre la probabilidad de que
gane 8 pesos antes de perder todo su dinero cuando sigue cada uno de estos dos procedimientos:

(a) apuesta 1 peso cada vez,

(b) apuesta cada vez lo mdximo posible, pero no més de lo necesario para alcanzar los 8 pesos.

(Cudl de las dos es la mejor estrategia? ;Y si inicialmente tuviera 3 pesos?

12) Cada segundo una bacteria tiene probabilidad 2/3 de reproducirse dividiéndose en 2. Si el nimero de
bacterias n es mayor o igual a 4, la falta de alimento produce una gran mortalidad y la poblacién vuelve
an = 1. Analizando el proceso como una cadena de Markov:

(a) Escribir la matriz de transicion.

(b) Encontrar el estado estacionario.



(c) Siinicialmente hay 2 bacterias, ;/cudl es el estado del sistema 2 segundos después?

(d) Si cada segundo las bacterias tienen ademds cierta probabilidad p de morir ;cudl es el estado
estacionario y qué caracteristicas tiene? (En este caso no es necesario hacer cuentas).

II1. Procesos de Markov continuos en el tiempo

13) Proceso binario III. Esta es la versién continua de los problemas [2)| y Considere un proceso
estocdstico X (t) que puede tomar los valores a y b. Las probabilidades de transicién por unidad de
tiempo son W,_,, = A,y Wy, = B. Sean p,(t) = p[X(t) = a] y pp(t) = p[X(t) = b].

(a) Escriba la ecuacién maestra y encuentre p;(t) para ¢ > 0 con una condicién inicial arbitraria en
to = 0. ;{Cudl es la distribucion de equilibrio?

(b) Es posible obtener los resultados anteriores tomando cierto limite para las soluciones del problema
del mismo modo en que un conjunto discreto de puntos, si es muy denso, puede aproximarse
por una funcidén continua. Intente seguir este camino.

14) Las ecuaciones maestras que dependen de variables estocdsticas discretas usualmente son mas faciles
de resolver usando la funcién generatriz, que ya hemos introducido en otros problemas, y que en el
contexto de procesos continuos en el tiempo se define como

Flz,t) = 3 pult)=",

donde p,(t) es la probabilidad regida por la ecuacion maestra en cuestién. Demostrar que, tanto si el
proceso es discreto o continuo en el tiempo, F'(1,t) = 1, 9,F(1,t) = (n), y 0..F(1,t) = (n?),—(n), .

15) Caminata al azar II. Esta es la versién continua en el tiempo del problema La probabilidad por
unidad de tiempo de que una persona dé un paso hacia adelante es «, y de que dé un paso hacia atrés
es 3. Su posicién puede asumir todos los valores enteros entre menos y mds infinito. Sea p,(t) la
probabilidad de que la persona ocupe la posicién n a tiempo t.

(a) Escribir la ecuacién maestra para p,,(t).

(b) Verificar que la probabilidad total se conserva, Y p,(t) = 0.
(c) Escribir la ecuacion de evolucidn para la funcién generatriz.
(d) Escribir y resolver la ecuacién de evolucién para (n).

(e) Mostrar que con una adecuada redefinicion de la escala temporal, la ecuacion maestra para la
caminata simétrica (o« = [3) puede escribirse en la forma p,, = p,y1 + Pn_1 — 2Pn-

(f) Para el caso de la caminata simétrica con la ecuacion maestra dada en el item anterior, encontrar
la funcién generatriz, tomando como condicién inicial que la persona estd en n = 0 en ¢, = 0.
Expandiendo F'(z,t) en potencias de z, demostrar que

t2l+‘n|

2t 2t
palt) =€ ZZ;—“(HW)! = e, (2t).
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16) Sea un proceso de Markov continuo en el tiempo, cuyo rango consiste de enteros n y cuya matriz de
transicion es tal que sélo permite transiciones entre sitios adyacentes. Si 7, es la probabilidad por
unidad de tiempo de que estando en n ocurra una transicion hacian — 1, y g,, la correspondiente para
que ocurra hacia n + 1:

(a) Escriba la ecuaciéon maestra correspondiente.
(b) Verificar que la probabilidad total se conserva, ) p,(t) = 0.
(c) Encuentre una ecuacién para la evolucién temporal de (n).

(d) Suponiendo que el rango estd acotado a los enteros n > 0, resuelva la ecuacion anterior para el
casor, = any g, = [y halle la solucién estacionaria. Discuta el caso 3 = 0.

17) Un recipiente tiene una pequeia abertura que lo conecta con la atmésfera. Si hay n particulas de gas en
el recipiente, la probabilidad por unidad de tiempo de que una particula escape a la atmdsfera es n /(.
La probabilidad por unidad de tiempo de que una particula entre al recipiente es p.

(a) Escriba la ecuacion maestra para la probabilidad p,(¢) de encontrar n particulas en el recipiente.

(b) Verifique que la probabilidad total se conserva, ) p,(t) = 0. (La insistencia en este tipo de
verificacion se debe a que permite detectar errores tempranamente.)

(c) Escriba la ecuacién diferencial que satisface la funcién generatriz F'(z,t) = ) p,(t)z". Veri-
fique que la solucién puede escribirse como F'(z,t) = e®* f((1 — z)e /%), y encuentre a.

(d) Encuentre F'(z,t) si la condicién inicial es que en to = 0 hay 0 particulas en el recipiente.
(e) Desarrolle F'(z,t) en potencias de z y obtenga p,,(t). Muestre que es una distribucién de Poisson.

(f) Encuentre la probabilidad P,, = lim,_,, p,(t) y el ntmero medio de particulas N = lim;_,, (n(t))

en el equilibrio.

(g) A partir de la ecuacion de estado de los gases ideales y con lo que ya sabe acerca de la inter-
pretacion estadistica de la presion, ¢cudl es el significado de los pardmetros €2 y p? Interprete
fisicamente la condicion de equilibrio.

18) Decaimiento radioactivo I: de la probabilidad condicional a la ecuacion maestra. Considere una
muestra de material radioactivo que a tiempo ¢, contiene n nucleos activos independientes. El nimero
N(t,ty) de nicleos activos a tiempo ¢ > ¢, es un proceso estocdstico markoviano invariante frente a
translacion temporal: las propiedades estadisticas de N dependen sélo de la diferencia ¢ — t(, de modo
que muchos célculos pueden hacerse suponiendo que los experimentos comienzan en ¢ty = 0.

a) Suponga que cada nicleo activo en ¢y = 0 tiene a tiempo ¢ > 0 una probabilidad de seguir

activo igual a w(¢). Sin importar la forma explicita de w(t), encuentre la probabilidad p,(t) =
p(n, t|ng, 0) de que haya n niicleos activos a tiempo ¢ si habia ng a tiempo ty = 0.

b) Usando la invariancia frente a traslaciones en el tiempo, calcule la probabilidad condicional
p(na, ta|ny,t1) de que haya ny niicleos en to si habia ny en ¢ty < to.



¢) Experimentalmente se sabe que w(t) = e~*, donde ) es una constante. Verifique la igualdad de
Chapman—Kolmogorov,
p(na;talng, to) = Zp(nz,tﬂnhtl)p(nht1|no,t0)-
ni

(Cudl es la propiedad esencial de la funcién w(t) que asegura la validez de esa igualdad?

d) Escriba el desarrollo de p(ng,t + dt|ny,t) hasta orden §t. Identifique las probabilidades de
transicion por unidad de tiempo W,,, .,

p(ng, t+ (575‘711, t) = 5n2,n1 (1 - Anlét) + W/n]li)/n/2 (St,

y en base a esto escriba la ecuacidon maestra a partir de su definicidn,

0

a_t (n27t2|n17t1) - Z |: - p<n27t2|n17t1> W/I’LQ*)TL +p(n7t|n17 tl) Wn%ng] .
2

n
Interprete cada término de la ecuacion resultante. (La principal dificultad de este item esta en
separar con cuidado los términos de orden d¢, dependiendo de los valores de n, y ny.) Note que
esta forma de la ecuacion maestra se reduce a su forma mas habitual si uno elige ny = ngy t; =0,
en cuyo caso p(n, t|ng, tg) es lo que hemos definido como p,, ().

19) Decaimiento radioactivo II: de la ecuacion maestra a la probabilidad condicional.

(a) La probabilidad de que un nicleo determinado decaiga en un intervalo de tiempo entre t y ¢ + dt
es Adt, donde \ es una constante. Escriba la ecuacién maestra para un nicleo y encuentre w(t),
la probabilidad de estar activo a tiempo ? si estaba activo en ¢, = 0.

(b) Escriba la ecuacién maestra para un conjunto con un nimero arbitrario de nicleos. Verifique que
la probabilidad total se conserva.

(c) Encontrar la ecuacion de evolucion para la funcién generatriz F'(z,t).

(d) Suponiendo que en tq = 0 hay ny nicleos activos, escribir la condicién inicial F'(z,0) y encontrar
F(z,t) proponiendo una solucién de la forma F'(z,t) = ¢ [(1 — z) e™].

(e) A partir de F' calcular (n) y o = ((n*) — <n>2)1/2.
(f) A partir de F calcular p, (), y usando la invariancia de traslacién en el tiempo escribir p(na, ta|n, t1).
Opcionales (no por dificiles):

g) Calcule la densidad de probabilidad de que un nicleo activo a tiempo ¢ = 0 decaiga en el intervalo entre
t y t+dt. A partir de este resultado demuestre que su vida media es 1/\. [Es fundamental notar la
diferencia entre lo que se dice en este item y lo que se dice en el item a).]

h) Si inicialmente hay ng nicleos activos, calcule el valor medio del nimero de decaimientos entre 0 y t,
(nq(t)). Muestre que si la vida media es mucho mayor que el tiempo de observacion, entonces (n4(t)) ~
noAt; es decir, el niimero medio de decaimientos por unidad de tiempo es aproximadamente igual a ngA\.

i) Suponga que la vida media es muy larga comparada con el tiempo de observacién y que ng es un nimero
suficientemente grande, de modo que ng —nq ~ ng, pero que al mismo tiempo (ng) ~ ngAt tiene un valor
finito y medible en la practica. Demuestre que la probabilidad de la variable nq(¢) puede aproximarse por
una distribucién de Poisson. ;Se aplican estos resultados a una muestra de un gramo de 23°U?



