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Guia 5: problema 7, resuelto

Una cadena lineal estd formada por N unidades. Cada unidad puede estar en dos estados, 1 o 2. La

longitud del estado 1 es [; y la del 2 es l5, y las energias son respectivamente €; y ¢s.

Lol

Encontrar los valores medios de la energia y de la longitud en funcién de la temperatura y de la tension sobre la
cadena: 1) en el ensamble microcanodnico, ii) en el ensamble candnico, iii) en el ensamble isobarico. Ademas,
calcular la constante eldstica; es decir, la constante de proporcionalidad entre la tension y la deformacion para

pequeiias deformaciones.

Soluciéon. Ensamble microcanénico. Cada estado microscopico de la cadena estd definido por le conjunto
de N variables que representan el estado de cada segmento. Si el estado del segmento i—ésimo se representa
por la variable e;, esta variable puede tomar los valores 1 y 2. En el ensamble microcanénico interesa contar
cuantos estados microscopicos corresponden a valores dados de la energia y de la longitud.

Dar el estado macroscépico de la cadena significa dar su longitud y su energia. Para eso no hace falta
conocer las N variables e;, sino Gnicamente el nimero de segmentos que estdn en un dado estado. Si n

segmentos estdn en el estado 1, la longitud y la energia de la cadena son

L:nll—i—(N—n)lz:Aln—i—ng,

U=mne;+ (N —n)e; = Aen + Neo, €))

donde Al =1y — Iy y Ae = ¢; — €5. Una caracteristica particular de este sistema es que no se pueden elegir
L y U de manera independiente, en contraste con el sistema de un gas en un cilindro. Dado n, la energia y
la longitud quedan determinadas de manera simultinea.

El nimero n caracteriza el estado macroscépico del sistema, pero no determina de manera tnica un estado
microscopico. Todos los estados microscopicos con un nimero n de segmentos en el estado 1 corresponden
al mismo estado macroscépico de la cadena. El nimero de microestados es simplemente el nimero de formas

de elegir los n segmentos entre el conjunto de N,

La entropia estd dada por



Si tanto n como N son nimeros muy grandes, mediante la formula de Stirling log x! ~ xlog x — x, podemos

escribir, sin error apreciable,

N
log< ) = Nlog N —nlogn — (N —n)log(N —n).
n
Luego,
S:k[NlogN—nlogn—(N—n)log(N—n) : (2)

De aqui hay que extraer la termodindmica del sistema. Es necesario notar lo siguiente: el primer principio

nos dice que
TdS = dU — fdL,

pero aqui las variaciones de U y L no son independientes. A través de las férmulas se obtiene, por

ejemplo,
Ae
dU = — dL.
v Al
Entonces,
dL
TdS = (Ae — fAl)Kl.
De aqui resulta
08 1

En todas estas formulas uno considera que L toma valores continuos y por lo tanto define una derivada
de S respecto de L, aunque lo cierto es que L varia de a pasos finitos. Esto puede hacerse porque el nimero
de segmentos es muy grande y en cualquier variacién macroscépica de L interviene un gran nimero de
segmentos, con longitudes /; o [, mucho menores que L. A los fines practicos, uno puede hacer tan suave
como quiera la variacién relativa L /L. Lo mismo puede decirse de n. Aunque s6lo toma valores enteros,
puede definirse igualmente la derivada de S respecto de n, claro esta que no como el cociente incremental de
Andlisis 1, sino definiendo una variable auxiliar x = n/N. Asi se consigue una variable que toma valores
discretos entre 0 y 1, pero es obvio que si /V es arbitrariamente grande, los valores que toma x cubren ese
intervalo de manera cada vez mas densa. La funcién S (x) = S(zN) puede ser aproximada tanto como se
quiera por una funcién continua. La eleccion mds obvia de esa funcidn continua estd dada por la extension
del factorial a todos los reales mediante la funcién Gamma, z! = I'(z + 1), donde z un nimero cualquiera.
Entonces, la conclusién es que uno puede trabajar con S(n) como si fuera una funcién continua y derivable.
Ni siquiera hace falta introducir la variable auxiliar z = n/N, que se transforma en una intermediaria evitable.

Dicho todo esto, como S estd escrita en términos de n, mas cémodo que calcular su derivada respecto de

L enlaEc. es calcular su derivada respecto de n, a través de la relacion dL = Al dn. Esto da

5
T = (Ac— fAl).



Luego, derivando la Ec. (2) deberfan demostrar que se obtiene

(Ae — fAl) = kT log (N; ") . 4

Aprovechamos para notar aqui una férmula que aparece con frecuencia: si w(n) = log (]X ), entonces para

N ,n y N — n mucho mayores que 1, vale

W' (n) ~ log (N = ”) | 5)

n

Esta férmula es util porque S = klog (]X ) Entonces no hace falta pasar por la Ec. (2) para calcular la
derivada de S respecto de n.
En la Ec. (4) la variable n puede escribirse en términos de L. o de U,
~L—NIl; U-—Ne
AL Ae

n

Con esto resulta
N—TL_ Nll—L_ N61—L
n —L_NZQ_L_NEQ.
Eliminando n en términos de L y despejando f en la Ec. se obtiene una ecuacién de estado,

Ae kT L—N12>

f(T, L) = Kl + Elog <—Nl1 )

Ustedes pueden encontrar la longitud Ly(7) que implica f = 0, a temperatura fija, y hacer la expansién de f

en un entorno de esa longitud para calcular la constante eléstica,
f(L) = K(T) [L = Lo(T)].

Ensamble canénico. En este ensamble la longitud esta fija, pero la energia tiene, en principio, la posibilidad
de variar a través de intercambios con el reservorio. El sistema de la cadena es especial, en el sentido de que
fijada la longitud, la energia no puede variar, por mds que el sistema este en contacto con un reservorio. La

funcién de particién en el ensamble candnico es
7 = E e e
estados/L

La suma es sobre estados con una longitud dada L. Ya vimos que L y &£ quedan definidos por n, y que el

numero de estados compatibles con un valor dado de n es (ZZ ) Asi resulta

7 — N e*,ﬁ(nAeJrNeg)'
n

La termodindmica se obtiene mediante la relacién Z = e #F, donde F es la energia libre de Helmholtz.

Recordemos que para una cadena de longitud L sometida a tension f es

dF = —SdT + fdL.



De este modo, la derivada de F' respecto de L da la tension. De nuevo, es mds sencillo derivar respecto de n,

o oF 1 oF
9L Alon’
Escribiendo
F=—kTlog Z,

se obtiene el mismo resultado que con el microcanénico,
kT N —n Ae kT N —n
= ——1 — BAe| = — — —1 )
/ Az[og( n ) 56} Al Alog( n )

Ensamble isobarico. En lugar de fijar la longitud, se fija la tensi6n. Esta situacion es mds cercana a lo que

uno podria controlar experimentalmente. La funcién de particion es

=Y 3 e (©6)

L estados/L
La relacion con la termodindmica viene a través de la energia libre de Gibbs,

(v =e "9
Para cada longitud se tiene un conjunto de estados. Se trata de sumar sobre todos estos estados y sobre todas
las longitudes posibles, siempre con N fijo. La longitud de la cadena depende del nimero n de segmentos en

el estado 1, y como la energia s6lo depende de la longitud, a cada valor de L corresponde un solo valor de &£,
L = Aln+ Nl,, E = Aen+ Ne,.

Pero ademads hay (]Z ) estados con ese valorde L y &. Luego,

N
N
(n = Z <n> e~ PAe—fAln ,—pN(e2—fl2) _ [1 + e—ﬂ(AE—fAl)}N e~ PN (e2=fl2)

n=0
= [ePla=ih) +6—6(e2—fz2)}N_

Es inevitable sospechar que un resultado tan simple debe corresponder también a un método mds simple
para calcular la suma anterior, y de hecho es cierto. La explicaciéon que sigue serd algo extensa y puede
transmitir la idea de que no se gana mucho con el cambio. Pero con la practica uno aplica estas cosas de
modo mds automdtico y la simplificacion que se gana no es poca. Asi que denle una oportunidad al método
que ahora presentamos.

La cuestién pasa por notar que uno no estd obligado a organizar la suma () primero por longitudes L y
luego por estados correspondientes a cada valor de L. La suma podria ser hecha en cualquier orden, siempre

que se recorra el mismo conjunto total de estados. Sumar sobre todas las longitudes y sobre todos los estados

4



correspondientes a cada longitud es equivalente a sumar sobre todos los estados de la cadena, con la tnica
restriccion de que el nimero de segmentos sea siempre V. Pero, por otro lado, la totalidad de los estados de
la cadena se recorre variando independientemente el estado de cada segmento. Antes habiamos definido las

variables e;, que daban el estado del segmento :—é&simo. Entonces, 1o que acabamos de decir es que

L estados/L estados

Ahora bien, la longitud total se consigue sumando las longitudes de todos los segmentos,

y lo mismo para la energia,

Ezz%.

=1

El hecho de que estas sumas aparezcan dentro de exponenciales permite factorizarlas:
BIL — Pfley oBfley | Bflen
e P = g7Beer gmBeey | gmPlen

Volviendo a la suma sobre los estados, los factores asociados a cada segmento pueden separarse,

2 2 2 2
CN — Z 6_5(581 _flel) Z 6_6(652_fl€2) L Z 6_5(66N_fleN) — Z e_ﬁ(fe_fle)
en=1 e=1

e1=1 ea=1

N

La dnica suma que importa calcular tiene inicamente dos términos. Finalmente,

Cy = [e eI 4 675(52412)}N

Y

que es el mismo resultado de antes. Lo notable aqui es que la funcién e particion se factoriza en el producto

de N funciones de particién de un solo segmento, (x = ¢}V, donde

2
G = Z e~ Blee=fle),
e=1

A partir de aqui uno podria olvidarse de la cadena y hacer la estadistica de un solo segmento. Los valores
medios de la cadena corresponderan a multiplicar por NV los valores medios del segmento, (L) = N (I), y asi
por el estilo.

Es muy importante el método que acabamos de mostrar para sumar sobre estados. La misma técnica

suele ser 1til para calcular sumas en el gran canénico. Sumar sobre longitudes y luego sobre estados para una

5



dada longitud es como querer hacer una integral de la forma [ dz f(z) [ dy g(y) cambiando alguna de las

variables a través de la condicién R? = 22 + 42, lo que tiene un costo innecesario:

[ [ v srgtn)— [ ar dyJRQL_ny(JW)g(y)-

Una vez calculada la funcién de particién del ensamble isobdrico, la relacion con la termodindmica viene

a través de (y = e P“ y de la expresién diferencial para G,
dG = —SdT — Ldf + pdN.

Luego,

1 —B(ex—fl1) (e2—fl2)
I % :_kTaogCN:Nlle +lye P
8f 8f e~ Bler—fl1) + e~ B(ea—fl2)
Habiamos anticipado este tipo de cosas. El valor medio de la longitud total puede calcularse como /N veces

el valor medio de la longitud de cualquier segmento individual, que es lo que estd escrito arriba: [; por su
probabilidad més [, por su probabilidad, todo por N. Si queremos despejar f de la férmula anterior, para

comparar con los resultados de los otros ensambles, habra que escribir

ll €_ﬂ(AE_fAl) + 12
e—B(Ae—fAl) +1 ’

L=N

asi f aparece en un tnico exponente. Luego,

p_De KT (LN
“A A\ NL L)

De los tres ensambles que vimos, sélo en este ultimo tiene sentido preguntarse por la energia media, ya que
en los otros estaba perfectamente determinada. La energia media de la cadena puede obtenerse a partir de la
definicion de la energia libre de Gibbs, U = G +T'S + fL,

oG oG
U=G - Ta—T— 8_f )

Por comparacién con el resultado para L, uno intuye cudl deberia ser el resultado de esta trabajosa suma de

derivadas. En términos de las probabilidades, uno esperaria lo siguiente,

€1 e—Bla—rfl) 4 €o e—Blea—fl2)

U=N i 1y B T B (8)

Que esto es asi, y que coincide con el resultado de (7)) puede demostrarse sin hacer muchas cuentas: si G se

considera funcién de las variables 3 y (8 f), tenemos

8G oG oG

__B__(Bf)a(ﬂf)v (9f

(Bf aBr)



Entonces, reemplazando en la Ec. (7), queda

oG oG oG oG
U—G+5a—5+(fﬁ)w—(ﬁf)w—cy+5%
_ 0(BG)
=55
En funcién de (y,
_ y0logG
U=-N o5

Ahora bien, si se fijan en la expresion de (i,

derivar respecto de # (manteniendo (3 f constante) lo que hace es bajar del exponente la energia .. Entonces

dlog(y, N 2 e
U=-N = — € € Blee fle),
op G1 ;

que es lo que habfamos escrito mds arriba en la Ec. (8) sin hacer una sola derivada.
Si no se quiere correr riesgo aplicando estas formulas, lo més prudente es definir una nueva variable de

modo que 3 s6lo aparezca multiplicando a la energia. Si se define z = ¢/, resulta

2

(1= Z e Pee e,

e=1
Ahora no hay dudas sobre como calcular los valores medios para un segmento,

_0log¢ _ OlogG

Estas férmulas son andlogas a las del ensamble gran canénico, donde uno define la fugacidad z = e* y

obtiene el nimero medio de particulas derivando respecto de z.



