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El gas ideal en los tres ensambles

Vamos a resolver aqui el gas ideal monoatémico en los casos cldsico y ultrarrelativista, en los tres ensambles
y en d dimensiones. Esto abarca los problemas 8—12 de la Guia 5.

Trataremos con un sistema de particulas descripto por un hamiltoniano # ({¢}, {p}), donde cada conjunto
de variables estd formado por las coordenadas y los momentos conjugados. Si hay N particulas, y no hay
vinculos que las liguen, cada conjunto de variables canénicas tendrd N xd elementos, donde d es la dimensioén
del espacio. Lo mads habitual es que se usen las coordenadas de las particulas como variables {q}. Todas las
variables candnicas varian de manera continua. El estado del sistema puede representarse como un punto en

un espacio I' de 2Nd dimensiones. En el caso de particulas no interactuantes, una propiedad fundamental



del hamiltoniano es que puede escribirse como una suma de N términos, donde cada término depende de las

variables asociadas a una sola particula,

N

H({q}. {p}) = Z Hi(qi, pi).
i=1
Si, ademads, las particulas son todas de la misma clase, la funcién H; serd la misma funcién H para todas.
Mas atn, hay veces en que la propia funcién H se descompone como la suma de términos desacoplados en

las variables g y p,

H(q,p) = Hi(q) + Ha(p).

Por ejemplo, para un sistema de osciladores arménicos unidimensionales

mw2q2 p2

2 +2m'

H(q,p) =

Como la eleccion de las variables candnicas no es unica, la separabilidad del hamiltoniano puede ocurrir

para ciertas elecciones y no para otras.

Ensamble microcanénico
El nimero de particulas IV, el volumen V' y la energia £ estdn fijos. En este ensamble, la entropia es
S(E,V,N)=klogI'(§,V,N),
donde I'(€, V, N) es el volumen en el espacio I" de la regién definida por
E-A<H{q}{pr}) <&

Esto es

1
L€, V.N) = +xam / dVeq dp. ¢))

E-A<HE

El factor 1/h"V¢ no tiene ningtin significado cldsicamente; se introduce para adimensionalizar I'(€,V, N).
El factor 1/N! tampoco tiene una justificacién clésica. Este factor aparece cuando la estadistica clésica es
obtenida como limite de la estadistica cudntica. Debido a que la entropia se obtiene tomando el logaritmo de
la expresion (1), a menos que se calculen derivadas respecto de N, ni el N! ni el A"V tendran algtin efecto. Por
ejemplo, son irrelevantes al calcular la ecuacién de estado, p = T'(9S/ 3V)g, N, O la ecuacion de la energia,
Tt = (0S/9E)v N, pero tendrén influencia en el célculo del potencial quimico, y = —T(9S/ON )¢y .
Conviene pensar al factor (h*N N!)~! como el niimero de estados en el elemento de volumen d™%q dVip, es

decir, como la densidad de estados en el espacio de fases.



Cuando el nimero de particulas es muy grande, el pardmetro A es irrelevante en la Ec. (I)). Puede

demostrarse que da lo mismo definir la entropia a través de esta otra férmula
S(E,V,N) =klogQ(E,V,N),
donde Q2(€,V, N) es el volumen hasta la energia &,
1

Cuando el nimero de particulas es muy grande, casi todo el volumen de la region H < & se debe a las
contribuciones de la integral sobre la region £ — 06 < H ({¢}, {p}) < &, donde 6€ ~ £/N es muchisimo
menor que cualquier A razonable. Todo el volumen estd en la cascara. En la practica, es mas facil calcular la

integral (2) que la (I)). La densidad de probabilidad en este ensamble es

pevn({a} 4n}) = gy v ©[ — Hldad 1)

donde O es el escalén de Heaviside. La densidad es uniforme y distinta de cero si la energia es menor que &,
si no, es cero. Esta densidad, debe interpretarse como la densidad de probabilidad de que el sistema esté en
el microestado definido por {¢} y {p}.

Ahora veremos como aplicar esto a un gas de particulas. El hamiltoniano de un gas monoatémico de N

particulas libres tiene la forma

=z

H({r} {p}) =) «lp

=1

donde p; es el médulo del impulso de la particula i-ésima. Por ahora dejaremos la funcion e sin especificar,

luego consideraremos los casos

( pQ
-2 l4sico),
e(p) Sy (gas cldsico)
4
e(p) = ep, (gas ultrarrelativista).

\

En un caso o en otro, hay que calcular el volumen

N
1
QE,V,N) = TN / (Hddri ddpz) :
=1

>oe(pi)<€

Como la energia no depende de la posicién, las integrales espaciales pueden factorizarse en un factor V%,

1 N
Q(gvvv N) = W < H/ddr> / Hddpz — ]’LNdN‘ / Hddpz (3)
=1

€(p1)<g



La tdltima integral no puede factorizarse, porque la condicién sobre la suma de las energias vincula todos los
impulsos entre si. Como hacer esta integral depende de la funcién €(p). Sin embargo, a esta altura ya puede
obtenerse un resultado importante. Basta con notar que, sea lo que sea, la tltima integral es una funcién sélo

de &£, de modo que

S(E.V.N) = klog Q(E, V. N)

N
1 d
Selp)<e
= NklogV + g(€,N).

En g(&, N) esté incluido el logaritmo de la integral en los impulsos y el factor hVYN!. Si se calcula la

p_ (95
T \oV gﬁN’

la funcién ¢g(&€, N) no interviene en lo méds minimo; s6lo hay que derivar la funcién Nk log V', y resulta

p _ N

T Vo

ecuacion de estado,

Esta es la ecuacién de estado del gas ideal, independientemente de la funcién e(p). Un gas cldsico, uno

relativista y uno ultrarrelativista tendrdn la misma ecuacién de estado pV' = NkT'.

Gas clasico

Si € = p*/(2m), la condicién que determina el volumen de integracion es

N
Zp? < 2mé.
=1

Definiendo un vector de Nd componentes

P = <{p1}7{p2}a7{p]\f}> = <p1$7p1ya"'7p2$7p2ya"'7pNJ:7pNy7"'>a

la integral en (3)) puede pensarse como una integral en Nd dimensiones sujeta a la condicién P? < 2mé&,

N
/ (deﬁm) [ avp @
im1 P2<2mé

doe(pi)<€

que es el volumen de una esfera en Nd dimensiones. Este volumen se calcula separando la integral angular

Nd/2
/ NP = < / dQNd> / ap PVt = 0, 21O T
P2<2mé P2<2mé Nd

4

de la radial,



donde €24 es la superficie de una esfera de radio 1 en Nd dimensiones. En la mayoria de los libros se explica

como calcular €2,,; el resultado es

o/2
L'(z)

Luego,

VN opNa/2 (9 g)Nd/2
UEV.N) = jvan r(%) Nd )
' 2

Aqui, la funcién I', que no debe ser confundida ni con el espacio de fases ni con el volumen I'(€, V, N), es

['(x) :/ dz 2" te™*,
0

Una de sus propiedades es que 2I'(z) = I'(z + 1). En la expresion (5) puede formarse el producto 24T (£¢)

y aplicarse esta propiedad. A su vez, la funcién I'(z + 1) sirve para definir una funcién factorial generalizada,
['(z+1) =2

para todo z, no necesariamente entero (ni real). Asi, resulta

VN gNd/2
QE,V,N) = ——— ——— (2m&)N¥2,
PNINT (X))

A lo que uno apunta es a obtener alguna cosa elevada a la IV, pues al tomar el logaritmo quedarda S =

Nklog(...). Para llegar a algo de esa forma se aplica la férmula de Stirling,

x'%<£) , x> 1.
e

Usando esto en la expresion para (&, V, N), queda

N N 9 Nd/2
AEVN) = T () ( ”) (2me)Ne/2

N
<me K % 47rm5 d/2
~pNd \N Nd N W2Nd ‘

Finalmente,

d+2 d 4mm d & V
S(E,V,N)=klogQ(E,V,N) =Nk [T +§log ( h2d> +§log (N) + log (N)] :
(6)

A manera de ejercicio podemos calcular la temperatura como funcién de £, V' 'y N, y, eliminando &,

escribir la entropia como funcién de la temperatura. Primero,

1 (8s _ kN o dNKT
T\OE)yy 26 2



En tres dimensiones es la conocida formula £ = %N k'T. Reemplazando en la Ec. @, se obtiene

d+2 d 2rmkT V
S(T,X/,N)_Nk{T—l—ilog( 2 )—l—log(ﬁ)]. (7)

Si el nimero de particulas no varfa, la entropia es constante si el producto 7%2V es constante. Mediante la
ecuacion de estado, esto mismo se puede escribir de varias formas; cada una de las cuales define las curvas

adiabdticas en cierto par de variables:
T2V = cte.,  pV@HD/d = cte., T=@+2/2) — cte.

La energia libre de Helmholtzes ' =& — T'S,

ANKT d+2 d. [2xmkT v
F(T,V.N) = =5— = NkT {T + 5 log (%) + log (N)} ,

d 2mrmkT V
= —NEKT [1 + §log ( 2 ) + log (ﬁ)] .

Definiendo v = V//N, que es el volumen por particula, y

2
A=y L ®)
2mm

las formulas anteriores se reescriben de manera mds compacta:

d—+ 2 v
S(T,V,N) = Nk [T +log (Fﬂ ,

F(T,V,N) = —NkT [1 +log (%)] .

El pardmetro A\ se llama longitud de onda térmica de De Broglie, y es del mismo orden que la longitud
de onda de De Broglie de una particula con energia p*/(2m) = dkT /2. En efecto, para una particula con

momento p, la longitud de onda de De Broglie se define como
h
AaB = —.

La energia media por particula en el gas cldsico no relativista es (¢) = dk7/2, de modo que el impulso

caracteristico a temperatura 7" es p = v dmkT'. Para este impulso

h2
dmkT’

Asi, la longitud de onda térmica (8) es del mismo orden de magnitud que \gg.

)\dB =

El pardmetro A es adecuado para caracterizar la validez del tratamiento cldsico. Un gas muy diluido es
aquel que tiene un volumen por particula mucho mayor que el volumen A%, de manera que las funciones de

onda de cada particula no se superponen apreciablemente.

6



Para terminar, también podemos calcular el potencial quimico,

OF F v
n = (8_N)T7V = N + kT = —kT log <F) .

En términos del potencial quimico, la condicién v > ¢ significa que un gas es cldsico si y es negativo y

muy grande en valor absoluto,
i
<0, 1<|E)
H ) T
Recuerden eso: si Su es muy grande y negativo, o equivalentemente si la fugacidad es muy cercana a cero,
entonces el gas estd en régimen cldsico, asi esté formado por bosones o fermiones.
Gas ultrarrelativista
En este caso €(p) = ¢p, y todo el problema se reduce a calcular la integral
N
[ e
=1
Slpil<ése

Hay varias formas de hacer esto. Debido a que la condiciéon que define el volumen sélo involucra a los

modulos de los impulsos, las NV integrales angulares pueden hacerse inmediatamente,

/ (f ddp") = /OOO (f[ dp; p?‘1> = QN In(E/c).

Ylpil<&/e T Spi<Efc

Aqui estamos usando la siguiente descomposicion [ dp = [dQy [;* dp p®~'. Ahora damos dos métodos

0 N
In(R) = / (H dp; p;“) : ©
0 i=1

> pi<R

para calcular la integral que falta,

Primer método. La integral multiple puede escribirse explicitamente. No es dificil ver que

R i1 R—p1 i1 R—p1—...—pNn_1 il
INn(R) :/ dpy p{~ (/ dps py~ / dpn Py ) )
0 0 0

Notando que dentro del paréntesis lo que aparece es Iy_1(R — p;), esto permite escribir la recursion

R
In(R) = / dp; pilfl In_1(R—py). (10)
0

La clave para resolver estas ecuaciones es proponer para /y(R) una forma razonable y probar si funciona o
no. Tratdndose del cédlculo de un volumen en Nd dimensiones, en una regién de longitud caracteristica R,

aqui lo razonable es que Iy (R) sea proporcional a RV, Se propone entonces

In(R) = ay RN



Las sustitucion de esta forma tentativa en la Ec. (I0) da

R 1
O./NRNd — aN—l/ dp pd—l(R o p)(N—l)d = an_1 RNd/ dr ZL‘d_l(l _ x)(N—l)d‘
0 0

La dltima integral es conocida,

Luego,

D) [(N - 1)d + 1]
T(Nd+1)

Ny = N—1

Si uno escribe o, = 5,['(d)™, el factor I'(d) se va, y queda

By = B L'[(N—=1)d+1]
NN (NG £ 1)
Este tipo de recursiones, de la forma
6]\7 = /BN—I fN_17
I
es muy fécil de resolver por simple construccion:
52 = /61 %7
f2 S
By = =B,
R
By =i 7

Aunque basta con notar que el producto fy [ es constante para todos los términos, lo que implica fyS8y =

fiB1, ete.
Con fy = I'(Nd + 1), resulta entonces

I'(d+1)

ay ='(d)Y By =T (d)N 51F<Nd+ J =T(d)N —

Todo lo que resta calcular es 31, definido a partir de I;(R) = ,I'(d) R4,

LR 1 A T |
o= Nk —F(d)Rd/O dp p" = T

Finalmente,




Segundo método. Haciendo el cambio de variables 2? = p;, la condicién Y, p; < R se transforma en

> 27 < Ry laintegral @) se escribe luego como

. N
IN(R) = ZN/ (H dx; z?d_1> .
0 i=1

Y x2<R

La forma de las integrales en x; corresponde a la parte radial de integrales en 2d dimensiones. Si multipli-

camos y dividimos por un factor (23, podemos construir NN integrales en 2d dimensiones,

N e N
In(R :ﬁ dQ Hd- 2d-1 ) _ Hde
N( ) QN 2d X T, QN
2d 0 i—1 2d

S a2<R S l2<R

Esta integral ya aparecio en la Ec. al tratar el gas cldsico; es el volumen de una esfera de radio R'/? en

2Nd dimensiones. Luego,

N Nd Nd N Nd N
]N(R) _ 2 QQNd R _ 2N 2 F(d) R o F(d)

— RNd
0 3Nd _° T(Nd) 2¥x¥i aNd _ (Nd)! '

Una vez calculada la integral (9) podemos escribir

vy VN TN e
QEV,N) = sy U In(E/€) = gney N (Z) .

Los factoriales pueden aproximarse por la férmula de Stirling, y se obtiene

N
Vo) (EY|
Q N) = = (d+1),
(EVN) =\ N7 Ny (c) ‘
Finalmente,
QqT'(d) & V
S(E,V,N)=Nks(d+1)+1 dl — 1 — ). 11
Para el gas ultrarrelativista, la ecuacion de la energia es

1 08 dNk

—=| == = —— =& =dNKkT.

T (as) g -

Luego,

S(T,V,N) = Nk {(d +1) + log mrcgf)} + dlog (KT) + log (%) } |

La energia libre de Helmholtz del gas ultrarrelativista es

F(T,V,8) =& —TS = —Nk {1 +log R‘ig?} + dlog (KT) + log (%) } .



Estos resultados pueden escribirse de manera mds breve definiendo v = V/n y

)\d — (ﬁhc)d
ToQul(d)
Entonces resulta:
v
S(T,V,N) = Nk [(d+ 1) +log (F)] ,

F(T,V,N) = —NkT [1 + log (%)} .

El parametro ), es una longitud del mismo orden que la longitud de De Broglie para una particula con energia
cp ~ kT. Del mismo modo que \? para el gas cldsico, A\? sefiala el volumen por particula caracteristico
alrededor del cual los efectos cudnticos deberian volverse apreciables.

Para terminar, el potencial quimico del gas ultrarrelativista es
or F v
=== = —+kI'=—-kT1 —

= (o), v = e ()

Ensamble canonico

>~

El volumen y el niimero de particulas estan fijos y el sistema estd en contacto con un reservorio a temperatura

T'. Aqui el objeto fundamental es la funcién de particiéon de NV particulas,

Zy / ANl GV R ).

~ RNAN]

La integral es sobre todo el espacio de fases, pero la contribucién de cada elemento de volumen estd pesada

por el factor de Boltzmann e~?*. La densidad de probabilidad del sistema de N particulas es

1 e AH{da}{r})
psv.n ({4}, {p}) = 7 BVINT (12)

La conexion con la termodindmica es a través de la energia libre de Helmholtz,
F=—FkTlog Zy.
Recordando que

F=U-TS, dF = —SdT — pdV + pudN,

oF oF
S—‘(a—T>V,N’ U—F‘T(a—T>V,N'

10

resulta



Como el parametro mds evidente que aparece en Zy es 3, conviene reescribir las relaciones termodindmicas
sustituyendo 7" por 3. Por ejemplo,

OF 1 OF

or 1 or
or — T20(1)7)

28"

o (9FY orN  _ (9pF
v=F T(8T>V,N F”(aﬁ)m (aﬁ)m'

En términos de la funcién de particion, resulta

= —kf?

Entonces,

_8logZN

Este resultado podria ser tan razonable como cualquier otro, no hay una justificacion clara de por qué tiene
que tener esta forma en particular. Ahora veremos que toda esta manipulacion de derivadas podria haberse
obviado, que la cancelacién y asociacion de términos no fue accidental y que la expresién (13) puede hacerse
no sélo razonable sino evidente.

Para eso, en lugar de calcular la energia media a través de los potenciales termodindmicos, usaremos
directamente la densidad de probabilidad (12). El valor medio de la energia es

- / g VY H (g} b)) psv ({0}, (0})
~ e [0 0 wltan phye o).

El factor H dentro de la integral puede conseguirse derivando la exponencial e #* respecto de 5 y multipli-
cando por (—1),

1 [ 1 B
_ L gNag gva, O suianon]
N [hNdN!/ 74P 55"

Sacando la derivada fuera de la integral e identificando la expresion entre corchetes con la propia funcién de
particion se obtiene

1 6ZN . 8logZN

U Tzios T g

que es de nuevo la Ec. (13)). Lo importante es que ahora se tiene una imagen mental mucho mads directa del
porqué de esta expresion, mds alld de las derivadas de los potenciales termodindmicos y de la sustitucion de
T por (3 que se hizo mds arriba.

Para el gas monoatémico de particulas independientes, suponiendo que la energia de cada particula

depende s6lo del médulo de su impulso y de su posicion,

N N

Iy = ﬁ/ (H dr; dsz‘) exp [—525(1‘1‘71%)] :

=1 =1

11



Factorizando la exponencial de la suma en un producto de exponenciales, queda

1 [1
i=1
Todos los términos en la productoria son iguales,

11 e ZN
ZN: ﬁ |:ﬁ/ddr ddpe pe( ,p):| = ﬁ (14)

Esta primera factorizacion es posible debido a que la energia puede escribirse como una suma de N términos,
cada uno funcién de las coordenadas e impulsos de una sola particula. La funcién Z; recibe el nombre de
funcidn de particién de una particula. En el caso especial en que la energia de cada particula se escribe como

una suma de dos términos, en la forma

e(r,p) = U(r) + €(p),

la funcién de particion de una particula Z; se escribe como el producto de dos integrales, una sobre la posicién

y otra sobre el impulso,

1 1 1
7y = i /ddr ddp e Be(rp) — r: |:/ d%r eBU(r)‘| |:/ ddp 656(10):| = X Ly X L.

A su vez, podria pasar que la energia U(r) fuese la suma de términos que dependen sélo de algunas coor-
denadas cada uno, por ejemplo, U(r) = U(z) + U(y, z) + ..., con lo que la funcién Z, se escribiria como
un producto de otras integrales. En particular, la funcién de particién de una particula para el gas ideal con

energia e(r,p) = €(p) es

1 Vv
Zy = 7d </ ddr> (/ d'p 6_56(”)) =7d [/ d’p e‘ﬁe(p)} .

Por dltimo usemos Z; para escribir la energia libre de Helmholtz,

N
F = —FkTlog (%) .

Aplicando la la férmula de Stirling, resulta
Z
F = —NkT [1 + log <NI)] . (15)

Gas clasico

Para el gas con energia ¢(p) = p?/(2m), es

1% 2
7 = e [/ dip e PP Wm)} . (16)

12



Para resolver la ultima integral damos dos métodos, uno que puede generalizarse a cualquier d y otro

adecuado so6lo en el caso en que d sea entero.

Primer método. La integral en p se escribe en esféricas,

0

Con la sustitucién Sp?/(2m) = x queda

L (2m\"? vV = d/2-1

La dltima integral es I'(d/2), de modo que se obtiene

1V [2m\"?
Notando que
/2
Qd = 27T—7
I[(d/2)

queda finalmente

d/2
Z =V 2mm _ K
h23 A\

Segundo método. Debido a que p* = p? + ... + p?, la integral puede escribirse como el producto de d
integrales idénticas, y ahi termina todo:

d
11 / dp; e~Pw/m)
=1

La energfa libre de Helmholtz (13]) resulta

V
Zl:ﬁ

1% ootV
zﬁ[/dpeﬁp/@ ﬂ =\ (17

v

F(T, V. N)=—-NET |1 +1 —
= ()]
y la energia,

dlogZ, Nd _ dNKT

o8 28 2

U(T,V,N) = —N

La entropia puede calcularse derivando F' o usando que S = (U — F')/T. Puesto que ya calculamos U, eso
ultimo es lo mds sencillo:

d+2 \%

Todos estos resultados coinciden con los que habiamos obtenido en el ensamble microcanénico.

13



Gas ultrarrelativista

Aqui es donde deberia notarse una mayor diferencia préctica respecto del microcanénico. Debemos calcular
la funcién de particion de una particula cuando €(p) = cp. Esto da

v
"l

_ \% 0 o % I'(d)
dd Bcp:_Q d d—1 ﬂcp:_Q .
pe 7 d/o pp € hd d (ﬁc)d

Lo que antes nos llevé un par de paginas, aqui se hace en una sola linea. Aplicando la férmula (I5)), la energfa
libre de Helmholtz es
Q' (d 1%
al( 3 + log (—) .
(hep) N

dlogZ, Nd
—N = — =dNKkT.
op g

Zy

F= —NkT{l—Hog

La energia,

U:

La entropia,

—F
S(T,X/,N):UT:NkT{dJrlJrlog

@]
(h

MO oy (%)}_

Deberian verificar que todo esto coincide con lo que se calculé en el microcandnico.

Ensamble gran candnico

El volumen estd fijo y el sistema se mantiene en contacto con un reservorio a temperatura 7’ y potencial

quimico . El objeto fundamental es la funcién de particion del gran candnico,

Zac(B,Vip) =D N Zy(BV,N) =) PN { / dNiq dNlp e PHUG PN (18)
N=0 N=0

AVINT
El punto de contacto con la termodindmica viene a través del gran potencial o potencial de Landau
Q=U-TS — uN = —pV,
cuyo diferencial es
dQ) = —SdT — pdV — Ndpu.
Escribimos NV para indicar la variable termodindmica niimero de particulas. El resultado fundamental es
Zao = e P, (19)

La distribucion de probabilidades en este ensamble se lee como

1 e_ﬂH({Q}7{p})eﬂ/-"N
PBV,u ({Q}v {p}) = ZGC(ﬂa ‘/’ M) hVd [\
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Si se conoce Zg se tiene €2, y a través de las derivadas de € se tiene acceso a toda la termodindmica del

of o0 of _
B — = —S7 —_— = D, -_ - _N
(W)W (aV)U,N P (au)v,N

Sin embargo, para algunos fines pricticos es conveniente definir una nueva variable, z = e’*, y escribir

sistema,

. N o~ BH({a}.{p))
PB,V,z ({Q}, {p}) - ZGC(/Ba V. Z) N 7
= AT Nd  Nd, —BH({q}.{p})
Zao(B,V,2) = > 5 wa | @ a d¥p e PHHED
N=0"""

El factor  aparece asi unicamente dentro de la integral. Si uno quiere calcular el valor medio de la energia,

bastara con escribir

_810gZGC(57 ‘/72)

U= a5

Para el nimero medio de particulas,

N — ZalOgZGC(ﬁv V7 Z)‘
0z

Es esencial en estas formulas que Zgc esté definido como funcién de z y (. Derivar la expresion
respecto de 3, baja de los exponentes mas cosas de las que uno quisiera. Con un minimo de cuidado, estas
cuestiones no presentan ninguin peligro y uno puede terminar derivando respecto del pardmetro que mads le
guste.

Si las particulas son independientes, podemos usar la factorizacién Zy = Z¥. Con esto resulta

o0

N O LN N
Zoo(,v,7) = Y TGV sh 2 BGTT

N=0 N=0

Muy convenientemente, el factor 1//N! permite escribir esto como una exponencial

Zac(B,V,z) =exp[2Z:1(5,V)] . (20)

El hecho de que Z ¢ dependa de z dnicamente a través del factor z dentro del exponente implica

— Olog Z
N = ,29846c

= ZZl = log ZGC = ,pr
0z

En la dltima igualdad se us6 que log Zgc = —f(€2 = [SpV. Nuevamente, esto significa que la ecuacion de

estado no depende de cudl es la funcién €(p) que se usa para calcular 7.
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Gas clasico

El resultado (17) y la Ec. dan

ZGC(B: ‘/vaz) = exp

9 d/2
v L
h2p
La relacién fundamental se lee como

2mm d/2
6pV—V<h26> z.

La energia media es

1 7 d/2
;_ _Olog Gc(ﬁ,v,zo:%lv (27rm) Z] iﬂpv—ilpv.

op h? 20 2
El niimero medio de particulas,

v — , 9108 Zac(B,V, 2)

N = — :
P = BpV.

Esta es la ecuacidn de estado. Combinando las dos ecuaciones, resulta

zﬂlﬁzﬁlﬁkT’
25 2

que es el resultado que hemos encontrado en los otros ensambles. Para aligerar la notacién, de aqui en mas

escribiremos simplemente /V. Con lo que tenemos hasta aqui podemos despejar z en funciéon de N y U,

N (47rm U)d/2
7= — )

V \dh2 N

El potencial quimico es, por otra parte,

2U V\ d drm U
p=FkTlogz = ——~ [lg(N)+§10g(dh2 N)]

La entropia puede calcularse a partir de la férmula de Euler, 'S = U + pV — uN,
S_Ndk U+&+2U | V +C—l1 dmm U
~ U d " d |\ ®\ 'z N

d+ 2 V d dmm U

que coincide con el resultado (6).
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Gas ultrarrelativista

En este caso habiamos encontrado

7 _ K ['(d)
1 hd d (5C)d )
por lo que ahora resulta
V ['(d)
Z1z
Zac(B,V,2) = ™ = exp {ﬁ Q4 WZ] .

La energia y el nimero medio de particulas son

dlog Zeo  d [V . T(d)
v o8 B [hd ‘(e 7] =Y
0z

En términos de U y N, el potencial quimico es

1= kTlogz = —Nﬂd {log (%) +log F();frw()dd)} + dlog (%) } .

Luego

1

=7

U

_ Nk{(d+ 1) + log (%) +log {%‘;}FLS?] +dlog (%) }

que es nuevamente el resultado (11)).

d d

(U +pV — uN) = Nk (U+g+ ° {log (%) +log [f(lg}Fw()dd)

J o (3))

La distribuciéon de Maxwell —Boltzmann a partir de los ensambles

(En esta seccion todos los cdlculos se refieren al gas ideal clasico en 3 dimensiones.)

El formalismo de los ensambles puede usarse para calcular no s6lo valores medios de variables termodindmi-
cas sino probabilidades asociadas a variables microscépicas. Esto es especialmente ttil cuando los sistemas
no son uniformes. A través de los potenciales, como estdn definidos usualmente, uno obtiene informacién
sobre la densidad media N/V, o sobre la energia por particula, U/N, por citar dos ejemplos. Pero si el
sistema es no uniforme, esta informacion es demasiado vaga; uno desearia saber como varian las densidades
con la posicién. Obtener informacion punto a punto a través de los potenciales termodindmicos significaria
tener que introducir algin método que permitiera acoplar las presiones o densidades en un punto dado con

mecanismos externos que intercambien trabajo o particulas s6lo con esa region acotada del sistema. Pero si se

17



usan las densidades de probabilidad, esto puede obviarse. Cada ensamble define una densidad probabilidad
en el espacio de fases y a través de estas densidades pueden calcularse valores medios de variables definidas
localmente, no sélo valores medios sobre todo el sistema. Como primer ejemplo, calcularemos la funcién
de distribucion de 1 particula para el gas ideal en los 3 ensambles. Luego veremos el gas ideal en un campo

gravitatorio, que es uno de los sistemas no uniformes mds sencillos.

Densidades de probabilidad y funcion de distribucién

La densidad de probabilidad en el ensamble microcandnico es

pr{xh 42} = s v O1F — HUx) R e

donde la funcién © es el escalén de Heaviside. Para simplificar la notacién, con {r} y {p} indicamos las
N posiciones y los N impulsos. Los subindices £, V' y N sefialan que la densidad p depende de la energia
E, del volumen V' y del nimero de particulas /V. Por otro lado, el factor de normalizacién viene dado por el

volumen accesible del espacio de fases, segiin hemos calculado antes, Ec. @):

QE,V,N) = — / a3y / g, = V2 2mE)
’ ’ h3NN‘ pQSQmE h3NN' F (%) 3N

Por ahora conviene dejar escritos los factoriales y las funciones I'. La probabilidad de que el sistema esté en

un elemento de volumen d*r d*™p del espacio de fases, centrado en la posicién ({r}, {p}), es

pevn({r} {p}) &*r d*p.

Esta es la probabilidad conjunta para las 6N variables del sistema. Para calcular las probabilidades asociadas
a una sola particula, podemos integrar sobre el resto de las variables, es decir, podemos marginalizar la

distribucion: se fijan las coordenadas de una sola particula y se integra sobre todas las otras:
p1(ri,p1) = /d3r2 . dSTN/dBpQ ... d’pN peNV(T1, T2, ... P1, P2, - .)- (22)
La condicién que define el volumen de integracion es
pf#—pg—o—...—i—p?\,ngE,
pero como p; estd fijo, es mejor escribir
ps+...+py <2m(E — Ey),

donde E; = p?/2m. De modo que la integral que da p; se escribe del mismo modo que la integral que

aparece al calcular el volumen accesible del espacio de fases de un sistema de N — 1 particulas con una
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energia maxima £’ = E — Fj:

1 1
pi(ri,p1) = Q(E,V,N) B3NN /d37‘2-.-d37"1v/ d3p2---d3p1v

p3+.+p3<E—E:

3(N—1)/2
1 1 vy 2w/ [Qm(E — El)}

Q(E,V,N) h3NN! T [M} 3(N —1)
2

Escribiendo explicitamente €2 y cancelando algunos factores comunes, resulta

3(N-1)/2
1;@_&)‘ aNT ()
V (2rmE)3/? E (N —1)T [3(1271)]

p1<r17p1) =

El cociente de las funciones I' puede escribirse primero como un cociente de factoriales, usando la propiedad
xl'(x) = z!, y luego se puede analizar el comportamiento para N >> 1 mediante la férmula de Stirling. Los

pasos no son complicados; el resultado es

NT (%) 3N\ 2
(N —1)r [3<N*1>} - ( 2 ) '

( )_1 3N\ 2 1 B, 3(N-1)/2
PILPY =3\ E E ‘

En el dltimo exponente también puede reemplazarse N — 1 por N. Luego,

1 3N 3/2 B 3N/2
Pl(rbpl)zv <4ﬂmE> (1_5) .

A menos que F;/E sea de orden 1/N, el dltimo paréntesis va a ser practicamente cero, ya que es siempre un

2

Entonces,

numero menor que 1 elevado a una potencia gigantesca. Como la probabilidad s6lo va a ser apreciable para

estos valores tan pequeiios de F/F, vale la siguiente aproximacion:

B SN/2 N (B 3NE,
- — =exp |—lo —— || ~exp|—= .
E P78 E P75 g

Es importante notar que no aproximamos

debido a que nada asegura que el producto N F;/FE sea un niimero pequefio, puesto que N es grande. En
realidad, justo estamos interesados en la regién en la que N E; /F es de orden 1; lo dnico cierto es que E;/E

es pequefio. Finalmente, definiendo la energfa por particula e = E/N, y recordando que £, = p?/2m, resulta

(1.9 1 3 \*? 3 p?
r = — _=4a
PIEL P V' \drme P 5 om
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Esto deberia estar relacionado con la distribucion de Maxwell —Boltzmann,

n —n2/9m
f(r1,p1)=W€ pi/2miT

donde n = N/V y T es la temperatura. La funcion f da el valor medio de la densidad de particulas en el
punto {ry, p; }, mientras que la funcién p; es la densidad de probabilidad de que una de las particulas esté en
ese punto. Para relacionar p; con f hace falta ver como la densidad media de particulas se relaciona con la
densidad de probabilidad de una sola particula.

Si la particula estd en el elemento de volumen d>r;d>p;, su contribucién al nimero de particulas en ese
punto es 1; si no estd, su contribucién es cero. De manera que, en valor medio, la particula aporta una
densidad dada por
1— Pl(rl,Pl) dgrdgp +1 % pl(rlapl) d3rd3p

d3rd3p d3rd3p

El valor medio es lineal, de modo que el valor medio de la densidad total es la suma de los valores medios de

(p1) =0 x = p1(r1,p1).

la densidad asociada a cada particula. Como hay /V particulas, entonces la densidad buscada es

N [ 3\ 3 p3
N _ v B = 0 23
(o) V (47Tm€) P [ 2e 2m1 23)
La temperatura se define en general a partir del valor medio de la energia por particula,
2
T = 56.

(Verifiquen que en el ensamble microcandnico, ain cuando se toma todo el volumen entre 0 y £, la energia

media es igual a ). Reemplazando la expresion (23) se obtiene la distribucién de Maxwell—Boltzmann.

Otra manera de llegar a este resultado es a partir de la definicion del valor medio de la densidad de N
particulas, sin pasar por la densidad de probabilidad de una sola particula. Pensemos un momento en el
espacio habitual de 3 dimensiones. Si hay una sola particula y ésta se encuentra en el punto ry, la densidad

de particulas es
ni(r) = 6*(r —ry).

La particula estd concentrada en el punto r;. En cualquier otro punto la densidad es cero. EI subindice
1 significa que n; depende paramétricamente de la posicién de una sola particula. Si hay N particulas, la

generalizacion es inmediata,

ny(r) = Z & (r —ry).

La analogia puede extenderse al espacio de 6 dimensiones de posicion e impulso:

nn(r,p) = 8*(r —1:)5°(p — py).

=1
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El subincide N significa que ny depende paramétricamente de las 3N posiciones r; y los 3/N impulsos
p;- Mais propiamente deberiamos haber escrito ny(r,p,{r}, {p}), pero continuaremos con la notacién

abreviada. Para calcular su valor medio hay que usar la densidad de probabilidad conjunta de las NV particulas,

Ec. (21),

<nN(r7p)>:/d3T1-~-d3TN/d3p1-~d3pN nN(r7p)pE,V,N(r17"'7rN7p17"'7pN)

N
— Z/d3r1 . d37’N/d3p1 oy P —1)0%(p — pi) pEvN(TL, .. TN, P - PN)-
i=1
(24)

Si se cambia la forma en que se numeran las particulas, pg v, v se sigue escribiendo de la misma manera: es
una funcién simétrica respecto del intercambio de particulas. Esto es evidente, ya que pg vy depende de las

coordenadas sélo a través de H, y

N
H(ry,...,tN,P1,---,PN) :Z b

es una funcién simétrica de sus argumentos. De modo que todos los términos de la sumatoria en la expresion

(24)) son idénticos. Basta evaluar cualquiera de ellos y multiplicar por N. Entonces,

(TIN(IH P)> = N/d3T1 .. -d37“N/d3p1 .. -dgpN 53(1‘ - 1'1)53(13 - pl) pE,V,N(rh <IN, P, - ,PN);

y usando las deltas para integrar las variables de la primera particula

(TLN(I",P» :N/d37“2-~~d37‘N/d3P2---d3pN PE,V,N(I',I"Qy---,I"N,P7P2,~~~,PN)-

Notar dos cosas: ahora hay N — 1 integrales sobre las posiciones y N — 1 integrales sobre los impulsos, y
ademds en la densidad se han reemplazado ry por r y p; por p. Si se compara con la Ec. inmediatamente

se comprueba que

<7’LN(I‘, p)> = Npl(I‘, p)>

que es en definitiva el mismo resultado que obtuvimos por el primer método, Ec. (23). De los dos métodos,

el mds sistemdtico y menos sujeto a errores es el segundo.

Lo mismo puede hacerse en el ensamble canénico. La densidad de probabilidad conjunta es

1 e BE®P1,-PN)

pﬂ,V,N<r17"'7rN7p17"'7pN):Z_N h3NN| ’

donde



La energia es

i Py
Epi,..pN)=E1+.. .+ Exy=>+.. .+
2m 2m

La funcién de distribucion es el valor medio de la densidad de particulas en el espacio de fases. Usando los

mismos argumentos que antes, resulta
N
f(r,p) = Z/dgﬁ Py / d’py ... d°py 8°(r —1;)8°(p — Pi) psvn(TL, - TN, P1, - PN)
i=1

1 e—B(E2+--.+EN)

_ Nettem [ 8 s ’
— N e PP/ /dTQ...dTN/dPQ---dPNZ_N h3N NI

Las integrales que hay que calcular son en esencia la funcién de particion canénica de N — 1 particulas.
Luego,
)\3

N —Bp?/2m
f(r,p) = Ne "/ T

Reemplazando A\ = h/(27mkT)'/2, se obtiene la distribucién de Maxwell —Bolzmann:

N/V —5p2/2m.

T P) = Ty ©

Queda como ejercicio demostrar que en el gran candnico la funcién de distribucién resulta

—Bp?/2m
ze PP/2m X3 (N) o892 /2m

f(r7p> = h3 - hSV )

donde z es la fugacidad. Es decir, vuelve a obtenerse Maxwell —Boltzmann.

Gas ideal en un campo gravitatorio uniforme

(Ver ler. parcial del ler. cuatrimestre de 2007.)

Como aplicacion del tipo de calculos que acabamos de ver, vamos a calcular la funcién de particion candnica
y la funcién de distribucién de un gas cldsico en un campo gravitatorio uniforme g = —g 2. Para eso,
supongamos que un gas de /V particulas, a temperatura 7', estd contenido en un recipiente cilindrico. El eje
del recipiente esta orientado segun la direccién z. El drea de las tapas del recipiente es A y su altura total L.

Una de las tapas estd en z; y la otra en 25 > 2;. Las tapas pueden moverse independientemente.
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- b2 T |

- pll

Vamos a ver primero el tipo de complicaciones que aparecen al querer obtener informacién detallada (es
decir, variables termodindmicas que dependan de la posicién) a partir de los potenciales termodindmicos.
Luego veremos como la misma informaciéon puede obtenerse més directamente a partir de la densidad de
probabilidad.

Sabemos de antemano que la presién no va a ser uniforme, por lo tanto lo primero que hay que hacer es
reformular el primer principio para este sistema. ;Cudl es la presion que debe figurar en el primer principio?
Todo depende de los mecanismos por los que el gas intercambie trabajo. Si el cilindro tiene un piston
en la tapa superior, la presion sera la presion en 2o, y en el primer principio aparecerd un término 6WW =
p2Adzy. Si el piston estd en la tapa inferior, la presion serd la que haya en z; y habra que incluir el término
correspondiente. Si hay pistones en las dos tapas, figurard un término de trabajo por cada una. En realidad
uno podria disefiar un mecanismo que permitiese realizar trabajo a través de la presion a cualquier altura
determinada, no sélo en las tapas. (Por ejemplo, mediante secciones anulares de radio variable.) Dejaremos
ese caso general como ejercicio, y estudiaremos aqui la version mds simple, en la que hay pistones tinicamente
en las tapas.

Si la altura 2z de la tapa superior varia en dzs, se realiza un trabajo 0Ws = py Adzs, y, andlogamente, si
la posicién de la tapa inferior se varia en dzy, se realiza un trabajo 0W; = —p; Adz,. El signo del segundo
trabajo es negativo porque si la tapa inferior sube el gas se comprime, y por lo tanto hace un trabajo negativo.

El primer principio se lee entonces como

TdS = dU + A(pedzs — prdzy) — pdN,

dF = —-SdT — A(deZQ —p1d21> + ,MdN

Cada presion se lee como una derivada parcial de F/,

1 0F 1 0F

b1 = Z(?—zl’
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En términos de la funcién de particién, Z = e=#F,

B _kT@logZ _ kT Olog Z
N S Y R P

Debido a que la energia de cada particula ahora es funcién tanto del impulso como de la posicion,

2

p
Hi(ri, pi) = 7
(ri, pi) mgz+2m

la funcién de particion en el ensamble candnico va a estar dada por

1 3 dgp fﬁ(mgz+p2/2m)
dab Mﬂ.“/ﬁ@

La integral en el espacio de posiciones ya no es simplemente el volumen, sino

N

z
/ dr e Pmoz — A/ ) dz e Pm9* = —A (e’ﬁmgzl — e’ﬁmg‘”) .
cil z1 ﬁ mg

La integral en el impulso es la misma que hemos encontrado hasta ahora

3

h? A3
Luego,
N
= L é b (e—ﬂm% _ 6—5m922) ‘
NV | A\3 Bmg

Podemos verificar que cuando g — 0 se reobtiene el resultado usual. En efecto, si fmg — 0,
e Bman _ o=Fmgzz _y (1 = pBmgz) — (1 — fmgze) = Bmg(ze — 21),

entonces, puesto que A(zy — z1) es el volumen,
7 L (ASmelm—=)\" L (VAT
NT A3 Bmg NT A3

La presion en las tapas es

kT OlogZ  NEKT Bmge Pmon N mg e Pmea
PV T o T A (e Pmen e hmem) | A (e Bmen — g fmgm)’
B kT Olog Z B NET ﬂmge_ﬁmgz2 B N mg e~ Bmgz
P2 = A 822 - A (efﬁmgzl — e*5m922) o A (efﬁmgzl _ e*BngQ).

También podemos escribir

p2 — pl 6—5m9(22—21)

)

que es la ley exponencial de decrecimiento de la presion con la altura.

24

(25)



En contraste con los potenciales termodindmicos, la funcién de distribucién es capaz de dar informacién

mads detallada. Se calcula como antes, promediando la densidad en el espacio de fases de NV particulas,

N

ny(r,p) = Z 53(1' - 1‘1;)53(13 —Pi);

i=1

segun la densidad de probabilidad

—Bmgz; ,—Bp; 2m

prate) ol = 5 1 11°

Es decir,

N
P):/<Hd37’i>/<1—[d3pz> ny(r,p) psv,n(re, T2, ..., TN, P1, P2, - - -, PN)-
=1

(Recordar que ny es funciéon también de las 6N coordenadas, lo que estd indicado implicitamente en el
subindice N.) Esto se reduce, en esencia, a hacer el cociente entre la funcién de distribucion de N — 1

particulas y la de N. Los detalles quedan como ejercicio. En definitiva resulta

f(r,p)=N

_ —Bp2/2 -1
e PmazePr/am A (efﬁmgn _ e*ﬁmgzz)
h3 A3 Bmg

A <e—5m931 — e—ﬁmfm) (2rmkT)3/2

Esta es una distribucién de Maxwell—Boltzmann local, con temperatura uniforme pero densidad dependiente
de la coordenada z,

—Bmgz
n(z) _ % < Bmge ) _ n(zl) e—ﬁmg(zfm).

e—Bmgz1 _ p—Bmgze
Finalmente,

n(z) e P /2m

f(rjp):W-

La presion puede determinarse ahora a cualquier altura, no inicamente en las tapas. Aplicando el resultado

general de la teorfa cinética para una distribucién de Maxwell—Boltzmann local, p(r) = n(r)kT, queda

N —Bmgz
p() = (6_ e ) . 26)

Bmgz _ o—Bmgze

En las tapas, esta expresion de reduce a lo que ya habiamos calculado, Ec. (23), pero a diferencia del cdlculo

anterior, ahora tenemos la presion (y la densidad) a cualquier altura. Cuando g — 0, p(z) — NkKT'/V.
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Por ultimo, es bueno verificar que todos los resultados respetan la simetria de traslacién segun el eje z.
El campo era constante, de modo que no deberia importar a qué altura esté el cilindro. La tnica variable
importante deberia ser la posicion relativa respecto al cilindro, por ejemplo, respecto a la tapa inferior.

Tomemos como ejemplo la Ec. . Si se saca factor comin e~#™9%1 queda
o) = (M)

donde L = 2z — z;. Aqui se ve lo que deciamos, la presion depende sélo de la posicion relativa al cilindro,

z — z1. La presion en dos cilindros idénticos, uno con su base a altura z; y el otro a altura 27, es la misma si

se mide en los puntos que estdn a la misma distancia de la base de cada cilindro.

Ensambles en general

En la seccién 16.1 del libro de Callen se da un procedimiento para pasar del ensamble microcandnico al
canodnico; el método puede generalizarse. Debido a que estd pensado para sistemas con estados discretos, el
argumento de Callen trata con nimeros de estados, en lugar de volimenes en el espacio de fases. Esto tiene
la ventaja de que es mas fécil pensar las probabilidades de esa forma. Aqui vamos a seguir esa practica, y
recién al final pasaremos del conteo de estados a las integrales en el espacio de fases.

Cuando uno abandona el ensamble microcandnico, el sistema de interés pasa a formar parte de un sistema
mucho mayor, compuesto por el sistema y un reservorio. Para simplificar la redaccion, al sistema de interés lo
llamaremos simplemente el sistema, y al sistema total, compuesto por el sistema y el reservorio, el conjunto.
El conjunto es cerrado respecto de la energia, del volumen y del nimero de particulas. Dependiendo del
ensamble que uno quiera construir, se permite al sistema intercambiar con el reservorio una o mas de esas
cantidades.

Tomemos el ejemplo del ensamble canénico. El conjunto total tiene una energia & fija, pero al sistema
se le permite intercambiar energia con el reservorio. El sistema sigue siendo cerrado respecto del volumen
y del ndmero de particulas. Consideremos un estado j del sistema con energia £. Para el conjunto valen las
reglas del microcanénico. En particular, todos los estados accesibles tienen la misma probabilidad. Por lo
tanto, la probabilidad de que el sistema esté en el estado j es igual a la fraccion de estados del conjunto en

que el sistema se encuentra en ese dado estado,

numero de estados del conjunto total en que el sistema se encuentra en el estado j

Pi= numero de estados posibles del conjunto total

Si el estado del sistema es j y tiene una energia £, el estado del reservorio puede ser cualquiera de
sus estados que tenga una energia &..s = &t — €. Si uno fija el estado del sistema, los estados posibles
del conjunto se obtienen variando el estado del reservorio entre aquellos de sus estados que tengan energia
Eres = Erot — €. La ventaja de trasladar el peso del conteo de estados al reservorio es que, siendo un sistema

mucho mayor, el intercambio de energia con el sistema podra tratarse como una perturbacién. Entonces,
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dicho esto, la probabilidad de que el sistema esté en el estado j, que tiene energia &, es

p' _ Qres(gtot - g)
! Qtot <5tot) ‘

Aqui Qs ¥ ot son los nimeros de estados del reservorio y del conjunto, respectivamente, para un dado

27)

valor de sus energias. Uno toma como hipétesis que la distribucion de probabilidad del sistema es muy aguda
para cierto valor medio U de su energia. Entonces, mds significativo que el valor de £, que serd mds o menos

constante, es su apartamiento respecto de U,
AE=E—U.
En términos de esta variable, en la Ec. (27]) el numerador se escribe como

Qres(gtot - g) = Qres (gtot -U— A(‘:)

Sres/k

Luego se aplica el resultado del microcandénico para escribir (.. = e . Expandiendo S, en torno a la

energia &, — U se obtiene

Qres(Eror — U — AE) = exp {k‘l {Sres(&ot —U) - AE (85“’5) } } ) (28)
OF Erot—U

Todos los términos de orden superior deben ser despreciables. Ahora bien,

aSres o l
OE )¢ i T

donde 7T’ es la temperatura del reservorio cuando tiene una energia igual a &,; — U, a todos los fines igual a

Eiot- Por otro lado, en el denominador de la expresion (27), €2, puede expresarse en términos de la entropia

total, que, por ser aditiva, puede escribirse a su vez como una suma de dos términos,
Qtot(gtot> = exp [k_lstot(gtot)] = exp [k_lsres(gtot - U) + k_IS(U)} )

donde S es la entropia del sistema y U el valor medio de su energia. Finalmente, reuniendo todo, deberian

ver que resulta

p; = PU-TSU)] —BE (29)

La combinaciéon U — T'S(U) es la energia libre de Helmholtz del sistema, por lo tanto
= PF e PE,

Pj

Esto y la normalizacion de la funcion p;,
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llevan, en definitiva, a escribir el siguiente resultado fundamental

651?236_55:1:>ZNEX:(3_’35:@_BF7

J J

1

— —BE
€ .
Zn

Pj =
Hasta aqui implicitamente hablamos de un sistema con estados discretos. Identificamos perfectamente el
estado j y encontramos su probabilidad. Es necesario hacer una pequefia digresion para hablar de sistemas
con estados continuos. Para eso, supongamos ahora que el sistema es un sistema cldsico de particulas
idénticas con variables {q} y {p}. No queremos la probabilidad p; de un estado perfectamente definido,
sino la probabilidad de encontrar al sistema en el elemento de volumen | [ dgdp centrado alrededor del estado
J que tiene coordenadas {q}; y {p};. Esta probabilidad se define del modo habitual, introduciendo una
densidad de probabilidad:

Pr ({q}m {r};, qudp> = p({a};. {p};) T[] dadp.

Paralelamente, sabemos que todos los estados que estdn en este elemento de volumen tiene aproximadamente
la misma probabilidad p;, que escribimos mds arriba; y como hay dn = (] dgdp)/h"*N! estados en ese

elemento de volumen, podriamos escribir también

[T dqdp
Pr ({q}j, {r}i, qudp> = pidn = ;%N

Aqui simplemente sumamos probabilidades: hay tantos estados favorables y cada uno tiene tal probabilidad;

la probabilidad total es la suma de todas. Comparando las dos expresiones para Pr resulta

i) — o~ BH e} nh)
EAACSE hNdN' ZnhNANT

donde la suma sobre los estados, que antes aparecia en la definicién de Zy, pasa a ser una integral que tiene

en cuenta el nimero de estados por elemento de volumen en el espacio de fases

e BH{a}{r})
ZIO] _>/ hNle A

Lo que interesa recordar aqui es el procedimiento que llevé a la formula (29), ya que puede adaptarse
facilmente para construir otros tipos de ensambles. Por ejemplo, el ensamble gran candnico. El sistema

intercambia particulas y energia con un reservorio a temperatura 7'y potencial quimico p. Recordando que

OSres _ M
ON ),y T
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un estado j con energia £ y nimero de particulas /V tendrd una probabilidad
p; = Qres(gtot - 87 Ntot - N)
! Qtot (gtot ) Ntot)

1 _
exp {k‘l |:Srcs<gtot — U Nigw = N) + (U =€) = %(N - N)] } o~ B(E-BuN)

exp {k‘fl [Sres(gtot — g, Ntot — N) + S(U, N)] }

o e—ﬁ(U—TS—;LN) ’

Se definen el potencial Q = U — T'S — uN y la variable z = e’#. (Notar que para un sistema hidrostdtico
Q) = —pV.) Luego,

2N =B

Pi= o pa (30)

Ademas, como la suma de la probabilidad sobre todos los posibles estados del sistema, con N y j variables,

debe ser 1, resulta

1
— Y Ne T =1=Zoo=) NP = (31)
N,j N,j

Ensamble isobarico

El ensamble isobarico es apropiado para calcular fluctuaciones en la energia y en el volumen. El nimero de
particulas esté fijo y el sistema estd en contacto con un reservorio a temperatura 7'y a presion p. (En sistemas

no hidrostdticos, p se reemplaza por alguna fuerza o densidad de fuerza.) Recordando que

8Sres . 2
WV Jen T

el procedimiento de la seccion anterior nos lleva a escribir
p; = Qres((c;tot - 87 ‘/tot - V)
! Qtot (gt0t7 ‘/tot)

_ 1 —
€xXp {k_l |:Sres(gt0t - U7 Viot — V) + T(U - g) + %(V - V):| } e—B(E+BPV)

! exp {1 [Sees(Euot = &, Vier = V) + S(U, V)] } T AU TS )

donde V es el volumen medio. En el denominador aparece la exponencial de la energia libre de Gibbs,
G=U-TS+pV.

La suma de las probabilidades debe ser uno. Esta suma es una suma sobre los volimenes posibles y sobre
los estados j correspondientes a cada valor del volumen. De modo que, en principio, el vinculo entre la

estadistica y la termodindmica tomaria la siguiente forma:

e BG — Z Z e~ BE+BPV) (32)
Vo
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La cuestidon que se plantea es acerca de como sumar sobre los volimenes. ;Estan los volimenes dis-
cretizados? Debe tratarse al volumen como una variable continua e integrar entre cero e infinito? La
respuesta, si es que la pregunta tiene sentido, depende del sistema. Hay sistemas donde los estados de
volumen o longitud estdn bien definidos y uno puede numerarlos facilmente; por ejemplo, el Problema 6 de
la Guia 5, acerca de una cadena lineal formada por /N segmentos idénticos, cada uno de los cuales puede
estar en dos estados de longitud. Pero en el caso de un gas en un cilindro, por ejemplo, eso no puede hacerse.
En el espiritu de la mecénica cudntica, uno podria suponer que existe un espectro de volimenes posibles. En
el limite en que la separacién entre cada par de valores sucesivos del volumen tiende a cero, a una variacién
del volumen entre V' 'y V + dV debe corresponder un nimero v(V')dV de estados, y la suma sobre los

volimenes podra reemplazarse por una integral pesada con la densidad v(V'). Asi, escribiriamos
e PG = / dV v(V) | > e PEmL (33)
0 -
J

Esto definirfa la funcién de particién

(n = / AV v(V) Zefﬁ(fﬁﬁp‘/)
0 -
J

Incluso si los volimenes no forman una sucesion densa, la Ec. (32)) puede escribirse en esta forma, s6lo que
v(V') serd una funcion generalizada (e.g., una suma de deltas de Dirac).

Para hacerlo menos esotérico, el problema de la integral en V' puede repensarse en analogia con el factor
1/hN? que acompafia las integraciones en el espacio de fases ({r}, {p}). Recordaran que el factor 1/h"V¢ se
introduce, en principio, para adimensionalizar el volumen en el espacio de fases, y no como una densidad
destinada a aproximar sumas por integrales. Ademads, histéricamente, sin la cudntica, no habia por qué

hNd

introducir una densidad. El factor 1/ pasaba a formar parte de una serie de constantes cuyo efecto recién

se apreciaba al calcular el potencial quimico.

Del mismo modo inocente puede pensarse v(V): deberia ser una cantidad con dimensiones de volumen ™!
destinada a adimensionalizar (. Ahora bien, ;qué combinaciones de la variable V' y de las constantes h,
y presion p pueden formarse que tengan dimensiones de 1/V (para no hablar de introducir otras constantes
fundamentales del tipo de h)? El parametro (3 tiene unidades de 1/&; la presion, de £/V; la constante de

Planck tiene unidades de £ x tiempo. Esto nos da dos elecciones naturales para la funcién v(V'),
v(V) =1V, v(V) = fp, (34)

por no decir nada de las combinaciones de la forma (3p)""'V™. Nétese, sin embargo, que en limite termod-
indmico p tiene que ser una funcién muy aguda alrededor del volumen medio, de modo que en la integral

darfa lo mismo escribir v(V) que v(V). Pero sabemos que para el sistema hidrostatico

N

? :pﬂu
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de modo que las dos elecciones (34) terminarfan dando funciones de particion iguales, salvo correcciones de

orden log N, completamente despreciables en el limite termodindmico[] En lo que sigue usaremos v(V) =

Bp.

Para terminar de pasar del sistema cudntico al clésico, en la Ec. @ la suma sobre los estados debe

reemplazarse por una integral en el espacio de fases,

N
1 dy. 7d —BH({r},
W/(Hdridpz)e {rhiph) |
i=1

El objeto fundamental en el ensamble isobarico es la funcién de particion de N particulas,

0o N
(n = / AV V(v)efﬁpV [hNiNl / <H dr, ddpi> eﬂﬂ({r}:{p})] )
0 : i=1

La distribucion de probabilidad del sistema de N particulas es

e hC :/ av v(V)
0

1 (V) e PHe BV
PV e o) = o AT

La conexidn con la termodinamica es a través de la funcidon de Gibbs,
G(T7p7 N) = —kT log CN'

Si se trata de un sistema de particulas independientes, ocurre la factorizacién acostumbrada

9] ZN
(y = /0 AV v(V)e PPV ﬁ

Gas clasico

En la Ec. habfamos dejado escrito 7,

2mm d/2 Vv
7 = = —.
=V <h6>

Luego, con v(V) = fp,

I VN o1 T(N+1) -N
_ L v VL - d
(v = N /0 dv ppe="" ANd N1 (Bp)N ANd (ﬁp)\ ) :

Aqui, para calcular la integral hemos hecho lo siguiente:

= ) o D(N + 1)
d BpV /N _ d z, N _ )
fav e v = i [ e = SR

*Si puede llegar a ser relevante la eleccion de una u otra densidad es en sistemas de pocas particulas, en especial en simulaciones
numéricas, donde no queda otra que considerar un niimero finito de particulas.
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La funcién de Gibbs es entonces
G(T,p, N) = NkT log (Bp\?) .
Las funciones termodindmicas se obtienen a partir de la ecuacién
dG = —=S5dT + Vdp + pudN.

Por ejemplo, la ecuacién de estado es

v (5‘_G> _ NkT
o ) rn D

_ [(0G G d+2) B &, [d+2)
S_—(a—T)TN_—T+—2 Nk—Nk{ log(ﬁp)\)—l-—Q

La entropia,

Mediante la ecuacién de estado puede escribirse Sp = N/V/, con lo que se obtiene nuevamente la Ec. ,

S = Nk [log( ’ )Hd“)]

N 2

A través la ecuacion de Euler, se sabe que G = p/NV. Calcular el potencial quimico es entonces muy sencillo

en este ensamble,
w= kT log (ﬁp)\d) )

Gas ultrarrelativista

En este caso habiamos encontrado

7 _ Vv ['(d) B Vv
PR (Boyd N
donde
)\d — (ﬁhc)d
P Qul(d)
Entonces

[~ vy
_ —BpV
CN—N!/O dVﬂp/\i\[de Lag

Formalmente, ésta es la misma ecuacién que para el gas clésico, asi que podemos tomar algunos de los

resultados de la seccion anterior,

G(T,p, N) = NkT log (Bp)\?) .
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La ecuacion de estado es, como ya sabemos, p3 = N/V. La entropia vuelve a dar 1o mismo que en los otros

ensambles:

S =— (2—2>TN = —g + (d+1)Nk = Nk [—log (8pAY) + (d + 1)]

= Nk {log (NVM> +(d+ 1)} .

T
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