Fisica Teorica 3 — ler. cuatrimestre de 2014

Primer parcial (con las soluciones)

Problema 1. Una caja de volumen V' estd dividida en dos partes por una pared. Una de las partes tiene
volumen V; y la otra V5. La pared tiene un orificio que comunica los dos volumenes. Dentro de la caja hay N
particulas independientes que pueden pasar a través del orificio de un lado al otro de la caja. La probabilidad
por unidad de tiempo de que una particula determinada que estd en el volumen 1 pase al volumen 2 es A\, y
la probabilidad por unidad de tiempo de que estando en el volumen 2 pase al 1 es Ao. Sea p,,(t) la probabilidad
de que haya n particulas en el volumen 1 a tiempo .

a) Escriba la ecuacién maestra para p,,(t).
b) Muestre explicitamente que la probabilidad total se conserva, d[ Y, p,(t)] /dt = 0.
c) Escriba la ecuacion que satisface la funcién generatriz F'(t, z).

Las soluciones pueden escribirse como

1 —
F(t,z)=(a+2)" f {—Q —|—i e(’\1+’\2)t] ,

donde o = A1 /A2 y f es una funcidén a determinar por las condiciones iniciales.
d) En general, ;cudnto debe valer f(0)?

e) Muestre que la distribucion tiende a una distribucion estacionaria cuando ¢ — oo, con independencia
de las condiciones iniciales, y escriba p,, en ese limite.

f) Sila condicidn inicial es tal que a ¢ = 0 el nimero medio de particulas en 1 es n, ;cudnto debe valer
1/(0)? Con este resultado calcule el valor medio de n como funcién del tiempo para t > 0.

g) En el equilibrio, ;cudntas particulas hay en promedio a cada lado de la pared?
h) A partir del resultado anterior y un minimo de intuicion fisica, ;cudnto debe valer el cociente A /As?

1) (Opcional.) Si todo el sistema estd a temperatura 7', encuentre, independientemente del problema de
Markov, sélo con argumentos de teorfa cinética, el cociente A; /As.

j) (Opcional.) Si la caja contiene aire a 300 K, si V' = 1 m?® y V| = V4, si V) inicialmente estd vacio y
si, ademads, el orificio en la pared fue hecho con un alfiler: estime el tiempo que tarda en llegarse al
equilibrio. ;Importa conocer N?

Solucion.

a) Si hay n particulas en el volumen 1, la probabilidad por unidad de tiempo de que una de las particulas
pase al recipiente 2 es n)\;, y la probabilidad de que una de las particulas del recipiente 2 pase al 1 es
(N — n)As. La ecuacién maestra es

Pn=M(n~+ D)ppir + (N —n+1)p, 1 — [Min+ (N —n)] p,.



b)

Y =M+ Dpayi + 2> (N=n+1Dpoy— Y [Mn+ XN —n)p,

n n n n

=\ ann + Ao Z(N — )Py, — Z [A1n + Xa(N —n)]p, = 0.

n n

¢) Multiplicando la ecuacién maestra por 2" y sumando sobre n queda

F=X Z(n + 1)2"pps1 + Ao Z 2" (N —n+1)p,—1 — Z 2" Mn+ Xo(N —n)| p,

n n n

=\ Z nz" " pn 4 Ag Z Z"THN —n)p, — Z 2" [An 4+ Ao(N —n)] pn

n n

= )\1F/ + )\Q(ZNF — ZQF/) — [()\1 — )\Q)ZF, + )\gNF]
= [/\1 + ()\2 - )\1)2 — )\222] F/ — )\2(1 — Z)NF

=X(1—2)[(a+2)F — NF].
Aqui F' = 0F/0z.
d) Sabemos que F'(¢,1) = 1. Reemplazando en la solucién propuesta queda
1= (a+1)Vf(0).
Eso significa que f(0) = (o +1)7".

e) Cuando t — oo, el argumento de la funcién f tiende a 0. Segun el resultado anterior f — (a + 2)~%.

Luego

F(t,2) — (O‘”)N.

a+1

Desarrollando el binomio queda
N alN—n
W(t) = — .
n= () o
f) El valor medio del nimero de particulas es F”(¢,1). En general,

(n) () = a]_VF = (@ D)YTF(0) em R,




g)

h)

i)

Ent =0

De aqui resultan

() (1) = +(n0— N )e_(’\+’\2)t.

a—+1

El nimero medio de particulas en el volumen 1 cuando t — oo es

N _ A2 N,
a—+1 )\14‘)\2

ny =

y en el volumen 2,

A1
N.
AL+ Az

77,2:N—7’L1:

En bastante evidente que en el equilibrio la densidad tiene que ser uniforme en todo el volumen. Uno
puede sacar la pared sin que se modifique el estado del sistema. A partir del item anterior, la igualdad
de las densidades n,/V; = ny/Vs implica

A W
Mo Ve
Es decir, la relacion entre los A’s va en proporcién inversa a la de los volimenes.

El resultado anterior se puede entender con un simple argumento de teoria cinética. Una particula en
el volumen 1 pasara al volumen 2 en el intervalo de tiempo Jt si se encuentra dentro de un pequefio
cilindro vecino al orificio. El volumen 0V de este cilindro es proporcional al drea a del orificio y a la
distancia maxima a la que puede encontrarse la particula para pasar en el intervalo de tiempo dt. Esa
distancia tiene que ser a su vez proporcional a la velocidad tipica de las particulas. Salvo un factor
numérico que viene de promediar sobre las velocidades de las particulas, debe ser 6V o< a\/m ot.
Asumiendo que la distribucién espacial es uniforme, la probabilidad de que la particula se encuentre en
ese volumen es 6V /V;. De modo que la probabilidad por unidad de tiempo, A;, de que pase de 1 a 2 es
proporcional a a\/m /V1. Algo andlogo vale para las particulas del volumen 2. Las constantes de
proporcionalidad tienen que ser las mismas: el inico paso en donde interviene el volumen es al hacer
0V /V;, pero 6V se calcula del mismo modo a ambos lados de la pared. Luego,

1 1

A —, A —
locvvla ZOCsza

y de ahi que \o/A\; = V;/V5. (Es en realidad muy sencillo calcular exactamente la probabilidad por
unidad de tiempo. El ejercicio es equivalente a calcular el nimero de choques por unidad de tiempo y
de superficie contra las paredes del recipiente; aparece como problema en la guia de Boltzmann.)
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j) Laescala de tiempo la fija el exponente A\; + Ao,
T ~ ()\1 + )\2)_1.

Usando para los \’s la estimacion del item anterior, como los dos volimenes son iguales, resulta

a kT
/\1N)\2:v—/2 E

El aire estd compuesto de varios gases, principalmente N5, con un peso molecular de alrededor de 28
masas atémicas, y O,, con un peso molecular de 32 masas atdmicas. Podemos tomar m ~ 30 masas
atémicas. Una masa atémica es del orden de 1.6 x 10727 kg. (De manera alternativa, puede usarse que
\/m es el orden de la velocidad del sonido, es decir, unos 300 m/s.) La constante de Boltzmann
es, mas o menos, 1.38 x 10723 J/K. El pinchazo de un alfiler tiene un radio del orden de los 0.25 mm.
Reuniendo todo queda

7x107% s,

Ny (7025 X 10772 m \/300 K x 1.38 x 102 J/K
1 2 ~Y ~Y

0.5 x 1m3 30 x 1.6 x 10727 Kg

Asi, 7 ~ 1400 s. La escala de tiempo es del orden de los 20 minutos. El resultado es muy sensible al
radio del orificio. Basta duplicarlo para reducir el tiempo de 20 a 5 minutos.

Problema 2. Un gas ideal clésico estd formado por particulas de masa m. Ademads de la energia de traslacion,
cada particula tiene dos niveles de energia: un nivel con degeneracion n y energia 0, y otro con degeneracion
ny y energia e. Encuentre en cudnto se modifican las siguientes cantidades respecto de las del gas ideal sin
grados de libertad internos:

a) La entropia, b) La energia interna, c) El calor especifico a volumen constante, d) La ecuacién de estado
p(V,N,T).

Solucién. En el ensamble candnico la funcién de particion es

1
Iy = mZ{V,

donde Z; es la funcién de particion de una particula, que se calcula integrando sobre los grados de libertad r
y P, y sumando sobre los niveles discretos,

1
Zy = 73 dgr/d?’p e oP*/2m Znie_ﬁei.

Aqui estd tenido en cuenta que para cada nivel interno de energia ¢; hay en realidad una multiplicidad n; de
estados. El resultado se factoriza, por un lado en la funcién de particién de una particula de gas, y por otro en
la funcion de particién de una particula con dos niveles de energia,

14 —Be
leﬁ(no—i—nle 6)



Luego

v
F = —kTlog Zy = —kTN log (F) — kTN log(ng + nie ")

= Fys + F..

La funcidn energia libre queda expresada como la suma de dos términos, el primero de los cuales corresponde
al gas ideal sin grados de libertad. Todas las correcciones vendrén a través del segundo término,

F. = —kTN log(ng + nie™").

La entropia serd

OF. e niPe e Pe
S:Sgas_a_T:Sgas+kN 10g(n0+n166)+m .
La energia interna,
0B F, nie e B
U:Uas Ue:Uas —:Uas N——.
gos gos F )5} gos ng + niePe
El calor especifico,
19U Be 2
= Cgas —— = as T K e :
C = Cgas t+ N oT Cgas T KNgny€ [(no n nle—ﬁf)}

Por otro lado, como la correccién a la energia libre no depende del volumen, la ecuacién de estado sigue
siendo la del gas ideal.

Problema 3. Sobre un semiplano se dibuja una cuadricula uniforme de lado a. El semiplano esta cubierto
por un nimero variable de pequefios dados ctubicos indistinguibles de lado a, cuyas caras estin numeradas
del 1 al 6. Los dados s6lo pueden ocupar las casillas de la cuadricula y a lo sumo hay un dado por casilla. La
temperatura es 7. No hay energia cinética.

a) Considere una region del semiplano con NN casillas y encuentre la fugacidad de los dados en funcién
de la fraccion de casillas ocupadas.

El semiplano estd limitado por una pared vertical. Los dados pueden apilarse sobre esta pared formando
columnas. La masa de los dados es m y la aceleracion de la gravedad es g. [El peso sélo actia sobre los
dados de la pared.]

b) Asumiendo que el nimero medio de dados por cada columna es muy grande, encuentre la altura media
de las columnas en funcion de la fraccion de dados sobre el semiplano. (Ayuda: puede llegar a ser
necesario aproximar una suma por el maximo de sus términos.)
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Solucion.

a) En el ensamble gran candnico cada casilla del plano puede considerarse aisladamente,

1

Z 2" Z e e

estados/n

n=0

La segunda suma es sobre todos los estados de n dados. Sélo puede haber ningin dado o un dado. La

= 24 posibles estados, que pueden contarse asi:

, pero si hay un dado existen v

z

energia siempr € €S CCro

hay 6 posibles elecciones para la cara superior, y para cada una de estas elecciones hay 4 rotaciones en

90 grados respecto del eje vertical. Luego,

Z0L =1+ vz

Para un grupo de N casillas serd

(1+wv2)V.

Zge

El nimero medio de dados en las /V casillas es

Y
= | A
N

U+
—
_

S
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N
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z

Si se define la concentracion x

1 =z
N

z

(n) /N, de aqu

El nimero NV era aqui irrelevante. Nos parecié que pedir que consideraran N casillas iba a facilitar que

llegaran a la fraccion de casillas ocupadas.



b) En el ensamble gran canénico, cada columna de dados sobre el plano vertical puede analizarse aislada-
mente de las demds. La energia de una columna de n dados de altura es la energia potencial
2
na  mgan
e(n) = (mn)g x - = gT

Esto tiene en cuenta que la masa total es mn y que la altura del centro de masa es na/2. Luego,

=% Y o,

n=0 estados/n

La energia de todos los estados con n dados es la misma, pero hay una degeneracion igual a v", puesto
que cada dado en la columna puede tomar v orientaciones. Entonces,

Zél()j = Z(Vz)”e_ﬁm"“”?/Q.

Esta suma no puede evaluarse en una forma cerrada. Pero asumiendo que el nimero relevante de dados
es muy grande, es plausible aproximar la suma por el mayor de sus términos. Como la funcién e—om’
es decreciente para n > (), habrd un mdximo en esa region siempre que z sea mayor que uno, porque de
otra forma la funcién (vz)" también es decreciente. Si los n que importan son muy grandes, n puede
tratarse como una variable continua. Ademads, como n aparece en exponenciales, lo mejor es buscar el
maximo del logaritmo del término general de la suma:

d 2
. nlog(vz) — Bm# = 0.
De aqui resulta
_ log(vz)
max ﬁmga .

Si las hipétesis son correctas, este n,,, debe coincidir con el valor medio del nimero de dados en las
columnas. Reemplazando para z el resultado del item anterior, queda

1 | x
Nmax = —— 10 :
BSmga & 11—z

kT < x )
ANmax = — log 7 )

mg -

La altura media es

Una condicién necesaria para que este resultado sea vélido es que = sea mayor que 1/2, de otra forma
se tendria n,,, < 0. Sila concentracién no es muy cercana a 1/2, la condicién n,,x > 1 se cumplird
siempre que k7'/(mga) > 1. Es decir, la energia térmica es mucho mayor que la energia necesaria
para apilar un dado un escalén mds arriba.



