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Fourth Virial Coefficients for the 12-6 Potential
J. A. Bazzz Axo J. J. MoNAGHAN
Disision of Physical Chemistyy, ientific and Industrial ion, Melbourne, Australia
(Received January 8, 1962)

A satisiactory numerical method for evaluating fourth virial coefficients for angle-independent inter-
moleclar potential energy funcions s developed. The method s based o an expanson in Legendre poly-
‘nomials which reduces the numerical problem from sixfold integration to triple integration, thus bringing it
ithin the capacity of modern computer. The metbod s tested by some calclatons for ‘witszowell potzo-
tals and then used to e foth visil coelfents for the Leanar-Jones 12.6 potntal. idng the
fourth virial coefficients, critical constants for a 12-6 fluid are calculated and compared with experimental
value for argon. The caculated and cxperimeatal crtenltemperaturss and pressures g7 o within $%
and the critical volumes t0 within 15%.
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Equation of State Calculations by Fast C i i

Nicuouas Muzworous, A W Rosouasurn, Marsiais N. Rosouacuny, aso Avousts IL. Toases,
Alamos Scientific Laborators, Los Alamos, New Mer

=

Eowa TeLLw,* Department of Physics, Unisersity of Chicago, Chicago, Ilinois
(Received March 6, 1953)

A general method, suitable for fast computing machines, for investigating such propertics as equations of
state for substances consisting of interacting in les is described. The method consists of a
modied Moate aro integation over conéguration space. Revalts for the tro-dnensioual Hgidaphers
system have been obtained on the Los Alamos MANIAC and are presented here. These results are compared
to the free volume equation of state and to a four-term virial coefficient expansion.

liquidos

Respecto del desarrollo del virial:

Hoover et.al. compararon desarrollos hasta el 5° y 6/ vs.
estudios de dinamica molecular para discos rigidos y
encontraron que era correcta hasta

Cerca de la transicion de fase




Funciones Distribucion

Cual es la probabilidad de que, dado un sistema de ).
particulas a volumen 'y temperatura 7', la particul ste

en dr en derredor de r, Ia@n dr, respectode rs ...

exp(=pUN)dr...dry
A

P(\)(/'|./‘3,/‘3. s )(//‘](//‘3(//‘3. =

Donde Zy es la integral configuracional.

Sea ahoran < N, la reduccion de los anterior da

I. . j exp(=BUN)r ... .dry

PO, o) = -
N

cualesquiera

Si consideramos que las pq,mc@ son indistinguibles, la
proba de que una particula este en dr, de r;.

J!
ﬁp(’”(l‘lw.,l‘n) ‘

P, srn) =

La p mas simple es la p'" que es la proba de encontrar
una particula en r,

%J.p(”(r‘)dr = & — p = densidad

Definimos ahora la funcion de correlacion g (r1,...,r,) tal
que
p(”’ = pugm
Con p" = [pV]"
De donde

yn A J’A..Iexp(—ﬁl/"\)dl‘m 1...dry
NN =n)! Zx

(... ) =

Pl P

O seaque|g! = &£ = -

Comenzamos el analisis de la g (r,r2)

(Se mide experimentalmente con gran precision por
ejemplo por scattering de rayos x).

Llamaremos g® (r1,r2) = g(r) = g(r12) (= valido para
potenciales esfericos) Atencién

)

En este caso p® = p?g(r) que me da la probabilidad de

)

En este caso p® = p2g(r) que me da la probabilidad de

que dada una particula en una cierta posicion tenga otra a
una dada distancia para toda posicion.

Supongamos que ahora coloco una particula en el origen y
estudio la probabilidad de encontrar otra a distancia » (-)

[ petryanrar =N-1 - N ©

a) g(r) — 0 conr — 0, pues siempre hay repulsion "o"
b) g(r) — 1 conr — o, pues el efecto de la particula en el
origen se borra y el sistema debera verse homogeneo a
largas distancias

(*) cuando integro sobre todo el espacio me da las N-1 particulas restantes




Si paso de la negra a esta verde (por ejemplo), nada

Una configuracion promedio sobre configuraciones

Relacion entre g(r) y la termodinamica

_[-JdpdaH expt-pH) A
E= _[I dp dg exp(-/AH) Valor medio usual

a) La energia en funcion de g(r)
Zy

Oy = Wi

H=Y L 4 Uiyi....)

2m

Si suponemos un potencial de interaccion de dos cuerpos

|U(,\‘|,>\'|....) = ZKi.i-'i”(lr[ - = Ziq.u/ u(ry) = Zk/.p/ uj

N
= J.A.._[dpdq[ Loy U(x.,yl.“.)]exp(—ﬁ[ﬂ/f..._[dpdqexp(—ﬁH)

2m
Separando e integrando
[£ = svar+ [ F2E] = SNT+ U]
2 Z v 2

conU = Uj Uexp(—pU) yZ\

Como es la energia media de interaccion U?  Aqui u;,, nos fijamos
en un par dado

|U = 28D L[ Jexp(-BUuid’ridra...dr | \

Resultado de considerar todos los posibles pares




_ J'...J'dp dg H exp(-pH) _
E= =
[-J dp daexpi-pH)

Jdpda| SR +U(x, y,..) lexp-H)
2m
E= =
[-J dp daexp- )

Integrando

E=S kT kg 219920 | Z 8 7 4T
2 aT 2

U:

U:

U:

jj dpdq U exp(-pJ)
JJ dpdg exp(-4U)

[ dod [Zu&exp(—/ﬂ)

INHES]

[+ dpda expt- )

Fijamos un par de indices cualesquiera

N(N-D) 1

2 7, [ ] wsexpEp) drdr,.

Todos los pares de indices daran terminos iguales

o ] B

Pero

PO(r1,ra) = (\\—Yzw_ [ Ao /l:,_\w’: 14y (definicion de p)
{jmjcxm /‘/Iﬁ(lthl...((:,\ } — Denr) (\\?)[ - O
Entonces

U = L[ [uydPridPrap@(ri,r) = 2= [ 4nr2u(r)d®rg®(r) |
[ [arro® s - 5]

(un V se simplifica con la integral sobre el ¢ 0 de masa)

De donde(reuniendo los 2 términos)

p@ = pg® :Nijgw
\Y

E_ _3 P (7 4020 T3 oD (e
VKT 5 + KT jo 4rru(r)d’rg> (r,p, T)
que da el termino de equiparticion + la energia de
interaccion de una particula con todas las demas y sumado

sobre todas las particulas

b) Calculo de la presion

PG - () |

Debemos hacer explicita ladependencia en




Recordemos que

IEE

72
Zv= j.n "'Jn

(=BU) dx\dv)...dzy

entonces escribimos :

= VBx; = dx; = V'3dx;

De esta forma

T 1
Zy = V\J‘ j exp(—BU)dxdv)...d=\
0o

Los terminos que aparecen en U dependen de la distancia
relativa—

Z, VM [ Jexp-U)dx.dz,

00

rij = V%, donde
' 1\2 P22
ry = [(,\-,-,\,> + 0=+ E-2)7] /

De donde escrlblmos

L7y = {\ Al W exp(fﬂU)cbc',dy'l...dz'\} -

{V\ o J(]f . J.(I’ exp(—pU) ‘(:—‘,d.\",ui\f"] .. L/:'\}

Observamos el termino <=

U _ 3 cuy éry -y uy éry _ 3 ouy V'V,
ar i<j or, or i<j or, oV i ér, ar —
u, ' :n, L L3, | au,
— Ll L =3 1% = =3 =Ly
Z,\, ary 3 B0 i oy, 31 37 ij ary Y

Queda entonces
B i 1 1 ‘g /
L7y = {w\ ]L)...J‘Oexp(—ﬁb')d.\',({\',...dz\} -

{ T _[0 I exp(—, ﬂL)(ZﬂIJ,)d\]d\, dz'\}

Ahora retrotransformamos (?!)

Dot — L LA [exp(-pUN...dzy} -
{,u/ [ Jexp(- ﬁb')(zl—/,/)c/n d:,\}

Para el primer sumando tenemos

1N 1N N
——|..|expERJ)dx..dz = =——1—2Zy ;= —
ZN{VH b } ZN{V } )

Para el segundo nuevamente encontramos terminos repetidos

j

I Jexpe N){Z -

}dx1 dz, =

Sl FU” rlz}xl o] exp-AU Y.z =




dlogZyv _ N _ fANN-D ”
ar o 6IkT

dlogZyv _ N fNO-D ” Sup
o T 6IkT o

—“]‘(’,ﬁ/\ =24- {ﬁJI47!1/'(1')1'3g‘3‘(/‘)d/‘}

2drdra I .. J %dr;. L.dr \}

NV

)
I‘]zdl‘ldl'zp—l)}

de donde

P P i (e
T P+ T Il A’ (r)g(r)dr

Esto se llama la ecuacion de la presion

Resulta claro entonces que como estamos calculando
propiedades dinamicas que dependen a lo sumo de

operadores de 2 cuerpos bastara con conocer la g(».

Que Ocurre para las magnitudes no dinamicas sino
termodynamicas!

Calculo del potencial quimico i

~
Ubriye.) = X, Lulr) + X, ulry)
Si ¢ = 1 la particula 1 interactua en un pie de igualdad con
el resto del sistema
Si{ = 0 la particula 1 no interactua

Tomamos en cuenta ahora que p = g—\‘)u entonces

U =AWN,V.T) - AN—1,V.7)

Escribimos —-L- = log Zy — log V! - 3Nlog 2 de donde

Zy

Zy

L og

TS | —log N —log Z°

H=-(logZ, -logZ,_, +logN!-log(N -1)!...)

QOjo con esto|
observar que se puede escribj
I _ LJ. expl AU DIexpl UG g™ Didg™
12y ! Ic\|7[ BUGN))dg™
=4[ <exp(-BUG".q"")) >v1 dgx
Estudiamos el termino log
ZNE =1)=2Zy
Z\(§ = 0) = VZy.1|donde V' viene de la integracion sobre |
Entonces
In Zy(g=1) v 1 5 >
log T = log Zie T logV = log V+_|'0 (.L;logZ\ d¢

Entonces \




Aqui interaccidn son la que
se borra

Ly S J.cxp(—/ib"\(g))[z/\z u(l’lj) ]d/w.“

— QlogZv _ ——\ll _[_[1,1(1‘13)[1“’(1'1,1‘3) dridr Donde aplicamos
. S la técnica usual
=L | u(mg?,0) dr

De donde

o oeoid L [ ue @ Odrde
Lo —logpr’ + J'UJ'U w0, )l

Si tuviesemos una ecuacion para g(r,{)

Scattering

Sea un muestra de fluido que se irradia con radiacion de
vector de onda k; .

Sea hw'2mtal que el scattering sea cuasielastico

Sea k, el vector de onda saliente
Dadas las condiciones podemos asumir que

ki = [k .
Sea el momento transferido k = k; l/ unica

La onda dispersada por una particula j en la direccion k
esta dada por (k) que depende de las caracteristicas de
la particula y que no interesa aqui.

Sumamos contribuciones debidas a diferentes particulas 1




Scattering

yj que se encuentran en ry y r;

a(k) = aj(k)exp[—ik « (r; —r1)] |

Entonces para calcular la intensidad debido a la interaccion
con N particulas

10 = (|Z 0] ) = {|artk) Zewpl-ik - ;- 1)
I(k) = \m(k)\z<226xp[—ik NG, —/‘,)]>

Llamando Zo(k) = Na1(k)|*

Scattering

1(k) = @ Icﬁvcﬁv’ exp(—ik(x — ,\"))<Z Z S(x 77‘/)()‘(x'77‘,)>
] e
Se separan los terminos con i = j de la suma y se obtiene
1K) = %jaxw
I“AS\—!() J. dxdr exp(=ikr) pa(r)

Que resulta

I(k) = Iu(k){] +p! Iclr exp(fikl‘)p:(r)}

Vemos que aparece la transformada de Fourier de la

funcion de correlacion de 2 cuerpos!!!




