Liquidos_2

Calculo del potencial quimico u

Uxi,yp....) = Z:</~:\ Cu(ryy) + ZN(/_(\ u(ry)

Si{ = 1 la particula 1 interactua en un pie de igualdad con
el resto del sistema

Si ¢ = 0 la particula 1 no interactua

Tomamos en cuenta ahora que y = %)’?/' entonces
f=AW,V,T) = AN-1,V,T)

11 _
Qu =EFZN =e#

Escribimos —+- = log Zy — logN! —3Nlog / de donde

K AN
T = loe 7,

observar uede escribir
v _ 1 J‘ expl-BUGG W expl-pUq g )ldg"
1 -

e | exot-ptig™ g™

—logN —logA*
|

=+ [ < exp(=BUGY.¢" ")) >v 1 g

Estudiamos el termino log -~

Como los indices
Zy(¢ =1) = Zy son mudos

> u(ay. )

I<isN-1

Zy({ = 0) = VZy., donde IV viene de la integracion sobre 1

Entonces
Zng=1)
Z\(G=0)

+logV = logV + L]J L logZy df

Hay una derivada

log%‘] = log

L = L [Jexp(-BUNO[ T, l’(r‘lj)]drn---‘

a¢

SlogZ,
= S = _+“J’J’l/("ll)p(l)("ls"l) drdr

= —% I u(r)gr, ) dr
De donde

o oa o+ L2 11 ue® (o OV
L = logprt+ £ j”j“ w( )@, O)drde

Si tuviesemos una ecuacion para g(r,¢) ...




La ecuacion para g(r,¢) ‘
Seala p(1,2,...,n;$)
P12, m8) = == [ [exp[-BU)] drm....dry—2

N-m)! G)

Calculamos la variacion de p(1,2,...,n;{) con ¢
[+ (:T _[ . I exp[—BU)]dr ... dry ) ] +

T (£ 2)(- J,exp[—/w@)]dr,,.l...()Y\)]

op) vt

a) primero estudiamos el termino del primer parentesis\
(— [of exp[fﬁU(C)]dr”.|...z/r\) =
= ..j%exp[fﬁb’(g)]dm.1...://‘\

recordando que
Ui yne.) = 30, Culr) + 2, o 1)

entonces ¢ solo aparece ligado a terminos del tipo u(r);) derivando
=|.[-p exp[fﬂL’(g)}(ZN{\ u(rl,))t,lr,”l...clr\
tomando un termino tipico para integrar
= Lj...jcxp[—[iU(C)]u(/'],)a'r,,.|.,.L/r\ " (falta la sumat)

(N—n)!

b)Si ahora estudiamos: (factor que multiplica a la integral en la segunda eq.)

(f—ﬁ) = (//—i) J...Iexp[—ﬁb’(g)}(zz</<\ 11(7‘1,))d7‘1...clr\

= (,—”) g [ JeXPl-BUD] ury) dry.dry

Factor que multiplicaba a todo

Este termino estAplicado por

T (e [ AU ) = 5
/ (donde el /%proviene del /L (para poder construir la p)/)'

[ luego el segundo termino toma la forma

‘ = //_;\[ZJ\‘K\ I .. Iexp[—/fU(Lf)]u(r )dry...dry ]p('”

/ Reuniendo los dos terminos queda

(el orden de los términos esta invertido!)

op™ _ p» expl—BUE a1 Vdlr ... dr
TG = o %j...jtxp[—ﬁug)]u(z J)dry. . .dry

- %’7 Z J. . J. exp[-BU) Ju(rj)dr . .dry —‘

. . it%uales
Observar que las integrales son esencialmente pero con
distinto numero de variables de integracion

Para el primer termino tenemos

L[, - Jexpl-BUONutrydr .. dry ] =




%[Zkri\ J . jexp[—ﬁ U Julryy)dry .. .dry ] =

(seleccionando uno de los (N-1) términos equivalentes)

= LoV = D[ ... [exp[-BUOu(r2)dr1...dry ]

1

LoV = D[ [utri)dridr [.... [ exp[-BUQ)drs. . dry ]

= ’7(\ l)[_”11(1‘13)dr1d/‘3p(3"6]

= /’f H u(ri2)drdrap®
Expresamos en términos de g(r)

= ”fl\—l’” u(r)drg® (r,$)anr? = p“”%” u(r)g(r, O)dnr’dr

p? 9

Ahora resolvemos el sequndo termino

AY e . . .
i [ka j...jexp[fﬁL(g)]u(/ )drnt. .. dr \]
observar que aparece la suma sobre j > 2 y las variables
de integracion son dr,, .dryy tenemos un u(r;) 0 sea que
la variable 1 "relacionada" con laj la cual a veces se
integra y otras no!.

Separamos en dos partes

)2<j<n=
j no aparece entre las variables de integracion

[7;3 P u(m,)(j o [ eXpl=BUD drair.. .l /(‘T)] =

= —Bp" X, 1) z,

F2 10

Para los otros términos
iyn+1<j<N=japarece en las variables de integracion
[—ﬂ > o (I [ exp[~BUNutr))dr .. .dr ﬁ) ] =
como tenemos (N — n) integrales iguales

= [fﬁc\’ =m) [ e [ Jexpl-BUOdra. . dryvos
= I:—ﬁ(:\"— n)f/_ - 1/(1'1/)6//‘m|—“:!”)! P(”’”—U?W :|
- |:7/j J./?m 1 L[(I‘|,)(II‘,,V ]p("‘ Y :I

Con j=n+1

=B [ultyy)dr,, 0™

j=n+1

Finalmente reuniendo todo {

|

Finalmente reuniendo todo
KT = 22 [ [uGro)drdrp®(1,2.0)
,pm Z:/\/\/” “(,‘”)

) .
('sacando P factor comiin)

Podemos escribir entonces

Ologp(1,....n,{) MRV, v
krT = TIJM(/ 1)dridrap®(1,2,8)
—[521/(/'”)
2<j<n

(L., n+ 1,0)
2O, m0)

-

u(r y)dr i1
j=n+1

t
dlogp™ 1 ap™

- Ojo con los B 12
9¢ o 9




Entonces nos aparece un jerarquia !

Ahora realizamos laintegracion sobre ¢

tomamos en cuenta (el limite inferior es 2=0)

PO(1,2,...,m0) ={7 = [ Jexp[-BU(0)] drper..dryte

el termino Z,(0) = VZ\.7, luego

L J’J.k\p BUNA iy oy [(Nili(niml}
=mt ¥ j IL\)) [-BUx-11drs. (-3

= p pi )(ra..ry) [

p(1,2,...,n;0) =

Para el termino de la izquierda

ka%logp“’(L ..... ) =KTlog p”(1......0)§ =

=kTlog o (,.....,n;{) —KT log o™ (4,....n,0) =
| —

Reemplazando por el valor calculado en 13

=KTlog p" (L.....,n;{) =KT log o~ KT log o (1., 1,)

(N-2)! N (NS 1
Para construir un Z, jnecesito — (N_1i—(n_1y  (N-mi_ (N-D___
Integrando sobre { el resto
Como log p® =2log p+logg?
De la integracién del termino a izquierda
9 q Resulta se anula con los dos primeros

m.8) = kTlog p + kTlog pv Y, (2. ..rv)
L S dr @ (1.2
+ W J._“‘“ u(ri2)dridrap®(1,2,08)

- Z u(ry;)

2j<n

kTlog p™(1,...

o o GO, e+ 1L,E)
- J.” J‘() ll(/‘l(m I))lh'm 1 =

p(1,...,nC)

Asi que tenemos la forma general y lo llevamos a p®
de paso escribimos todo en terminos de g

términos en el lado derecho de
la pagina anterior

kTlogg®(1,2,¢) = —Lu(r 12)
~pj0 I u(rys)dr
+pj L)u(/ 13)dr3g® (1,3 f)d(

d¢

—kTlogg™(1,2,{) = Culrin) +p »

>(3) 3, 5 g
[ty (&g(félzz = gw(l,s,g))

drsd¢

16




El unico modo de salir de esto es encontrar una
aproximacion razonable a g*¥(1,2,3,{) en terminos de
g®(1,2,0)

Una aproximacion util es la siguiente . Sea :
2™(1,2,..) = exp(—pw(1,2,...)) ‘
El sentido de esto se hace claro si recordamos que

(1,2 - N! j---ICXP(*ﬁb)dr,,,1,,,,1,‘\
erB) T w o 7

entonces

, " " exp(=pU)dru...dry
log(g(1,2,..)) =1<>g(AV7(V{’H),J ! — )

tomando el gradiente respecto de la posicion de una de las
particulas . Definimos

a) V;[log(g™(1,2,..)] = BV;[w™(1,2,..)]
Calculamos

. I...juxp( BUYr 1.y
b) Vlog(+r 24— o) =

N (N-m)! 7

J,,Ic\))( POV, Uldrasdry
=V;log |.. —-BU)drp1..dry = —f—————— =
! OE'[ _[exp( AL f _[_[ exp(~BUdr 1 .dr -

podemos escribir

18

J'J‘ exp(-BUIY, Uldr i 1.dlr

—Vilw®(1,2,..)] j=1,23,...n

J_[ exp(—BUdr 1 dr

O sea que -V;[w(1,2,..)] es el promedio de V;U (la
fuerza sobre la particula j para ciertos valores de ry...7y )
promediado sobre las configuraciones de las n+ 1...N
particulas

Luego definimos f; = -V, w que es la fuerza media
actuando sobre la particulas j y w el potencial de campo
medio.

Para w®(r,) es el potencial entre las particulas 1y 2
promediado sobre las particulas 3...N

En particular para el caso de discos duros la interaccion no
tendra una parte atractiva, pero w® si tendra un termino
atractivo.

I

/ T~

apantallamiento

20




En particular si tengo una g@ (r) de la forma usual

9@ (1)

/\

N

Para esferas duras a partir de datos de experimentos numéricos
Se obtiene

w(r)
21 P

S — : —— : — :
W J

r ) 1 Suponemos ahora que

3 - _—t

3 g w3(1,2,3) = w@(1,2) + w(1,3) + w(2,3)

T ) o sea que w3(1,2,3) es aditivo.

1
. Wy De esta forma como g (1,2,..) = exp(—pw™(1,2,...)) =
s

L distancia de contacto.
2 L | I | L Nl s 1 T PR I B

0 02 04 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2
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£9(1,2,3) = g@(1,2)g%(1,3)g®(2,3)

Esto se llama la "aproximacion de superposicion”

Reemplazando en la ecuacion
—kTlogg™@(1,2,) = Cu(ry) +
—g<3)([,3,§))clr3d§

se obtiene
—kTlogg@(1,2,&) = Cu(rn) +

p [ Ju(ri3)g(1,3,0)(g(2.3.0) = 1drsd¢
Esta es la ecuacion integral de Kirkwood para g. Se
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En suma, los resultados de experimentos numéricos

indican que la aproximacion de superposicion es muy buena

tanto para esferas duras como para sistemas de Lennard-Jones

29

Teoria de perturbaciones estadistico mecanicas (?!)

Se la energia potencial de un sistema de interes U, se

expresa como:

Donde U, es un potencial de referencia (sistema para el
cual se conoce la termodinamica) y lo necesario para
describir el sistema de interes es U},

Entonces la Zy se escribe como
T j...jcxp[—/j(w,+ UDIdri...dry

30

Multiplicando y dividiendo...

[...[exp[-BCUS + UNdr...dry

Zy = |...| exp[-BUSdr:...dry
[ Jespl-pusiar..a [ Texp[-pUsIdr..dry
/

N

El cociente de la derecha es un valor medio sobre el
sistema de referencia

Zy = Z'{(exp[fﬁl/l\]%

Supongamos (como corresponde) que U9 > Ul y que
ademas es pequefio, entonces expandimos la exponencial
y obtenemos

(expl-BULD, = 1= BULY, + By, ..

Si pensamos en 4

z
i log(m’!i\“ )

Z(l
l()g( . ) + l()g(cxp[—[ib{])n

N2
= —f4o — pA

Donde-{ Ay = —kTlog(exp[-BU\]), ‘

como vimos B>

(exp[=BUND), = 1= BUNY, + Sr((UN*)y =

32




Por otro lado, expresemos A; como una serie de potencias en p

A=y

demodo que 41 = w) — =25+ 57 —

o sea
exp(—fd,) = c\p(z {;’ (- [w

expandimos las exponenciales en el termino de la derecha
en potencias de 8

exp(D” %(—ﬁ)-") = exp(w (-f) -exp(%(—ﬂ):) “..
n=1

= [1 o1+ Loip - Loip ]
M-wp?+Lolpt ] L.

Tomando en cuenta que habiamos calculado

exp(-p) = B,

k=0

Comparando terminos en f3 se obtiene
| = <(UI\)>U
205 = ~((UY)?), + (UL,

elc...

(para @3, %w%ﬁz - = ﬁz((b"\)z)‘)ﬂ)

34

De donde

A=A+ w1 - 7kT +0(p?)

Si U} = Y v; se calcula facil o,

(W, = 2L v meotridrn

35

Ecuacion de Van der Waals
Sea
Zy = ZUexp[-BUNTY, = Z¥exp[l = BULY ] = Z8 exp[-B(UL),]
con

@LAULD, = 1= KL, + B, -

(W), = Z5 [vemgormdry

con go(r12) = gus(r12), definido por (esferas duras con
p—0)

gns(rp) =0sir<o
gnsrn) =1sir>o

(aproximacién de orden 0)

luego
(W), = 22p?V [ v()dr = ~aNp
donde v(r12) = v,(ri2) = vis(r12) = —ZITJ'v(r)dr

o

Entonces Zy = Z\ exp(faNp)




Luego

I _ olog 2V _ap® _p" _ ap?
kT oV kT kT kT

Finalmente teniendo en cuenta que el Z\” involucra una
integral configuracional sobre el espacio accesible la
aproximamos por

2V = (V= Nb)N = logZy’ = Nlog(V — Nb)

2o’

conb =

Entonces derivando y reemplazando

37

P N _ upl
kT — (V=Nb) kT
_ p_ ap’
T (1-pb) kT

Que es Van der Waals

38
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