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Problema 1

a)

b)

c)
d)

g)

h)

Calcular log Zg¢ para un sistema de bosones de espin s, en d dimensiones y con una relacién entre la
energia y el impulso €(p) = ap™, donde a y n son mayores que cero 'y d > 1. (Por analogia con el caso

usual, conviene definir una longitud térmica \, proporcional a 3'/".)
Encontrar la relacion entre la energia mediay PV'.
Encontrar la ecuacion que define z en términosde N, V' y T'.

Encontrar la condicién que deben cumplir n y d para que sea posible tener condensado para valores no
nulos de la temperatura y el volumen por particula, v = V/N, en el limite termodindmico. (Ayuda:
observar que para un nimero muy grande pero finito de particulas, la poblacién del nivel fundamental
sélo es apreciable si 1 — z es de orden 1/N, digamos 1 — z = 1/(Nf), de modo que la fraccion de
particulas en el fundamental es z/[(1 — z) N| ~ f. A partir de ahi, reescribir la ecuacién del item anterior
como una ecuacién para v/\¢ y analizar en qué casos, cuando N — oo, la hipétesis 1 — z = 1/(N f) es
compatible con un valor no nulo de v/\¢. Tener en cuenta que las funciones g, (z) divergen cuando z — 1
siv<1)

¢ Puede haber condensado en el limite termodindmico para un gas bidimensional con € = p*/2m?

Asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado, ;cudl es el valor critico del

pardmetro v/\%?

Asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado, encontrar, en el limite termodina-
mico, la fraccién de particulas en el nivel fundamental: i) como funcién del pardmetro v/\%, ii) como

funcién de la temperatura, asumiendo v constante, iii) como funcion de v, asumiendo 7' constante.

En 3 dimensiones y para ¢ = p?/2m
§95/2(2) _ 993/2(2) v (1)
Cy 4 g32(2) 491/2(2)’ A3 A3/ crit
kN 15 v v v
7w 9s2); 3 < (58

Encontrar la generalizacion de estas ecuaciones para bosones en d dimensiones y con € = ap”, asumiendo

que se estd en un caso en donde puede haber condensado.



= Solucioén. (a) La funcién de particion en el gran canénico para un gas de bosones de espin s es

log Zgc = —(2s+ 1) Z log (1 — ze P%")

1

Por simplicidad tomaremos s = 0, el caso general se obtiene luego trivialmente. Al pasar de sumas a

integrales hay que conservar aparte el término del nivel fundamental,

log Zgc = —log(1 — 2) — % /ddp log (1 — ze‘ﬁ‘”’") :

/ddp% /de/dppdl.

Como nada depende de la direccion del impulso,

/de/ dppdil — Qd/ dppdil.
0 0

Haciendo el cambio de variables x = Sap”, queda

En coordenadas esféricas es

Luego,

Q
logZGC:—log(l—z)—n( d V

W W/(; dx l’d/n_l log (]_ — ze_x) .

El procedimiento habitual en este punto es integrar por partes,

= 00 0 d/n
_/0 de %" Mog (1 - ze™") = — %xd/” log (1 — ze™®) . T %/0 dz Z*iw 1

Para evaluar el primer término en © — oo, donde el limite requiere algin cuidado, se usa que para x > 1

T

log (1 — ze_x) ~ —ze ”.

Luego, cuando = — o0, %™ log (1 — ze™®) — 0. Asi,

Qd 174 00 xd/n
log Zao = —log(1 — 2) 4 —2 2 [ gp X
0g ZGc Og( Z) + d(ﬁa)d/n hd/o X P T |

Las funciones g, se definen como

1 0 qul
W(2) = d :
9v(2) ['(v) /0 “ e 1

Qr(¢+1) v
“aay Y

Finalmente, entonces,

log Zgc = —log(l — 2) +



Recordando que

d/2
Qd = 271——7
I'(d/2)

y usando que xI'(x) = I'(z + 1), resulta

QL (f+1) v _ a2\
d(Ba)dm hd — \ afhn '

Lo que multiplica a V' tiene unidades 1/volumen, y es lo que en este problema hace las veces de longitud de

d
- /2 ’

onda térmica™ ¢,
Cuando o = 1/2m, n = 2y d = 3 se recupera el resultado usual,

; ﬁhQ 3/2
A° = .
<27Tm>

En definitiva, la funcién de particion se escribe de una manera muy simple:

v
log Zgc = —log(1l — 2) + Y gui1(2),

donde v = d/n. Aqui lo importante es recordar que A\¥ < 3”. El logaritmo de la funcién de particién es igual
a SPV. Dividiendo por N obtenemos
1 v

BPv = N log(1—z) + X Gui1(2). (1)
Es natural preguntarse si tiene algiin sentido conservar el término asociado al nivel fundamental, teniendo
en cuenta que estd multiplicado por 1/N, y que en dltima instancia uno va a tomar N — oc. Si z pudiese
acercarse mucho a 1, de manera de contrarrestar el factor 1/N, el término del fundamental podria cobrar
importancia. Por ejemplo, si fuera posible tener z ~ 1 — e~V quedaria

1
—Nlog(l —z)~ 1.

Como estamos escribiendo cantidades intensivas, un nimero de orden 1 no es despreciable.

Para saber qué tanto puede acercarse z a 1 y cudnto puede llegar a pesar el término del fundamental en la
ecuacion para la presion, hay que estudiar los nimeros de ocupacién. Cada nivel con energia € tiene un de

nimero de ocupacién dado por




Estos nimeros tienen que ser mayores que cero. Por lo tanto el maximo valor de la fugacidad estd limitado

por el minimo valor de la energia,
z < ePemin,

Cuando la energia es ap”, y p puede tomar el valor 0, la fugacidad tiene que ser menor que 1. La fugacidad
tampoco puede acercarse arbitrariamente al valor 1, porque en algiin momento el nimero de particulas en el
nivel fundamental, al no estar acotado como los otros, sobrepasaria el valor N. Esto impone una nueva cota
al maximo valor de 2. La fugacidad no puede sobrepasar el valor de z que hace que todas las particulas estén

en el fundamental,

Ve
lo que implica
N
Zmax = N1

Debe ser entonces z < 2.« < 1. (Esto acota al valor de z, pero no necesariamente dice que z pueda tomar
el valor zy,y.) Cuando N >> 1, zpax >~ 1 — 1/N. Para este valor de z obtendriamos la mdxima contribucién
del nivel fundamental a la presién en la ec. @), a saber

—% log(1 — zmax) = %log N.
Cuando N >> 1 esta cantidad se vuelve despreciable, puesto que N~'log N — 0 cuando N — oo. La
conclusion, entonces, es que en la ecuacién para la presion el término del fundamental puede omitirse,
quedando simplemente

1
ﬁp = E gu-l-l(z)‘

(b) La energia media es

0log Zgc _2 dV vV

U= — 53 35 log(l—z)—l—%ﬁ g”H(Z):EVg”H(Z)'

Esté claro que aqui no es que hallamos omitido el nivel fundamental, sino que la derivada respecto de 3 del
término log(1 — z) es cero, porque no hay nada alli que dependa de (. Por otro lado, es mds o menos obvio
que el fundamental no contribuye a la energia, ya que la energia del fundamental es cero. De haber tenido

una energia €,,;,, hubiéramos obtenido

€min vV

= g =1 1 gy #on(?)

que tiene una interpretacion evidente: el primer término es la energia del fundamental multiplicada por el
numero de particulas en el fundamental. Pero volviendo al caso €,,;, = 0 y comparando con la ecuacién para

la presion se obtiene

U=vPV.



Esta relacién es la misma que vale para el gas ideal cldsico y para el gas de fermiones.

(c) El nimero medio de particulas es

dlog Zae z
5 _

N= 0z 1_Z—|—Fz&gy+1(z).

Es facil demostrar que las funciones g, satisfacen

29,(2) = gv-1(2).

Luego,

z Vv

N = + X gu(2). 2)

1—2

Esta ecuacion determina z en funciéon de N, V y T.

(d) La cuestion ahora es si debe conservarse o no el término del nivel fundamental en la ec. (2)) cuando
N — 00,V — 0oy V/N = v. En otras palabras, la pregunta es si existe algin régimen en el cual la fraccién

de particulas en el estado fundamental no se anule en el limite termodindmico. Esta fraccion es

NO 1 z

N NI1—2z

Cuando N > 1, a menos que z tome un valor muy cercano a 1 la fraccion serd despreciable. Por lo que vimos
antes, sabemos que el valor maximo de z cuando N > 1 es zy. = 1 — 1/N. La cuestion se traduce en si es
posible alcanzar esos valores de z para temperaturas distintas de cero y densidades finitas. Es mds o menos
intuitivo que si uno baja la temperatura, mds particulas empiezan a poblar los niveles de menor energia. ;Es
posible bajar tanto la temperatura, sin llegar al cero absoluto, de forma que z se aproxime a 1 a una distancia
del orden de 1/N?
Supongamos que si, que N > 1 y que hay una fraccion no despreciable de particulas en el nivel
fundamental. Digamos
No
N
Podriamos decir f = 1/2, 0 f = 1/100, 0 f = 1/1000. La idea es que no sea f = 10723, Esa fraccion se
obtiene si z =1 — 1/(N f). En efecto

= f.

1 1-1/Nf

Nica-uynp VNS

Entonces, dividiendo por N, la ec. @) que da N en términos de z se lee como

L= f+ 5590 NJ).



Habiendo supuesto un valor de z tal que la fraccion de particulas en el fundamental es f, la expresion anterior
puede pensarse como una ecuacién para v/\%. El valor de v/\? que hace que la fraccién de particulas en el

fundamental sea f es

v 1—f

AL g (L=1/Nf)
Debido a que \? = ¢/3” resulta

v C(]' B f)
ANy

La constante de proporcionalidad es

a’h?
c=—75. 3)

kv rd/2
Mientras la temperatura y el volumen por particula determinados por estas ecuaciones no sean cero, en
principio es posible poblar el fundamental con una fraccién f de las particulas. Aqui es donde entra el limite
termodindmico. Una vez fijada la fraccién f, si N — oo, manteniendo constante y finito el valor de v, el
valor del producto vT" necesario para tener una fraccién f de particulas en el nivel fundamental es

. —1 . —1
oI =c(l= )l [ (=N =c(l= Hlim  [a(e)]

z—1~

Si g,(z) tiene un limite finito cuando z — 17, entonces la ecuacién anterior da un valor distinto de cero y

realizable para el producto v7",

orv = =) )

9.(1)

Pero si g,(z) tiende a infinito para = — 17, entonces en el limite termodindmico serd imposible tener una
fraccion f no despreciable de particulas en el nivel fundamental, ya que implicaria vT" = 0. Esto proporciona
el criterio para decir si es 0 no es posible tener condensado a temperaturas y densidades finitas. Las funciones

g, divergenen z — 17 siv < 1. Si v > 1 tienen un limite finito, dado por la funcién zeta de Riemann,

g, (1) =((v), v>1.

Por lo tanto, para las condiciones del problema, si v > 1 podrd haber condensado y si v < 1 no podra haberlo.
Si v > 1, el valor maximo del producto vI" para el que existe condensado se obtiene cuando f — 0. Esa es

la condicion critica

T =

g,(1)

En tres dimensiones y para particulas con € = p*/2m resulta

UT3/2:< B2 >3/2 1
2mmk g3/2(1)




Para tener una idea de las temperatura criticas, consideremos He* cerca del cero absoluto. Su densidad ronda
los 0.14 g cm™3; su masa es de alrededor de 4 unidades atémicas, m ~ 6.65 x 10724 g. Para estos valores
resulta 7" ~ 3 K.

A veces ayuda pensar la condicion critica como la condicion que sefiala cudl es el maximo nimero de
particulas que puede haber en los niveles con p # 0. Como las funciones g, (z) son crecientes en el intervalo
entre 0 y 1, pero acotadas si v > 1, si se fija el valor de V/\%, los niveles con p # 0 no pueden contener un
ndmero arbitrariamente grande de particulas, sino que este nimero estd acotado por Ny = (V/A9) g, (1).

Cuando el nimero de particulas en el sistema es igual a V.., se obtiene la condicién critica:

v
Una vez sobrepasado este valor de IV, las particulas en exceso van a parar al nivel fundamental. Es facil
formarse una imagen mental de esto en términos de un vaso que se llena y se desborda. En el item (f)

reobtendremos la condicion critica siguiendo un método mds grafico para representar la ec. (2)).

Para terminar, indiquemos la modificacion que significaria una degeneracion de espin .S = 2s+ 1. El nimero

de particulas estd dado por

Ve
1—2 )\dgyz

N=S

Esto se reduce al caso s = 0 definiendo Ng = N/S. El andlisis cualitativo acerca de la posibilidad de tener
condensado no cambia. El condensado se reparte por igual entre los S niveles con p = 0. La fraccion de

particulas en el condensado es

NO - 1 Sz
N N1-2z2
La ec. (@) debe reescribirse como
1 _
o, =)
Sg,(1)
Por otro lado, la condicién critica pasa a ser
c
vV = )
Sg,(1)

Al tener la posibilidad de acomodar mas particulas para cada valor del impulso, el punto que marca el inicio

del condensado se desplaza hacia valores menores de la temperatura y del volumen por particula.

(e) Para el gas bidimensional de particulas con € = p?/2m la ec. es

z A

+ 15 91(2).

N —
1—2 A2




En este caso v = 1, de manera que en el limite termodindmico la poblacién del nivel fundamental nunca
representa una fraccidn apreciable del total de particulas. Sin embargo, se trata de un caso con matices: el
parametro v1’ capaz de producir una fraccién apreciable de particulas en el nivel fundamental es cero en el
limite termodindmico, pero la forma en que se aproxima a cero cuando N — oo es extremadamente lenta.

La funcién g, es una de las pocas que puede escribirse en términos de funciones elementales,

1 > 1 > ze™® a |®

Como antes, supongamos que en el nivel fundamental hay una fraccién f, apreciable, del total de particulas.

Deberian demostrar que, siguiendo los pasos del item anterior, eso es posible si

R (1-f)

R y— R log N f’

donde a es el drea por particula. Para f de orden 1,

h2

T~————.
“ 2mmk log N

Es cierto que log /V tiende a infinito para N — oo y que entonces a1 — 0. Pero, ;cudnto puede valer NV
realmente en la practica? Si la Tierra estuviera hecha de dtomos de He* habria alrededor de 10°° particulas.
(Cudnto es el logaritmo de 10°°? Respuesta: un mero 100. Se ve entonces que es muy dificil huir de los
efectos de tamafio finito en sistemas de 2 dimensiones. Si fuera posible realizar en el laboratorio uno de estos
experimentos, se observaria una fraccioén apreciable de particulas en el fundamental para temperaturas del
orden de 1/10 a 1/100 veces la temperatura de los sistemas tridimensionales. Quien puede enfriar algo a
3 K también puede enfriarlo a 0.3 K. Con un limite termodindmico tan lejos de las situaciones realizables,
no se observarian discontinuidades ni cambios abruptos en las derivadas de las funciones termodindmicas.
Respecto al caso tridimensional, todo seria mds suave. No se observaria una verdadera transicion de fase,

pero eso no impediria la formacién del condensado.

(f) y (g) En el ftem (d) calculamos el maximo valor del producto v/\? para el que hay condensado. La légica
fue la siguiente: asumimos que habia una fraccién f de particulas en el nivel fundamental y vimos que en tal

caso valia

v_ (-1

A4 g.(1)
en el limite termodindmico y siempre que v fuera mayor que 1. Cuanto menor es la fraccién de particulas en
el condensado, mayor es v/ A\ es decir, estamos en una situacién mads facil de realizar experimentalmente.

El valor critico se obtiene cuando f — 0,




Para valores mayores del producto v/\¢ no hay condensado. A medida que v/\? disminuye desde el valor
critico, la fraccién f aumenta desde 0, y se hace 1 cuando v/A? = 0. En el caso ordinario del gas en tres

dimensiones y energfa p?/2m, la relacion entre v y A* que define la curva critica es
v 1

N ga(1)
El plano v\? queda dividido en dos zonas, como muestra la figura de la izquierda. Las curvas con f constante

en la region del condensado son rectas, como muestra la figura de la derecha.

/\3
. A =0 1
aqui hay condensado pte 93/2( )
.
i id
Il L7
S g
///
oy
e
e aqui no hay condensado
////
v v

En el plano v7" las curvas de f constante en la zona del condensado dejan de ser rectas, pero es mas facil de

leer lo que estd pasando. Abajo se muestra el caso v = 1, que es representativo de los todos los otros.

T

Por encima de la curva de trazos no hay condensado. Esa seria la region de baja densidad (es decir, v grande)
y alta temperatura. Por debajo de la curva critica hay condensado. Cada fraccion f de particulas en el

condensado define una curva en el plano v7’,

=p)”

To)= { vg, (1)



En la figura se grafican las curvas para f = 1/8,1/4y 1/2. En el limite en que f — 1, lo que se obtiene son
el par de semiejes correspondientes a 7' = 0 y v = (. Hasta aqui llega el razonamiento que seguimos en los

iftems anteriores.

De manera alternativa, la condicion critica y su relacion con el limite termodindmico pueden encontrarse

resolviendo graficamente la ec. (2)),

z Vv

N:1—Z+ng(2)’

donde v = d/n. Esta es una ecuacién para z. Debido a que se va a tomar el limite termodindmico, conviene

dividir por N e introducir la cantidad intensiva v = V//N. Reacomodando un poco los términos queda

)\d_/\d z
v N1—2z

+ gu(2). &)

Es evidente que al tomar N — oo la contribucién del nivel fundamental tiende a cero, a menos que 1 — 2
tienda al mismo tiempo a un valor del orden de 1/N.
La solucién grafica de la ec. (5)) se obtiene buscando la interseccién de la cota de nivel A\ /v con el grafico

de la funcion

A2

F(z) =

N1-z *ou(z).

La figura siguiente muestra tres elecciones de A% /v y las tres soluciones para la fugacidad.

A medida que N aumenta, la contribucién del término proporcional a z/(1 — z) en la ec. (3) se hace cada
vez mds pequefia. La figura de abajo muestra lo que pasa para el caso v = 3/2. La curva azul es la funcién
(A/N) z/(1 — 2), la curva de trazos es la funcién g, (2) y la curva roja es la suma de las dos, F'(z). En linea

de trazos horizontal estd el valor de g5/5(1). Se ha elegido A = 1.

10



4
N =10?
3 3
g3/2(1)
2 2
1 1
0.0 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
z
4 4
N =103 N =10*
3 3
2 2
1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z z

Para N = 100 todavia es posible distinguir cada funcién por separado. Pero cuando N = 1000 ya es dificil
distinguir en los graficos la curva roja de la curva de trazos, y la curva azul es practicamente un dngulo recto.
Ocurre que cuando N > 1 pero finito, la funcién z/(1 — z) s6lo es apreciablemente distinta de cero cuando
1 — z es de orden 1/N. Durante casi todo el intervalo de variacién de z, lo tnico que vemos es la funcion
gv(z). Solo en la inmediata vecindad 1 la otra contribucién es apreciable. En el limite cuando N — oo, la
gréfica de la funcién F(z) tiende a la curva roja que muestra la figura siguiente, que usa de ejemplo el caso
conv = 3/2.

)\d
4 — > gu(l)
3.

gv(1)

¢ !
2 — <g,(1) :
| |

90 (2) S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 [ ITO
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Por mds que no le podamos llamar a eso una funcion, el problema gréfico sigue siendo el mismo: buscar la
interseccion de la cota de nivel A /v con el grafico limite de F'(z) cuando N — oo. Ahora es evidente que hay
dos situaciones completamente distintas. Si A?/v es menor que g, (1), la solucién se encuentra resolviendo
)\d
o 9u(2).
Pero si A?/v es menor que g, (1), la solucién es z = 1. La figura anterior ilustra esos dos casos. El limite

entre una y otra solucién es la condicion critica

)\d
- = gV(1)>

indicada en la figura anterior con la linea horizontal continua.

v

La solucién numérica de la ec. (5)) permite observar la aparicién gradual de la singularidad. Los graficos
que siguen fueron hechos en el Mathematica. Representan la solucién de la ec. (5), z(N, X\, 1/v), para A = 1
y v = 3/2, y donde N hace las veces de un parametro.

1 1 =z

vzﬁl—z

La curva roja es la solucion cuando N — oo. Las curvas azules son para /N entre 10 y 1000. A la derecha se

+g,(2) = 2n (v_l) . 6)

grafica la zona critica en detalle y se muestran los valores de N de cada una de las curvas intermedias.

1.0
1.00
|
0.8 |
! 0.98
|
0.6 !
z ! 2 0.96
I
0.4 I 0.94
|
|
0.2 ! 0.92
]
| 1/v
J
1 4 1.0

93/2(1) ’

Un punto algo delicado en este argumento es qué pasa con el nivel fundamental cuando \¢/v > g¢,(1),
porque si z fuera verdaderamente igual a 1 la fraccion de particulas en el fundamental no estaria bien definida.
Lo que hay que notar es que la solucién graifica de la ec. cuando N > 1y X /v > g,(1) s6lo permite
obtener z dentro de un error de orden 1/N, porque se han despreciado todos los detalles de lo que pasa en el
pequeiio intervalo de ancho 1/N en la vecindad del 1. Que z tenga un error de orden 1/N no afecta en nada a
las funciones que estdn bien definidas cuando z — 17, en especial la propia g, (z). Da lo mismo tener g, (1)
que g,(1 —1/Nf), cuando N >> 1. Pero para la funcién z/(1 — z) es esencial conocer z cerca del 1 con
precision 1/N. El problema tiene una solucién més simple de lo que parece. En la regién cercana a 1, para
N > 1 habria que resolver la ecuacién

1 =z v

= — 1).
N1—2+)\dgy()




El primer término representa la fraccion de particulas en el condensado, y el segundo, la fraccion de particulas
con p # 0. Ahora bien, lo verdaderamente importante no es cudnto vale z en esta region, sino cuanto vale la

fraccion de particulas en el condensado. Es decir, no hay necesidad de despejar z, basta con saber que

1 =z v

En resumen, si \%/v < g,(1), la fraccion de particulas en el condensado es cero. Si \/v > g,(1), la fraccién
de particulas en el condensado estd dada por (7). La figura muestra el comportamiento de Ny /N para distintas

elecciones de la variable de control:

Mo No
N N
1 1
v Td/n
no(’l)) =1- ng/n(l) TL()(T) =1- Y gd/n(l)
A\ v c T
gd/n(l) vgd/n(l)

Recordar que \* = ¢/T%™, donde la constante c fue definida en la ec. . En el primer caso \? estd fijay
la fraccion se considera funcion de v. En el segundo caso, v estd fijo y la fraccion se considera funcién de la

temperatura.

(h) Para calcular el calor especifico en el caso general se parte de la ecuacién para la energia,
%
U= VkTF gy+1(z)7

donde v = d/n. El calor especifico es la derivada de U respecto de 7"a N y V' constantes, de manera que la
fugacidad es una presencia molesta en esta ecuacion. Al derivar respecto de 1" hay que considerar que z es

una funciénde 7', V' 'y N:

oU %4 V., 0z
Cy = (8_T) . =W+ 1k Fgu—i-l(z) + Vk?TF 9y+1(2) (O_T) . : (®)

Para escribir el primer término se usé que A% oc 77, La derivada de z respecto de la temperatura se calcula

diferenciando la ecuacion para /V,

z (%

1=t + 2 0)
- N1—z )\dgyz.

Como regla general, el limite termodindmico siempre tiene que tomarse al final del calculo, aunque uno

estaria tentado de decir que si hay condensado z = 1 y su derivada deberia ser cero. Veremos que eso en

13



verdad ocurre, pero sin saltearnos pasos. Puesto que interesa el caso en que N y V' se mantienen constantes,

derivando la ecuacion anterior respecto de 7' resulta

1 2 v v v

N—z2 + X 9,(2) 2"+ = 5 9 (2),

0= T M

donde 2’ es la derivada de = respecto de 7'a V'y N constantes. Luego, usando que g}, ; = 2! g,, se obtiene

1%

Z_/ _ Tgu(z)

z 4 L ( )
UN (1= 22 1

En términos de la fraccion de particulas en el nivel fundamental,

1 z
f= N1—2
resulta
v
Z_I _ Tgu(z)
z 4

Cuando N >> 1, la fraccién de particulas en el condensado es de orden 1/N, a menos que z difiera de 1
en cantidades también de orden 1/N. Esto quiere decir que el producto N f? es de orden 1/N si no hay

condensado y de orden N si lo hay. Al tomar N — oo, en el primer caso se obtiene

/

z v og,(z)

z T g,1(2)

Esto corresponde a la situacién en que z < 1y no hay condensado. En el otro caso resulta

— =0,
z

que era lo que esperabamos, ya que si hay condensado, en el limite termodindmico es z = 1, independiente-

mente de 7. Entonces, si hay condensado el resultado es bastante simple,

v
Cy=w+1rk ngﬂ(l).

Dividiendo por kN,

Cv

v
N (v+ 1)Vﬁgu+1(1)-

Si z < 1, se obtiene, en cambio,

v o Vogu(2)?
Cy=w+1vk ng+1(z) vk gv-1(2)
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Dividiendo por kN y usando que \¢/v = g,(z), queda

ﬁ:(1/+1)V

gV+1(Z) o 1/2 gu(z)
kN

9.(2) G-1(2)

Se propone como ejercicio calcular la variacidn del calor especifico y de su derivada respecto de 7" a cada

lado de la transicién, z — 1~ y z = 1. Que haya o no discontinuidades dependera del valor de v.

Una nota de prudencia. Aunque pudimos haber usado desde el comienzo que z = 1 en la regién donde hay
condensado, y asi evitarnos calcular alli su derivada, siempre hay que tener el cuidado de calcular primero
las cosas para N > 1y después tomar el limite N — oo. Por ejemplo: una de las primeras observaciones

que hicimos fue que en la expresion para el logaritmo de la funcién de particion,

Vv
Q=—log(l—=z2)+ X Gui1(2),

el término — log(1 — z), asociado al nivel fundamental, nunca daba una contribucién finita en el limite

termodindmico. Pero si, guiados por ese resultado, hubiéramos escrito directamente

v
Q= F Gv+1 (Z )a

luego, al calcular el nimero de particulas como z0€2/0z, nunca hubiéramos recuperado la contribucién del

nivel fundamental, z/(1 — z), y en el camino habrfamos perdido todo indicio del condensado. En lugar de

eso, primero tomamos la derivada de {2 completo, nivel fundamental incluido, estudiamos el caso con N > 1

y recién al final consideramos el limite N — oo. Ese deberia ser el modo de proceder, en general, en todos

los célculos que involucren el limite termodindmico.

Problema 3

Un sistema estd compuesto por N particulas libres. Cada particula puede estar en dos estados, con energias
0y € > 0 respectivamente. Calcule la fraccion de particulas en cada nivel en estos dos casos: 1) las particulas
son distinguibles, ii) las particulas son bosones idénticos. Para NV fijo, graficar las fracciones en funcién de 7',
y viceversa (usar escalas logaritmicas). Demostrar que para 0 < 7', cuando N — oo, la fraccién de bosones
en el nivel fundamental tiende a 1, mientras que en el sistema de particulas distinguibles es una funcién no

nula de 7', independiente de N.

m Solucion. Este problema ilustra la diferencia entre el comportamiento de particulas distinguibles y el de
particulas indistinguibles que siguen la estadistica de Bose—Einstein. Conviene usar el ensamble candnico.
Para las particulas distinguibles, la fraccion de particulas en el estado fundamental es igual a la probabilidad

de que una particula dada esté en el fundamental,

1

ng=-——.
T 14 e b
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Aqui se usé que la probabilidad es proporcional a e=?F, que el nivel fundamental tiene energia 0, y que la
probabilidad total debe sumar 1. Lo mismo se obtendria a través de la funcioén de particion; calculando la
energia y dividiendo por €N se obtendria la fraccion de particulas en el estado excitado. Para los bosones, el
numero de particulas en el fundamental se obtiene promediando la probabilidad de que haya NV, particulas en
el fundamental. Lo que distingue cada estado es inicamente el nimero de particulas en cada nivel de energia.
Aqui si conviene escribir la funcién de particién, usando como variable de la suma el nimero de particulas

en el estado excitado,

N
1 — 6766(N+1)
— —Ben _
ZBE—ZO(B i p—r
n=

Luego, la fraccion de particulas en el fundamental es

1 dlogZ
N 0(—pe)

I
ng=1-

1 1 1 1
[ e deviD T N |t — 1 ghe—1]°

Se han omitido algunos simples pasos algebraicos. Ahora tomemos el limite N — oo. En el caso de las

particulas distinguibles no habia ninguna dependencia en N, asi que la fraccién sigue siendo

1

ng = —1—{—6_56'

Para los bosones, en cambio,
/
ny — 1.

Un ejercicio posible es usar el ensamble gran candnico en lugar del candnico. Para las particulas distinguibles
todos los cdlculos son equivalentes, pero para los bosones hay que encontrar z resolviendo una cuadratica.
Aparecen funciones mds complicadas, pero cuando N > 1 se recuperan los resultados del canénico. Lo

aconsejable es resolver todo en la computadora, como en el problema 2.

Problema 4

Considere un gas ideal de Bose—Einstein cuyas particulas tienen grados de libertad internos. Asuma que s6lo
es necesario tomar en cuenta el primer nivel interno excitado, con energia e por encima del nivel fundamental
de energia &/ = 0. Si la temperatura critica del gas sin grados de libertad internos es 7, muestre que en los
limites en que € > kT y € < kT} la temperatura critica del gas que si tiene grados de libertad internos es,

respectivamente,

T 9e—¢/kTo T 1?3 /3 1 e \M?
S P O 1+ e
To 3¢ (3) To (2) 3¢ (3) (kTo>
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Formulas utiles:
2

gy< ) =24+ i + . iy (e—a) _ F(O:élleV) + Z (_nl')n C(y B n) am.
n=0 ’

21/

m Soluciéon. Como el problema habla de temperaturas criticas, se entiende que en algin momento debe
tomarse el limite termodindmico. Pero mientras eso no sea esencial todas las ecuaciones que escribamos
serdn validas para sistemas con N y V finitos. El logaritmo de la funcién de particién se escribe como la
suma de dos términos, uno correspondiente a las particulas que, respecto del grado de libertad interno, estdn

en el nivel fundamental, y otro correspondiente a las particulas que estén en el nivel excitado:

log Zec = — Zlog{l—zexp< )} Zlog{l—zem{ﬁ(;“ﬂ}

Puede pensarse en términos de dos sistemas de particulas en equilibrio. Todas las funciones termodindmicas

extensivas se escribirdn como la suma de dos contribuciones. En especial, el nimero de particulas sera

VoY et -

eﬁzm—l p 2 lexp [ﬁ(;—m—l-e)]—l.

Los dos sistemas de particulas tienen la misma fugacidad, ocupan el mismo volumen y estdn a la misma
temperatura.

En la prictica, el hecho de que el factor ¢ aparezca multiplicado por z~! permite definir una fugacidad
efectiva, z. = ze %€, para las particulas que estdn en el nivel excitado. De esa manera, si uno conoce el

potencial Q2pg(z, V, B) para el problema usual sin grados de libertad internos, que en este caso seria
QBEZVﬁ ZlOg 1—zeXp ﬁ —>—log(1—z)+Kg5/2()
2m A3

resulta entonces

log Zac = Qsr(2,V, ) + Qse(z., V, B)

= QBE(Zv ‘/75) + QBE (Ze_ﬁ€7 V> ﬁ) :

Para calcular el nimero de particulas, notar que

z2 [QBE (ze_ﬁe, V, 5)] =z,

0
32 _QBE(ZOMﬂ)'

0z,
Si el nimero de particulas del problema sin grados de libertad internos estd dado por la funcién

%

0 z
Npg(2,V, B) = z5-Qpe(2, V. B) = 1 + 15 93/2(2),

ahora sera
N(Z7 V7 5) - NBE(Z> v7 B) + NBE(ZE, V7 5)
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La ecuacion que determina la fugacidad es entonces

z V z V
— - - —Be
il FER T 93/2(2)} ' [eﬁf — sz (27)
El problema no lo pide, pero es instructivo calcular la energia. Para el gas sin grados de libertad internos
quedaria
0
Ugk(z,V,B) = —8—BQBE(27 V. B).

Por otro lado,

0

o o0
0B Qg (277, V, 8)] = _a—;E (ze7P,V, B) + zee™™ —6zBE (ze7 7.V, B)

- UBE(Z67 ‘/7 ﬂ) + GN(Zev ‘/7 ﬂ)
Luego,
U(Z7 V7 B) - UBE(Z7V7 /8) + UBE(ZE7 ‘/76) + GN('ZE7 ‘/75)

El significado de esta ecuacion es obvio.

Si € = 0, el problema de reduce al caso usual, pero hay que tener en cuenta una degeneracion igual a 2.

La ecuacion que determina en ese caso la fugacidad es

z V
N =2 —
1= + b€ g3/2(2)
La condicion critica estd dada por
/\3
— =2 1).
- = 2932(1)

Si se fija la densidad, la temperatura critica es

1

TCIW

T07
donde
h2
2mmk [vgs/2(1)]

es la temperatura critica del gas sin grados de libertad internos.

To = 2/3

Si e > 0 hay que analizar la ecuacién

z Y z V
— —pe
N=l7—+% g3/2(2)1 + LBE — a9 (ze7 7). )
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Debido a que va a interesar tomar el limite termodindmico, asumiremos que N > 1. Una cosa es clara: si no
hay condensado en el nivel fundamental tampoco habra condensado en el nivel con p = 0 pero energia €. Es

decir, si

No 1 z

N NI1—z

es despreciable, también serd despreciable el término

Ng 1 2z
N N ebe— 2

Esto es debido simplemente a que

z _ z
efe—z T 1—2

La pregunta entonces es: ;qué pasa si hay condensado en el nivel fundamental? ;Es necesario retener los dos
términos, Ny y N§? (Puede haber condensado simultineamente en el par de niveles con p = 0?

Si todas las particulas estuvieran en el nivel fundamental con energia 0, deberia ser

N =

1—2’

lo que para 1 < N implica z ~ 1 — 1/N. Esto es lo maximo que se va a acercar z al valor 1. Todos los
numeros de ocupacién son funciones crecientes de z. Analizando lo que ocurre en esta region uno podré
tener una idea del valor mdximo que puede tomar cada término de la ecuacién (9). Supongamos que z esté
en esa region, digamos, z = 1 — 1 /(N f), con f un nimero de orden 1. En tal caso la fraccién de particulas

en el nivel fundamental seria

Ny 11-1/Nf

N N 1/Nf =/

1
:f_N

Por otro lado, la fraccion de particulas en el nivel excitado pero con p = 0 seria

Ng 1 z f
N Nefe—z Nf(efe—1)4+1

Mientras sea € # 0, al hacer N — oo este término siempre sera despreciable frente a los otros en el limite
termodindmico, no importa qué tan pequefio sea e. Esto significa que para estudiar el limite termodindmico

s6lo es necesario retener los siguientes términos de la ec. (9),

z %4

!

Esta ecuacion no difiere cualitativamente de la que se encuentra en el problema del condensado usual. Lo

Unico que importa en este tipo de ecuaciones es que sean de la forma

L LG T),

N —
1—2 A3
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con F' una funcién mondétona creciente de z, tal que F'(0,7') = 0, y con un limite finito para z — 1-,

lim F(z,T)=f(T) < .

z—1—

La condicion critica es entonces
N =vF(1,T).
Para el problema en cuestion es

N = v gya(1) + o2 (%) |. (10)

Antes, cuando no habia grados de libertad internos, la relacién que definia los puntos de transicion resultaba

muy sencilla. La curva de los puntos de transicién en el plano v\?® era simplemente
)\3 = Ugg/g(l).

La ec. (10) sigue definiendo una curva en el plano v\3, pero ya no estd dada por una relacién tan simple
como la anterior. No s6lo hay una exponencial de por medio, sino la funcién g3/2. No podemos esperar
despejar A* o T en funcién de v. El problema pide encontrar la temperatura critica 7,.(v) bajo condiciones
particulares del producto S.e, que hacen posible obtener expresiones aproximadas para la relacién entre v y
T en la transicidn.

Sacando factor comtin g3/,(1) en la ec. la relacion critica es
gs2 (™" Ce)]

AL =vgsp(1) |1+

93/2(1)

El producto \§ = vgs/2(1) es el valor critico del pardmetro A* para el gas sin grados de libertad, de modo que

A2 g3/ (e77)
Ze g4 B2 )
Ao g3/2(1)

El miembro de la derecha es una funcién monétona de e. Los dos casos extremos se obtienen con € — 0y

(1)

€ — 00,

93/2(1) —9 14 93/2(0)

, — 1
g3/2(1) g3/2(1)

1+

Esto acota los posibles valores del cociente A3/\3. En términos de la temperatura critica, serfa

1
WT0<TC<T0.

El enunciado pide considerar los casos € > k1 y € < k'Tj. Pero la desigualdad anterior dice que 7. siempre
va a ser del mismo orden de magnitud que 7y. Es equivalente, por lo tanto, escribir las condiciones del

enunciado en términos de 7., lo que simplifica un poco las cuentas.
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Primer caso: [.c > 1. Fisicamente, esto significa que en la regioén de la transicién los niveles excitados
(respecto del grado de libertad interno) van a estar muy poco poblados. La brecha de energia € va a ser tan alta
respecto de k1" que, practicamente, serd como si el nivel interno excitado no existiera. Es decir, deberiamos
esperar que la temperatura critica fuera aproximadamente igual a la de un gas de particulas sin grados de
libertad internos. Si para v y € fijos la transicion se produce a una temperatura tal que S.c > 1, el argumento
de la funcién g3/, (6*505) es muy cercano a cero. Puesto que ¢,(z) = z + 22/2” + ..., en ese caso vale la

aproximacion
—Bece ~ —Bee
9s/2 (6 ) ~e .

La ecuacién aproximada que relaciona A2 con v en esa region es

3 e—ﬁce
<~ 1+ .
)\8 93/2(1)

En el limite en que ¢ — oo se obtiene \. = A\g y . = (. Si el producto S.e es muy grande pero finito, A,
debe diferir poco de )\y. Como el término proporcional a e~#¢ es una perturbacién, a primer orden el valor
de (3. en el exponente puede reemplazarse por el que se encuentra cuando e es infinito,

67506

)\3
<~ 1+ .
)‘8 93/2(1)

Debido a que \* oc T%/2,

T e—Poec —2/3 e~ Poce
< [1 4+ } ~] — —.
93/2(1) 393/2(1)

Para mis datos, g3/2(1) = ((3/2).

Segundo caso: [S.c < 1. Fisicamente, debido a que ¢ es mucho menor que k7, los dos niveles del grado
de libertad interno tendran mds o menos la misma poblacién. En estas condiciones, en lo que respecta a los
niveles con p # 0, al momento de producirse la transicion es practicamente como si fuera e = 0 y se tratase
de particulas con una degeneracion 2. Es decir, como aproximacién de orden cero deberiamos recuperar el
caso ¢ = 0. Bajo la hipétesis de que (5. < 1, serd e 7€ aproximadamente 1. En tal caso se puede usar el

desarrollo de las funciones g, (e~®) cuando o« — 07

g3/2 (67’506) = 93/2(1) +T (_%) (5c€)1/2 + O(Bce).

Aqui I'(—=1/2) = —2I'(1/2) = —24/7. La ecuacién aproximada que da la relacion entre la densidad y la

temperatura critica es entonces

3 _ 9y . (7606)1/2
)‘c =2 93/2(1> [1 93/2(1) ] :
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Usando el resultado del gas sin grados de libertad,

)‘g = v93/2(1)7

queda
A3 T0.€ 1/2
A—% = [1 — —<93B/2()1) ] : (12)
La aproximacidén de orden cero se obtiene escribiendo € = 0,
A2~ 20
es decir
Be =~ 2%/ Bo.

El orden siguiente en la aproximacion se obtiene reemplazando la aproximacién de orden cero en el segundo
miembro de la ec. (12), donde [3. aparece dentro del término que representa la perturbacién a la ecuacién de

orden cero,

1/2
A2~ 2N3 [1_(7&2/3—&06)] _

93/2(1)

1/2

Conservando términos de hasta orden (5ye)'/* resulta

T. 1 24/3 (1 Bye) 1/
—_—= [l — .
T() 22/3 393/2(1)

Aunque la temperatura critica cuando e — 07, se aproxima a la del gas con degeneracién 2, en otros aspectos
no se recupera el caso ¢ = 0. Distingamos los dos niveles del grado de libertad interno mediante un indice
s, que tome los valores 0 y 1, de modo la energia asociada sea se. Cuando € es estrictamente igual a cero,
para cada valor de p habra el mismo nimero de particulas con s = 0 que con s = 1, ya que el problema
es completamente simétrico respecto de s. En especial, el condensado contendré partes iguales de particulas
en cada nivel del grado de libertad interno. Pero vimos antes que cuando € > 0, por pequefio que sea, en el
limite termodindmico el nivel con p = 0 y s = 1 nunca adquiere una fraccién macroscépica de particulas.
Esto significa que para ¢ — 07 en el condensado sélo habra particulas con s = 0. Sin embargo, respecto
a las particulas con p # 0, las poblaciones con s = 0y s = 1 tienden a igualarse cuando ¢ — 0T, porque

93/2 (ze‘ﬁe) — g3/2(2). Para estos niveles el limite e — 0" equivale al caso con € = 0.

Problema 5

Considere un gas de bosones de espin 1, a temperatura 7' y densidad 1/v. Si se aplica un campo magnético
H, la energia de las particulas adquiere una contribucién —fHmgs, donde s puede tomar los valores —1, 0 y

1. Asumir que H y mg son mayores que cero.
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a) Escribir las energias de los autoestados de las particulas y los correspondientes niimeros de ocupacion,

definiendo fugacidades efectivas z; = exp[f(u + Hmgs)| = ze”.

b) Escribir la ecuacion de estado en forma paramétrica, es decir, 5PV y N como funciones de z y 7.

Tener en cuenta que puede haber una fase condensada. Interpretar los limites + — 0 y x — oo.

c¢) Escribir la ecuaciéon que determina la temperatura de condensacién 7. y resolverla de modo aproximado
en los casos en que z, evaluada en 7, sea mucho mayor que 1 o muy préxima a cero. Las férmulas

dadas en el enunciado del problema anterior también pueden ser ttiles aqui.

m Solucion. (a) Este problema es muy parecido al anterior. El gran potencial se escribe como la suma de tres

contribuciones, una para cada proyeccién del espin,

logZGcz—Zlog{l—z exp -5 (%+e)_ } —Zlog{l—z exp {5%}}
B - p

p

—zpzlog{l—zexp :5 <%—e):},

donde ¢ = Hmy. El primer término corresponde a s = —1, el segundoa s = O y el terceroa s = 1. Si

Q(V, T, z) es el gran potencial de un sistema de bosones, con la misma masa que las particulas originales,

pero sin degeneracion de espin, entonces serd
log Zge = Q (V,T,2e 7)) + Q(V.T,2) + Q (V. T, ze™) .

Todas las funciones termodindmicas extensivas se escribirdn como la suma de tres contribuciones, una para

cada proyeccion del espin y con una fugacidad efectiva z; = ze®**, donde x = fe. En especial,
N(V,T,Z) = N(‘/vTaz—l) +N(‘/7T7ZO) + N(V7Tazl) :

Notar que esto vale porque

22 = (ze%) 0
0z J(zes

~—

(b) El nivel fundamental tiene ahora una energia —e, que, por hipétesis, es menor que cero. Eso implica que
la fugacidad puede tomar los valores 0 < z < e ?¢, donde e #¢ < 1. Si definimos z* = ze”¢, tendremos

0 < z* < 1, como en el caso usual. En términos de z* queda

log Zae = Q (V. T, 2%¢ ™) + Q (V, T, z%¢ ") + Q(V, T, z%).
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Pasando de sumas a integrales pero conservando separadamente los términos con p = 0, la ecuacién de

estado es

1% Vv
BPV = [— log (1 — 2*67256) + " 95/ (z*ewe)] + [— log (1 — 2*6756) + 5 J5/2 (z*e’ﬂe)

oV )
#|-tog(1 =) + o ().
Por otro lado, el nimero de particulas queda definido por

N(V,T,z) =N (V,T,z*¢ )+ N (V,T,z"¢ ") + N (V,T,z")

*

% ,—2f¢ %, —Be
- L i 2*672& + N3 932 (2*6_266)] + [—1 i 2*6*56 + %93/2 (2*6_66):| + L i pon + %93/2 (%)
Cada corchete corresponde a una proyeccion del espin, en el orden —1, 0, y 1. Todos los términos que
aparecen aqui son funciones crecientes de z*. Si la fraccion de particulas en el nivel fundamental (p = 0y
s = 1) es despreciable, también serdn despreciables las fracciones de particulas en los niveles fundamentales
respecto de las otras proyecciones del espin. Es decir, si puede omitirse el término z*/(1 — z*), entonces
también podran omitirse los otros dos términos andlogos, porque estan evaluados en una fugacidad efectiva
menor que z*. Ahora supongamos que la fraccion de particulas en el fundamental no es despreciable. Cuando
N > 1esoocurrira si z* ~ 1 —1/N. Digamos que es z* =1 — 1/(N f) con f < 1. Entonces las fracciones

de particulas en los niveles fundamentales respecto de cada proyeccion del espin serdn

1 zre 2P f

— ~ : (s =-1)
N 1—zre 28 Nf(e?Pe—1)+1

1 zre P f

Nl—z*e—f&sz(eﬁf—l)%—l’
1 2

— ~ f. =1 1
Ly s=1) (13

A menos que el campo magnético sea estrictamente cero, las dos primeras fracciones serdn mucho menores

que la tercera. La conclusién es que, para campos no nulos, no es necesario tener en cuenta los términos
fundamentales respecto de las proyecciones del espin —1 y 0. La ecuacion que determina la fugacidad
cuando N > 1 es, por lo tanto,
Z*
1—2*

En cuanto a la presion, ya sabiamos que para el gas usual la contribucién del nivel fundamental era desprecia-

N =

V
+ F [93/2 (2*6_266) + 93/2 (Z*e_ﬂe> + 93/2 (Z*) ] . (14)

ble. De modo que ahora tampoco serd necesario conservar ninguno de los términos fundamentales respecto

de las proyecciones del espin:

V * —28€ V * _—f(e V *
BPV = 159572 (2°€7%) + 15 9572 (7¢7%) + 159512 (7).

24



Cuando ¢ — 00, e# — 0y s6lo sobreviven en N y en la presién los términos correspondientes a la
proyeccién s = 1 del espin. El campo es tan alto que, a todos los efectos, las particulas se comportan como
si tuvieran una sola proyeccién permitida del espin. En cambio, si ¢ — 07, no hay diferencias entre las
distintas proyecciones, los argumentos de todas las funciones gs/2 y gs/2 tienden a 2™ y el gas se comporta
como un gas de particulas con degeneracién 3, pero con una salvedad: de los tres niveles fundamentales
asociados a cada proyeccion del espin, segin lo que vimos antes, s6lo el nivel con s = 1 puede tener una
fase condensada. Si un gas de particulas con degeneracion de espin 3, esto es, € estrictamente igual a 0, tiene
fase condensada, entonces a cada proyeccién del espin corresponde 1/3 de las particulas del condensado.
En cambio, si ¢ — 07, al tomar el limite termodindmico la dnica fraccién no despreciable de particulas con

p = O es aquellacon s = 1.

El problema de la condensacion para este gas es andlogo al usual, la tnica diferencia es que hay que
reemplazar la funcién g3/, por todo el corchete en la ec. (T4)). Sigue siendo una funcién monétona creciente
de z*, acotada cuando z* — 17 y sigue estando multiplicada por un factor V. La condicion critica se expresa
ahora como

A —2f¢ —Be
o 93/2 (6 ) + g3/2 (6 ) +g3/2 (1).
Cuando € — oo, los dos primeros términos tienden a cero y se obtiene la relacion usual para un gas sin grados
de libertad. Esto es razonable, ya que un campo magnético muy alto hace inaccesibles todas las proyecciones
del espin salvo la de menor energia. En el limite ¢ — 07, se recupera el caso con degeneracién 3. Estudiar
con detalle cudles son las primeras correcciones en cada caso es muy parecido a lo hecho en el problema

anterior y se deja como ejercicio.
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