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Competencia entre
a) termino de orden - interaccion
b) termino de desorden - termino externo estocastico

Definido por

a) estados del spin

b) red sobre la que se define el modelo
c) interacciones entre spnes



Ising

Ei{siy = —¢ Z SiSj — HZ S
{ij} i

La primer suma se realiza sobre los vecinos inmediatos

una suma de este tipo depende de las caracteristicas de la

red sobre la que se trabaja.

Sea una red regular

Sea y el grado de un nodo = ) = = yN/2

JiL
'L!.IJ'rJ'



dimension tipo 4
2 cuadrada 4
3 cubica simple 6
3 cubica body-centered 3

La funcion de particion sera :

O1(H.T) = Y D ... > exp(-BE{s})
51 852 SN

Donde los s; toman los valores +1 o sea que hay 2+
terminos.

De aqui
A(H,T) = —kTlogQ;(H,T)



Para dos dimensiones se demuestra que se puede tener magnetizacion
espontanea

Para demostrar esto se recurria al analisis de dominios
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Equivalencia de dominios

Dos dominios seran iguales si tienen todos sus atri butos iguales:
igual “perimetro”
igual “forma”
igual orientacion
igual “posicion”

Es decir que al superponer dos redes los dominios i guales se superponen
exactamente

Se calculaba N

m(b)

Z Z 1(b,)S 0

h=4.6.8... i-1



Solucion numerica ecuacion Griffith




Escribimos esto en terminos de variables
convenientes

Sean las siguientes definiciones obvias

N, numero total de spin 1
numero total de spin | = N-N,

A\

Ni. numero de pares (11)
A\ numero de pares (||)
A\

N,_  numero de pares (1))




Si se toma todo nodo + ["up" o 1]y se traza una linea a
los vecinos — se trazaran y/V, lineas

Para cada par (+ +) corresponden 2 lineas
Para cada par (+ —) corresponde 1 linea

Entonces

1) }/h‘rl = 2N + N,
2)yN. =2N_+N.
3) j\"r| +N_=N




sumando
4)y(N;+N) =2[Nyu + No + N ]

Expresando todo en terminos de, por ejemplo, N, , N, y N

Expresamos N, N _y N,
de 1) yN: = 2N, = N.

de 3)N. =-N,+N

de 4) yN2+N,, —yN, =N
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Observar que

Z it § fS; = *'Il\'r - + il?\"lr - 1'?\".T| =

U 7

= Nit + [YN2+ Now —yNy] = [YN+ — 2N ]
= 4;'?\';. T 2}/j?\"lr| + }/f\"rfJE

De donde |la energia se escribe

Ef(h’rl |ail\'lr| ) — _E{4h‘rl b 2?£¥| + ]/\7/21 — H{Z;\-"| — )\T}
= —&4N .y + 2(8]/ — H)N. — (}/8/2 — H)N

de donde



exp[—BA(H,T)] = exp[NB(ye/2 — H)] {Z exp[-2(ey — H)]N,

Ny

. {Z og(N,, N, )exp|PedN ]}

}

En el ultimo factor [a suma se hace sobre I0s valores de
N.; compatibles y ¢(N.,N,,) es la degeneracion de las
configuraciones.

Esto no se ha resuelto analiticamente sino para
2dimensiones
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Aproximacion de Bragg-Williams

Dadas las configuraciones de Ising, el sistema es descripto en
terminos de N. y N..

—= esta asociado a la densidad de un cuerpo

:T estara asociado a correlaciones de 2 cuerpos.

Podemos pensar - como asociado a propiedades del sistema
en un escala "larga"” , vision global de la red.

Por otro lado
O sea a propiedades "locales" del sistema.

- esta asociado a correlaciones de rango corto.
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En terminos de la analogiacon py p® ...

Haciendo la siguiente transformacion:

R E%(L‘f’l) — -1 <L <1
_ﬁ:z =—>(c+1) - -1<0c<1
de donde
N, = -?"(L +1)

Magnetizacion — L#0 = N, #N/2

Ny = =L(o+ 1)

14



como lz  energia es

Ej' ‘{S ) } = —£ E A JI'SJI' - [[ E 5 )

jy I

Recordando que

Z . Sy i%
t
Z i §i = 2;\'+ - N

De esta forma podemos escribir

> sis; =40+ 1) =2y (L + 1)+ yN2

fae] -
W

= Nyo + Ny — yNL — yN + yN/2

= Nyo — yNL + yN/2 = % ly(2o0 — 2L+ 1)

i

v

2. 8i=2N,—N=NL+1)-N=NL

\
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Entonces la energia por spin es

+EAL,0) = —+&y(20 - 2L +1) - HL

Hasta aqui todo es exacto. /

La aproximacion de Bragg-Williams consiste en

I\ (f\ﬁ )2
Ny/2 N

Que iInmediatamente les recuerda ...
De locual con —




[%u+1q2=%{g+u::

(L+1)2—1=lc=L124+L-

1 1
2 2

1
2

~——

Reemplazando en la expresidn para la energi

reemplazamos

1 1
Teniamos que : NEl(L’J) :—EEV(ZU—ZL +1) - HL

obtenemos %EKL,U) :—%E'V(LZ'FZ)/%—/ZIZ-F/'K{—HL

1 1
I+ —E, (L,o =—-—gh?—HL
resulta N (L,o0) 5 L
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Entonces en esta aproximacion resulta para la energia:

| l .72
EE;(L.,O‘) = —?a}fL — HL

y por lo tanto

ﬁf:ﬁi({{__ 7 = Z e}{p[ﬁ;\f(%g}fﬂ,j + f[L)]
{si} B

La suma es sobre los{s;} y el sumando solo depende de L y por

18



lo tanto hay que ver el conjunto de {s;} que da un dado L.

Un dado L determina un valor de N. — el numero que
buscamos es la cantidad de formas de seleccionar N, de N o
sea {NV/[N.!\(N—-N)!']},=

O89(H,T) = Z NY[N: (N = NI eXP[ﬁ\(—Wi +”L):|

[=—1

Tomando en el limite de N — « al termino mas grande de la
suma (L ), trabajando con el log y aplicando la aprox. Stirling=

log Q%4 (H, T) = log{NV[N+!(N = N)!T} + [ m-f(%gyfz n HI)]

19



como N, = S-(L+1)

02 07°(11.7) = log{M/[ (ST + D )(F-D))t ]} +
+[pN(LeyT* + 0T)]

De donde

20



log{ N/ (5T +D)(Fa-D )|}

Para el primer termino
de la derecha obtenemos

(oo 2
ol 57,

L+1 L+1 L+1
=NIlogN-N| —=|logN - N| — |log —— |-
J ( 2 j J ( 2 j g( > )
—N(_L+1)IogN—N(_L+1jlog(_l'+1j
2 2 2

=NlogN-N logN -

L+1 L +1 L +1 ~L+1
N[ === |log === |-N o
(ZJQ(J(Z)Q(ZJ 21




Reuniendo términos

L 1og0p.T) - —(f; 1 )log( L]
—L +1 —L +1

() ee(<5
(LT + 4T) |

Entonces la solucion esta dada por_el maximo, lo calculamos :

G

1GEQ”“(”-. 7))

= B(eyT + H) — L log(

T+1
2

— L
2

= (eyL + H) - lcrz[

T+l ]
T +1

22



Hay que resolver

xp(x)—exp(—x) xp(2x)-1
Oque [Ell"lh(.l.") _ exp(x)—exp(—x) o exp(2x

explx)+exp(—x) exp(2x)+1

L+1=expx)(-L +1) = exp( 2x) — Lexp(2x) =

de donde record

exp(2x) — Lexp(2x) — L = 1|= exp(2 1)—L(e\p( 2x)+1)=1=

L _ _lew@y) . ep@o-l L= [a‘nh(ﬁ(S}*‘f + H)) |

—(exp(2x)+1) expl(2xv)+1

SIH=0=>

L = tanh(Bsy L)







Asi que hay una secuencia de soluciones dependiendo del

valor de ¢y/kT (en el grafico tomamos los valores 0.5 (negro), 1
(violeta), 2 (verde)

Entonces tenemos que las soluciones son
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eylkT <1 — L = ()
sylkT>1 — L =Ly 0,-Ly
Definimos entonces
gy = kT,
de donde
I'>T. — L = (
I'<T. — L =1Ly0,—Lg

N
N, =—(L+1
2( )

7. se denomina Temperatura de Curie, para 7 < T. el sistema

es ferromagnetico

26



Atencion

1, = |-__1_ o ()BG
A=~ log 0 (H,T)]

d

con

AN

~

/ —
%l{jggff;(ﬁﬁ l) = _( L;— I )lﬂg(




Seal' < T.=¢ylk;,seaTl./T=1.5(rojo), I'./T =2 (verde),
T./T=1.1(azul), T./T=0.9 (marron)

A(L)

Entonces : Que soluciones tomamos?

28



SIH+0

v 0BS5S

Enrojocon H +# 0 yenverdecon H=10
De donde se ve ....
(rotura de la degeneracion!)
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Las correspondientes funciones termodinamicas
son :

a) A segun la ecuacion anteriorcon Lo =0Opara? > T. ....

0 7'>T7.
b) L A1,(0.T) =
) : Ly T<T.
o 0 T>T.
C)vUi0,7) = |

eyLi T<T.

2

30



d)L.C(0,7) =

C/N

0

L oy dl

2 ¢V ar

.
L[}

> T1.
< T.

KT

Pico en C
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En suma, hicimos

=1(L+1) - -1<L<I
—===2+(+1) - -1<o<1

aproximamos

."“1.";__ . ( .'""'r';+ )2
J""'I."I— },- 2 N a'\.

obtenemos

L = tanh(Bey L)

AL

32



Bethe-Peierls

a) mejora a Bragg-Williams (como veremos...)

b) Se trata de representar apropiadamente el efecto del
conjuto de la lattice sobre un "elemento fundamental” del

mIismMo

esto ultimo es algo asi como:

33



SeaH=10
Sea una celda fundamental .
Sea s el spin central

Sea P(s,n) la probabilidad de ...

S spin central +|| Numero de
P(+1,n) = | n vecinos  + | pares + +
(y —n) vecinos — |pares +—
S spin central —
P(-1,n) = [ n vecinos  + | pares + —
(y —n) vecinos  — |pares ——
Para una dada topologia y un dado numero » habra (/)
posibles ordenamientos luego T
5(”;(1/—”)) proponemos

P(+1,n) = #( " Yexp[Be(n+ (=y +n))]z"
= - () exp[fe(2n—y)]z"




X4

X2

- total=6




donde

¢ €S una normalizacion

z" es una "fugacidad” que representa al resto de los
spines en su efecto sobre la cantidad de spines "+" ...

Del mismo modo
P(=1,n) = +(; )exp[fe(-n+ (y —n))1z"
= 7 () expBe(2n - 7)Jz"

Como toda normalizacion se determina por

36




on

) JP(H1Ln) + P(-1,n)] =

De donde

g = Z” U( ) [(Ze’jis )”e Pey 4 (-e 2Ps )”EﬁmJ

Arreglado las cosas para obtener el binomie—s y"x¥ = y"x/x™"x" = (yx)"x’"

Do () @ePe)lePer = 370 () yix7 = (x+xp)” -

|:€ pe _|_Z€H,Hf:e.. ,H:::|, — [(:’ pe _{_Ze..ﬁa}; y:(zezlgg)
Y\—////— X:(e"ﬁ"‘")

Entonces resulta
g = [E Pe +Z€fﬂs:]?" n [Eﬁa: + ze ,He:}?’

n n ‘ -
I _|_ y — Z n —k, ﬁ — ‘ .I-J' yn—F- 37
k=0 k=0 k




Tomando en cuenta las definicionesde Ly o
F=3L+1)y g5 =+(o+1)

= =2 P(+Ln) = Lle P +zef) = L(L+1)
pues es la proba de tener un + en un dado "nodo"
\:‘1'2 = - Z;’;_U nP(+1,n)

pues es el numero medio de pares "++"

para resolver esto ultimo

N++ = - y NyV = iy y NyV = i —
IE. ;()(njny X yay;(njyx yay(x+xy)
=xy y(x@+y))y™

Con

X = exp( — L),

y = zexp( 205 )

38
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Entonces



N++
Ny/l?2

_ _ _ y-1
xy (x + xy )t = e ﬂs)ze(zﬁe)(e( ﬁf)_l_ze(ﬂf)) —
entonces

= ze” (e‘ﬁg + ze” )y_l = %(a +1)

De donde o y L quedan expresados enterminos dezy T
y esto es entonces la aproximacion de Bethe-Pelerls

' . N, o ¥
La mterpretamop de — = Z”_U P(+1,n) es la proba de
encontrar en spin "+" en el centro

Sea ahora —->' n[P(+1,n) + P(-1,n)] que es la proba de
gue un vecino sea "+" independiente del valor del spin en el

centro
39



Pero un "centro” es indistinguible de un "vecino”, luego

¥ '
Kl a

P(+1.n) = % Z;?[P(Jrl,n) + P(—1,n)]
)

n=( 11—

Recordando que por ejemplo

-~

n[P(+1,m)] = 225 () )exp[Be2n —y)]z"

[ B

Entonces quedara, reemplazando las sumas por lo que ya
calculamos (slides 38y 39)
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P(+1,n) = #( " Yexp[Be(n + (=y + n))]z"

/ = L(7)exp[Be(2n—17)]z"

N, y | o BeY —
— =2 JPELn) = Flef+zef) = Z(L+1)

IZE fi::+z€fis:]3’ _ L;;_{I:E Pe _{_E&,ﬁx]"_{_ IZE.,ﬁ.-: + e ﬁ;:]]"’}

-

_ Z{[E Be _I_ZE,,H;:]?’ ]E,ﬁ.-: n [Eﬁ/JFZE ﬁf:]:f lﬁ, JH‘-:}

de donde trivialmente

[ T+zexp(2Be) T |
T | z+exp(2B¢)

Para calcular L hacemos
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Para calcular L hacemos
=[e P +zefe] = 2(L+1) =

= 27 [1 +2e¢) = L5227 [z + exp(2fe)]” =

_ 7T [z +exp(2B¢)] =

[Lj [if3 ey I.';-'f:] ¥ I [L*-'I’f" Fze :5-?:]

— [l _:{5.2_."|5e:]ffll [E?_-"I.'ff_' l:]_:-" E_l [Z + e}ip(zﬁﬂ)]? —

- ] -
- [I. 20 = T %(‘L + l) -
[;'-' .!,,_]-

[=2-—2_ 1=2=1_7
l + z;'i l 4'1

(Usando resultado para z
slide anterior)



Entonces tenemos

_ zX _zZx—-1 _
L=yt =9z =1
Observar que z=1—= L=0
Del mismo modo
c 22" I

T O+ zexp(2BeN(1 +24)

De esta forma calculamos |la energia en ausencia de
campo usando

] B
‘ETE.-'{L.,{T] = ——2-.‘,{{21‘? — 2L+ 1)
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o [ | +zexp(2¢) :| 1

. z + exp(2fe
Calculamos ahora las soluciones de z p(2pe)

Si flamos y = 4 y jugamos con 2f3¢ = 2.3 las soluciones de

son . (la variable es zy" es fijo)

44



enlaregion 0 <z <1.25 o

/ 125

((1+2.3x)/(x+2.3))°

El termino de la derecha

va a exp(2B¢ (y-1)) con z

muy grande de donde si en

1 tiene pendiente >1 tendra qu
zexp(2pe) 77! "bajar”

z+exp(2pe) ]

Observar g araz = [

a)z = 1 es siempre solucion
b) si zy es solucion 1/z, tambien lo es

v
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y—1 . y—1 -1
l+zexp(2pe) |/ l+exp(2pe)iz | z+exp(2pe) ‘
z:[ Pf] [IIJ‘E] :[ p(2/ ] — 1/7
z+exp(2pe) l/z+exp(2f¢) l+zexp(2pe)

C)z=1—->L=0;z=0—>L =1 71
d) z corresponde a L y 1/z corresponde a —L { }

1+ 2

Para definir la Temperatura critica nos fijjamos cuando la
pendiente dezenz = 1 vale ]

En z=1

3 [ I+zexp(2pe) ]‘/(]/ _ l)[ | +zexp(2pe) ]?’ 2 )

. p
la pendiente es < e (b Z+exp(2B2)

Oz
exp(2pe)(z+exp(2pe) )-(1+zexp(2pe))] ( B l) exp(2pe)(1+exp(2pe) )—(1+exp(2pe))
(z+exp(2fe))? 11 4 (1+exp(2ps))?

_ (}( . l) (exp(2pe)-1)

(1+exp(2fpe))

( Hay que calcular la derivada segunda ... ) 46



— Slc< | hayunasolasolucionz=1—= L =0

— Sic¢ > 1 hay 3 soluciones pero la de z = | la dejamos de
lado por lo mismo que en Bragg-Williams

las soluciones relevantes son zy y 1/zy pero para cada
solucion 1/z¢ hay la inversa en z

a7



(V B 1) (exp(2Be)-1)
! (1+exp(2pz))

Seay =4
2Pe = x
Iy
3 (exp(x)-1)
- (1+exp(x))
2__
1__

7 04 06 08 10




Luego six =09 =c>1=

.
S ——

Luegosix =05 =c<1] =

49



Entonces imponiendo ¢ = | obtenemos la temperatura
critica

(r = Dremiiy = 1 = (7 = D(exp(2Be) = 1) = (1 +exp(2fe)

(1+exp(2pe))

Y
i

(v — Dexp(2Pe) —exp(2Pe) = (v — 1)+ 1 = exp(2pe) = o =

50



3 I
kT. = 2¢
log(y/(y —2))

De donde

T}TL'ZZILZO g = |

2(1+exp(-2p¢))

T<TL'Z}1L}0

El calor especifico es

C!(Og T)/}»r/!( = —{;]/( f;;_ _ (fj%‘




Para T>T,

C,(0,T)/Nk =

2ye? exp(2¢/kT)

(kT)* (1 + exp(2e/kT))”

NosevaaOparal> T,

solo como referencia, la solucion de Onsager es (cerca del

punto critico)

kT, =€ +2.269185

+ei(0,7) = %(f; )[—log

En terminos de 4L

= | +loe(5-) - 1- 4]
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Onsager Bethe — Peierls Bragg — Williams
KT /e 2.27 2.88 |
div. logaritmica pico pico
Specific heat Cv
Therrmodynam ¢ [imlt
30 T T — T
1 ¢, (0,T)
| k / Exact
20} w Bethe-Peierls
o= T, =27 Bragg-Willi
2sinh 1 = 1ams
sin /I/ ragg-wi
f1= o =288
1.0 |
f2=4
AT
0.0 . L . L EU El 52 €
0.0 1.0 20 3.0 4.0 --
kTid k—I_C/E



En suma, estudiamos

| + zexp(2fB¢) i|"’"

Representamos el resto del sistema por z z = [ Ep—" T
z+exp(2pe)

Notamos que un centro es lo mismo que un vecino

Obtuvimos:
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Las soluciones para Ising

Exact

W Bethe-Peieris

2sinh 1 /I/ Bragg-Wiillams
£ = I—fg—z =288
Eo=4
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