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Combinatoria, probabilidades, informacion y entropia

I. Combinatoria

II.

1.

(a) (De cudntas formas se pueden ordenar 5 personas en hilera para sacarse una foto?

(b) ¢(De cuantas formas si A y B quieren salir juntos (uno al lado del otro)?

(Cuantas palabras de 3 letras (que tengan o no sentido) se pueden formar con las letras a, b, ¢, d, e y f?
(a) sin repetir letras, (b) sin importar si se repiten letras.

Se llama anagrama de una palabra a toda permutacién de sus letras, de modo que el resultado puede
tener o no sentido. ;Cudntos anagramas tiene la palabra MANZANA?

Para un torneo de ping pong se anotaron 6 personas. ;Cudntos partidos se van a jugar si todos tienen
que jugar entre si?

. Hay N libros y M cajas. Cada caja puede contener hasta /V libros, apilados uno sobre el otro. Cuéntas

maneras hay de acomodar los libros en las cajas si:

(a) Los libros son todos iguales y las cajas todas distintas.
(b) Los libros y las cajas son todos distintos.
(c) Los libros y las cajas son todos iguales.

(d) Los libros son todos distintos y las cajas todas iguales.

Probabilidades

. Se lanza una moneda. ;Cudl es la probabilidad de obtener cara?

. Se lanza un dado cubico, con las caras numeradas de 1 a 6.

(a) (Cual es la probabilidad de que salga 6?

(b) (Cudl es la probabilidad de que salga un nimero par?

. Volviendo al problemal [l Si las 5 personas se ordenan al azar, ;cudl es le probabilidad de que Ay B

salgan juntos?

Sabemos que el nimero de teléfono de Juan tiene 8 digitos: dos 3, tres 1, dos 0 y un 9, y no empieza
con 0. ;Cudl es la probabilidad de que en un llamado nos comuniquemos con Juan?

. Se lanzan 10 dados. ;Cudl es la probabilidad de obtener exactamente tres 67

Una bacteria tiene probabilidad p de reproducirse en un intervalo de tiempo. Si hay 5 bacterias, calcule
la probabilidad de que s6lo 2 se reproduzcan en ese intervalo.

En un partido de truco que dura 15 manos entre 4 jugadores, encuentre la probabilidad de que a un dado
jugador nunca le toque el ancho de espadas, y de que el ancho de espadas no salga en todo el partido.

. Probabilidad Condicional. Se lanza un dado de 8 caras, numeradas del 1 al 8.



9.

10.

11.

12.

(a) (Cual es la probabilidad de que salga 5?

(b) Sile digo que salié un ndmero impar. ;Cudl es la probabilidad de que ese nimero sea 57

La urna A tiene 7 bolas blancas y 3 negras, y la urna B, 5 blancas y 5 negras. Se extrae al azar una bola
de Ay se la coloca en B. A continuacion se extrae al azar una bola de B. Encuentre la probabilidad de
que ambas bolas extraidas sean negras. Sugerencia: En vez de intentar enumerar todas las posibilidades,
es mejor definir los sucesos A 'y B como “bola extraida de A es negra” y "bola extraida de B es negra”,
respectivamente. Calcular P(A), P(A|B), y luego obtener P(A () B).

El problema del cumpleafios. En un aula hay n personas. Considerando, para simplificar, que todos
los afos tienen 365 dias, que la probabilidad de que una persona cumpla afios un determinado dia es
1/365, y que las fechas de los cumpleafios de las n personas son estadisticamente independientes:

(a) (Cudntas personas debe haber en el aula para que la probabilidad p(n) de que al menos dos
cumplan afios el mismo dia supere el 50%? Grafique p(n) con la ayuda de algiin programa.

(b) Una expresién aproximada de p(n) puede obtenerse si se analizan las personas de a pares. i)
Calcule la probabilidad de que un dado par de personas no cumpla afios el mismo dia. ii) Calcule
cuantos pares pueden formarse entre n personas. iii) Si se asume que cada evento de la forma “A
y B no cumplen afios el mismo dia” (al que notaremos como AB), es independiente de todos los
otros, encuentre la probabilidad de que ningtn par de personas cumpla afios el mismo dia, y de
ahf obtenga p,prox(n). (En donde entra la aproximacién? Grafique p,prox(n) y compare con la
solucién exacta.

(c) En verdad, no todos los eventos de la forma “A y B no cumplen afios el mismo dia” son inde-

pendientes entre si. Para ver eso en un caso sencillo, suponga que hay 3 personas, M, Ly C,y
calcule P(ML,MC,LC), P(ML,MC), PIML|MC)y P(MLIMC, LC).

Falso positivo. Aparece una nueva enfermedad, 100% fatal aunque extremadamente rara, estimandose
que se da en 1 de cada 1000 millones de personas. Sus sintomas son imperceptibles, hasta que,
eventualmente, la cabeza explota. Por suerte, se descubre un test de diagndstico practicamente infalible:
la probabilidad de que el test falle y dé positivo al ser ensayado en una persona sana es de 1 en un
millén, lo que se conoce como un falso positivo. Existe una probabilidad igual de que el test falle al ser
aplicado a una persona que si tiene la enfermedad.

(a) Una persona se hace el test y le da positivo. Teniendo en cuenta que el test falla en un caso de cada
un millén, ;debe desahuciarse a la persona o darle alguna esperanza? Concretamente, ;cudl es
la probabilidad de que no tenga la enfermedad? (Sugerencia: el hecho de formular esta pregunta
indica que la respuesta no es “1 en un millén”.)

(b) Si a una persona el test le da negativo, ;cudl es la probabilidad de que si tenga la enfermedad?

(c) Generalice sus resultados para valores arbitrarios de las probabilidades que aparecen como dato
en el enunciado.

Variables aleatorias. Calcule la media y la varianza de las variables aleatorias descriptas por las
siguientes distribuciones de probabilidad:

(a) Uniforme discreta: P(n) = con 1 < n < N, nimeros enteros.

1.
N’



(b) Binomial: P(n) = (¥)p" (1 —p)" ";conn, N e Nyp < 1.
(c) Uniforme continua: f(z) = 1/L; conz € [0, L].
(d) Exponencial: f(x) = A\e™**; conz, \ > 0.

. _@—w?
(e) Gaussiana: f(z) = ﬁe 202

I11. Informacién y Entropia

1. En Teoria de la Informacion, la entropia se define como

M

§ == p(r)logp(r),

r=1

donde p(r) es la probabilidad del estado r, entre M posibles. A mayor entropia mayor es la incer-
tidumbre antes de conocer el estado de un sistema, y entonces mayor es la informacién que se gana al
conocerlo.

(a) Graficar xlogz en el intervalo 0,1. ;Qué pasa con S cuando uno de los estados ocurre con
probabilidad 1?

(b) Demostrar que S es no negativa y que es maxima cuando todos los estados tienen igual probabili-
dad, p(r) = 1/M. Sugerencia: que hay un extremo es facil; demostrar que es un maximo es mas
dificil. Las dos cosas pueden hacerse en un solo paso usando la llamada desigualdad de Jensen,
de la teoria de funciones convexas. Si ® es continua y convexa, entonces

1 & 1 &

(Es fécil entender esta desigualdad si se piensa a ®(z) como la funcién que define la coordenada y de cierto arco convexo,
con una distribucién de masas unidad sobre el arco y cuyas coordenadas x son las cantidades ay. La desigualdad dice que

el centro de masa estd dentro del arco, lo que es bastante intuitivo; Callen, §17-1.)

2. Calcular la entropia para las distribuciones de probabilidad del problema[I2] Note que para las variables
continuas debe reemplazar la sumatoria sobre estados 7 en la definicién de entropia por una integral
sobre el soporte de la variable. En ese caso se la llama “Entropia Diferencial”.

3. Principio de Maxima Entropia. Usando multiplicadores de Lagrange, encuentre la distribucion de
probabilidades de Maxima Entropia de una variable aleatoria si conoce

@ (z) =p
(®) () = py Var() = {(z — p)*) = 0>
4. Se observa que en un dado cargado el nimero 6 sale el doble de veces que el nimero 1. No se observa

nada raro para las otras caras. ;Cudles son las probabilidades p,,(1 < m < 6) que maximizan la
entropia? (Ejercico 4h de Balian)



