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Algunos problemas resueltos de la Guia 6 (2da. parte)
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Problema 4

Para un gas ideal de N electrones en un volumen V:

(a) Calcular la energia de Fermi.
(b) Calcular la energiatotal U a T' = 0.

(c) Muestre que para cualquier temperatura se cumple U = 3PV/2. Usando esta relacién y lo hallado en

(b), encuentre una expresion para la presion P a T = 0.

m Solucién. A modo de repaso, deduciremos las ecuaciones fundamentales y luego resolveremos lo que pide

el problema. Todo empieza con la funcién de particion en el ensamble gran candnico para fermiones:

1
Z = HZz"e_”Bei = H (1 + ze_ﬁei) .

i n=0 i
La productoria es sobre todos los estados de un sola particula. En el caso de un gas ideal, esos estados
estardn caracterizados por cierto valor del impulso y un dado nimero de variables asociadas a los grados de
libertad internos, como el espin. Supongamos para fijar ideas que hay un unico grado de libertad interno,

caracterizado por una variable discreta s que puede tomar g valores. Entonces

Z = H [1 + ze‘ﬁe‘s(p)} )

p?s

Si la energia no depende de s, para cada valor de p habra g factores idénticos,

p
En el caso general el logaritmo de Z queda en términos de una suma

g
log Z = Z Z log [1 + 26_665(1")} .
s=1 p

Al hacer tender V' a infinito, la suma sobre p puede reemplazarse por una integral. Hay varias maneras de

plantearlo, pero el resultado termina siendo el que se ha usado ya para gases ideales clasicos,



Entonces queda

g
log Z = % Z/d3p log [1 + ze‘ﬁe‘*(p)] .
s=1

Si la energia no depende de s, resulta

log Z = gV

75 d*p log [1 + ze‘ﬁe(p)] . (1)

El ndmero de particulas y la energia se calculan a partir de las derivadas del logaritmo de 7,

B 810gZ V
N=275, Z/ P e BE AT

B 8logZ &(p)
U=— th/ 1+exp{5[ s(P) —pl}

Por otro lado, si en la Ec. (1)) se integra por partes, usando la relacion

/d?’pf(p):%/d?’p [V-(fp)—p-vf,

y descartando el término de superficie, resulta

. _ﬂ_V g 3 p - Ve, (p)
log Z = 33 ;/dp 1+exp{/@[€s(P)_N]}'

Un conjunto de resultados interesantes se obtienen si €,(p) = ap™. Por ejemplo,

wes(p) _wpU
log 2 = 3h3z/ P T repBlalp) @) 3

Pero puesto que log Z = PV, se obtiene

wU
PV = —.
3
Asi, por ejemplo, para un gas de particulas no relativistas e,(p) = p*>/(2m) y
2U
PV ==
3
En cambio, para particulas ultrarrelativistas e;(p) = cp y
U
PV = —.
3

Estas son las mismas relaciones que valen para un gas de particulas cldsicas. Es inmediato generalizar a d

dimensiones. Para ¢,5(p) = asp® queda

PV = % 2)



donde

V&G [ es(p)
U_hd;/dp1+exp{ﬁ[€s(p)—u]}'

Volviendo al problema de la guia. Para hacerlo mds interesante dejemos sin especificar la dimensién d del
espacio. La energia de Fermi es el potencial quimico a 7' = 0. En general, el potencial quimico se calcula en

términos de N/V y T a partir de la ecuacion que da el nimero medio de particulas,

9V [ 1
= hd /d” 1+ oxp {Ble(p) — 1]}

Aqui hemos supuesto que la energia no depende de los grados de libertad internos, por eso aparece el factor

N

g. A temperatura igual a cero, el integrando toma la forma de un escal6n,

1
L+ exp {8 [e(p) — ul}

Si la energia depende s6lo del médulo del impulso la integracién puede hacerse en esféricas, integrando

— Oler — €(p)].

explicitamente sobre las variables angulares. La integral sobre el mdédulo de p estd acotada por la condicién

€(p) < ep.

Se define pr como el impulso tal que €¢(pr) = €r. Con esto resulta

o Ja d =22 pd. 3
Vo hd /0 hiq TF ©)

Supongamos en particular que €(p) = ap®, lo que incluye los casos clasico y ultrarrelativista. La relacion

R 1/w
PF = <—> .
(6]

Asf podemos despejar e a partir de la Ec. (3)):

= ah" :
€p (0] <deV)

entre pr y €p €s simplemente

En el caso cldsico o = (2m)~! y w = 2; entonces

K2 [ dN \*?
EF:%<dev) '

En particular, en 2 y 3 dimensiones para particulas de espin 1/2 (g = 2) resulta

@y h* (3N VP ooy h* N
e =— | — ) = — —.
¥ 2m \ 87V ’ 2m 27V



Si los fermiones son ultrarrelativistas es ¢(p) = cp, y resulta

1/3 1/2
e(gD) =ch ﬂ e(QD) =ch i )
F SV ’ F 27V

De manera similar se calcula la energiaa 7" = 0,

Qv [ Qu apltv
U_g d / dppd_le(p):g d APp )

Vo hd

Dividiendo esta ecuacién por la Ec. (3) se obtiene un resultado sencillo para la energia por particula en

términos de la energia de Fermi,

U dapy  d

N dtw dtw

F-

En particular, en 3 dimensiones para el gas no relativista resulta

u 3

— = —€p.

N 5

En tanto que para el gas de fermiones ultrarrelativistas queda

u 3

N 1"

Mediante la Ec. (2) se puede calcular la presién a 7' = 0 a partir de la energfa,

w
PV = ——Neg.
V d—|—w R

Cuando la energia es funcion unicamente del mddulo del impulso (y acaso de los grados de libertad
internos) es usual escribir las integrales anteriores cambiando la variable de integracién p por €. En particular,
cuando uno calcula las cosas en 7' = (, esta sustitucion deja todos los resultados ya expresados en términos
de la energia de Fermi. Sin embargo no siempre resulta ventajoso hacer el cambio de variables, a veces es
menos trabajo seguir haciendo todo en términos del impulso. Uno estd interesado en calcular integrales de la

forma

gV
I = T d’p Fle(p)], “)
donde F depende de p a través de la energia. En esta integral gV d%p/h¢ es igual al nimero de estados de
una sola particula en el elemento de volumen d?p. Aqui estamos suponiendo que la energia no depende de
los grados de libertad internos, de ahi que aparezca el factor g. Puesto que F' depende sélo de la energia, el

objetivo es transformar la integral anterior a algo de la forma

1= [ D Fe)

donde ahora D(e)de representa el nimero de estados de una sola particula contenidos en el intervalo de

energias de.



La integracion angular en (4)) se puede hacer de manera inmediata,

Supongamos, como antes, que €(p) = ap", entonces

1 1
p'dp = —dp® = — € de.
d waw
Luego,
Q [ee] o0
=74 jv / de egle(e) :/ de D(e) F(e),
wawhd Jo 0
donde
deV d_q
D(e) = cw T,
(© wovss hd

Por ejemplo, en d = 3y con € = p?/2m, es

2 2 3/2
D(e) = % /2

Asi, por ejemplo, uno puede calcular el nimero medio de particulas y la energia a " = 0 como

N 2gm(2m)3/? [F 1o Ay 3/2 3/2
V = T/O de € = %W(Qm) €r

U 2gm(2m)3/% [ 52 4y 3/2 5/2
V = T/O dE € = %W(Qm) €rp -

El cociente entre ambas densidades da, igual que antes,

u 3

— = —€F.

N 5

Para temperaturas distintas de cero quedan las siguientes integrales

N 2gm(2m)3/? /Ood el/?
L 29m\Em) P
\% h3 0

U 2gn(2m)3/? /Ood €3/?
e SR ot ¢ —
%4 h3 0

Integrales similares aparecen con frecuencia, asi que se definen de un modo convencional como

1 [e¢) :L,l/—l
J(2) = de ——.

&)



Entonces, por ejemplo,

N 2gnl(3)(2mkT)3/?

v e f3/2(2),
U 2gr0(2)(2mkT)3/?
= 2 = KT f5/2(2).

En términos de la longitud de onda térmica

2 1/2
A= d ,
2rmkT

y usando que I'(3) = 7'/2, resulta
N
7 = % f3/2(2)7
U 3¢
A partir de la relaciéon U = %PV, combinando las dos ecuaciones anteriores se obtiene
Py = nir £2203).
f3/2(2)
Problema 6

Sea un gas de electrones en dos dimensiones sobre un area A.
(a) Halle una expresion para PV/kT en funcion de la temperatura y el potencial quimico.
(b) Halle la energia de Fermi en términos del nimero medio de particulas a temperatura cero.

(c) Muestre que el potencial quimico viene dado, como funcién de la temperatura, por:

1(T) = ep {1+ Bilnu —e’BGF)}.

€F
(d) Calcule el calor especifico si el gas esta altamente degenerado y muestre que es proporcional a 7.

» Solucion. (a) Para el primer punto basta con calcular la funcién de particion,
gA e
BPV =log Z = Tz d*p log [1 + ze™” (p)] .
La energia es €(p) = p?/(2m). Esto ya lo hemos calculado de manera general en el problema anterior.

Repetimos aqui los pasos fundamentales: primero se escribe la integral en polares y luego se integra por
partes respecto del médulo del impulso,

A [ > omgAB [* PP —Be(p)
log Z = L(;L—Q/ dg&/ dp p log [1 + Ze—ﬂdp)} _ 719 5 p ze
0 0

hz o Jy P om 1 ze B



Es posible formar el diferencial de ¢ y cambiar a esa variable. Reordenando un poco los términos queda

2rgAmpB [ €
logZ = ———— de ——.
8 h? /0 ‘1 + 2z 1efe

Por ultimo, definiendo x = fe¢, la dependencia en la temperatura puede hacerse mds explicita

2rgAm kT [ x
logZ = ———— dr ———. 6
°8 E /0 T e ©
Con esto ya puede escribirse la respuesta al primer punto del problema:
2rgAmkT [ x 2rgAmkT
PV = —r09-— d = .
b h? /0 T + z7lez h? f2(2)
Las funciones f,, quedaron definidas en la Ec. (95).
(b) A temperatura cero
N 27ng /pF 2rgpE  2mgmep h? N
— = — dpp = = = €p = —.
A h? J, 2h? h? 2rgm A
(c) Para calcular el potencial quimico se parte de la ecuacion que da el nimero de particulas
N g 9 1
A ﬁ/d P e
La integral puede hacerse de manera explicita en un par de pasos,
N 2mgm [ (p2> 1 _ 2mgm [*° de
A h2 ) 1 ple=Bele)  p2 ) 14 zlePe
NkTz (' d(e 7) NEkT
AGF /0 14+ ZG_BE AGF Og( + Z)
Entonces
erp = kT log (1 + eﬂ“) .
Invirtiendo,
p = kT log (e’F —1). (7)

Puesto que interesa ver qué tanto se aparta p de la energia de Fermi conviene reescribir la ecuacion anterior

como

= ep + kT log (1 — e_ﬁeF) .



A temperaturas mucho menores que la energia de Fermi, la exponencial dentro del logaritmo es un nimero

muy pequefio, por lo tanto resulta
p R~ ep — kTe Per,

Es decir, a bajas temperaturas las correcciones al potencial quimico respecto de la energia de Fermi son
exponencialmente pequefias. En contraste, en tres dimensiones las correcciones al potencial quimico van

como T2,

(d) Calcularemos el calor especifico a drea constante,

oU
Ca= (a—T)AﬁN'

La energia puede obtenerse a partir de Z, tal como quedo escrita en la Ec. () ,

U~ - - ey = TEIY

dlogZ  2mgAm (KT)? /°° T 2rgAm (kT)?
- - d - .
85 h2 0 T 1+ S—lem h2 . f2<Z) (8)

Luego

2U U 0z
Ca=—+ (2 (—) .
A T ful2) 22) or AN
De acuerdo a la Ec.
z=elF 1,

y por lo tanto

0z epePeF 1
ol = ————— = ——(1+4+ 2)log(1 + 2).
(8,‘2 >A,N kT? ( Z) Og( Z)

La energia de Fermi es funcién de la densidad N/A, de modo que no es necesario derivarla. Por otro lado,

no es dificil demostrar que f/, = 271 f,_;, y ademds

& dx
= —— = log(1 )
e = | 5 el +2)
Reuniendo todo resulta

Ch U {2_ (1+ 2) [log(1+z)]2} _ kT {%(z) C(1+2) [log(1+z)]2}

Nk~ NkT kT 2 f2(2) & kT z

2f2(z) _ (1+2)
= el - log(1 + 2).




Se trata de analizar ahora el comportamiento de esta funcién cuando 7" — 0, es decir, cuando z — oo. Las

funciones f,(e®) admiten un desarrollo asintético para & — oo, de la forma

& (v—1) m?
Tw+1)  T0) 6

fulef) = &+ 0.

Aplicando este resultado en la expresion para el calor especifico y desarrollando el resto de las funciones que

ahi aparecen queda
C A s 2 kT
Nk~ 3 u-
Al escribir esta ecuacién se han despreciado varios términos de orden e~?#. El propio potencial quimico

difiere de ep en una cantidad exponencialmente pequeiia. Por lo tanto
C A ™ 2 kT
Nk - 3 €R ’
A este mismo resultado puede llegarse de manera mds rdpida a partir de la Ec. (8)), desarrollando la energia

para 7" — 0 antes de hacer el cdlculo del calor especifico. Asi, uno encuentra

LA (CT N Y .

T T

Entonces resulta

CA N7T2]€T
Nk?N 3€F ’

No es tremendamente complicado calcular las correcciones exponenciales. Hasta orden e~25¢F es

Cy kT _Bep [ €F 2kT _9 €p kT
ReELN —e P g9 T ) e [ 414 ).
Nk 3 € et ) T .

La figura muesta el resultado exacto (en rojo) y las aproximaciones anteriores, con un nimero creciente
de términos. Notar que para altas temperaturas el calor especifico tiende a Nk, de acuerdo al principio de

equiparticion.
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