Fisica Teodrica 3 — 2do. cuatrimestre de 2014
Guia 8: Modelo de Ising

Problemas

1. (Huang §14.6, Pathria §12.1) En una dimensién, el modelo de Ising puede ser resuelto en forma exacta.
El método que se usa en este problema es el de la matriz de transferencia.

(a) Considere una cadena cerrada de N espines. Muestre que la funcion de particién candnica es

N

Qn (b, K) = Z exp [Z (bsi + KSz‘Sz‘+1)] )
Sl’:j:’iN =1

donde b = fuB, K = J,y syi1 = S1.

(b) Muestre que Qx = Tr (¢"), donde ¢ es la matriz de 2 x 2 con elementos
b / / /
Jss' = €Xp §(s+s)+Kss (s, ==+1).

Ayuda: los exponentes en () y pueden ser reescritos de manera simétrica como

N N
(bs; + Ksisi41) = Z (b Sit Siv1 + Ksisz-ﬂ) .

, , 2
=1 =1

(¢c) Muestre que la funcién de particién puede escribirse en la forma Qy = AY + AV, donde A\, =

el (cosh b= /sinh?b + e—4K > son los autovalores de la matriz q.
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(d) Muestre que limpy LQN

N
(e) Calcule la magnetizacién media M = M (T, B) y muestre que no hay magnetizacion espontédnea
cuando B — 0. Ayuda: la magnetizacién media por espin es

. l@anN
“HEN T o

= ln )\+.

Us

K
2. Use el método de la matriz de transferencia para resolver el problema de una doble cadena Ising cerrada

y sin campo externo,

N N

H = —JZ (siSip1 + 8isi,q) — JZ SiS.

i=1 i=1

Muestre que para N > 1

1 1
ﬁlogQN ~ élog [QCOShK (cosh2K+ V1 + 4sinh? K)} ,

donde K = [J. Ayuda: reescribir el término de interaccion entre las cadenas de manera simétrica,
N ;1 N / / : . <
ey sish =330 (si8, + si118},,). La matriz de transferencia serd de 4 x 4.
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3. La aproximacion de campo medio mds simple para el modelo de Ising con condiciones periddicas
consiste en escribir un hamiltoniano efectivo para un solo espin, s, reemplazando la interacciéon con
sus 7y primeros vecinos por un término efectivo de la forma F; = —.J~s3, donde 5 es el valor medio de
cualquier espin. La interaccidn lineal con un campo magnético externo sigue siendo —Bps. Escriba la
ecuacion de autoconsistencia para el valor medio del espin y encuentre la temperatura critica, 7, por
debajo de la cual hay magnetizacion espontdnea. Para el caso 7 = 4, compare esta solucién con el
valor exacto, kT, = —2.J /log(v/2 — 1).

4. En la aproximacion de campo medio para un solo espin del problema anterior, halle los exponentes
criticos de las siguientes magnitudes termodindmicas:

(a) La magnetizacién media a campo nulo, que se comporta como M (T, B = 0) ~ (T, — T)® para
T— T .

(b) La magnetizacién media en la temperatura critica, que se comporta como M (7., B) ~ B/ para
B — 0.

(c) La susceptibilidad magnética xr (7', B = 0), la cual diverge como (7. — T') " para T — T .

5. (Dalvit, prob. 5.22) Considere una red cuadrada bidimensional formada por dos tipos de sitios A y
B con momentos magnéticos p4 y g, respectivamente. El hamiltoniano es del tipo Ising, pero con
interaccion a primeros y segundos vecinos. Las constantes de acoplamiento son:

J; > 0 entre sitios vecinos de lared A
J1 > 0 entre sitios vecinos de lared B
Jo < 0 entre sitios vecinos Ay B

(a) Escriba el hamiltoniano en términos de s y s”.

(b) En la aproximacion de campo medio mas simple, calcule el campo magnético efectivo que ven
los espines de la red A. Idem para la red B.

(c) Halle las ecuaciones para (si) y (s7).

(d) Muestre que la susceptibilidad magnética a campo nulo obedece la ley de Curie
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T,B - 0) ~ .
X B = 0) ~ e




(Computacional): Modelo de Ising y Método Monte Carlo

Se propone escribir el c6digo para una simulacion Monte Carlo del Modelo de Ising en 2D con condiciones
de contorno periddicas, implementando el algoritmo de Metropolis. En grupos de 3 o 4 personas, se debera

entregar un informe donde se presenten y discutan los resultados numéricos obtenidos.

1. Preliminares

(a)

(b)

()

Se sugiere implementar primero el algoritmo de Monte Carlo y luego de confirmar que esta
funcionando, agregar el computo de las cantidades a medir.

En lineas generales es buena prictica diagramar en papel un esquema de la estructura del pro-
grama que se desea implementar (por ejemplo, como podria hacer para calcular fluctuaciones
cuadréticas de observables o como implementar condiciones de contorno periddicas) antes de
sentarse frente a la computadora. Le recomendamos también que comience tratando tamafios de
redes pequefias (~ 10 x 10) hasta asegurarse que el programa funciona como espera.

A lo largo de este trabajo estudiaremos bédsicamente cuatro observables del sistema. La magne-
tizacién por sito, m, la energia por sitio, e, y sus respectivas fluctuaciones o, = +/(22) — (x)2.
Su cddigo de simulacion debe reportar el valor de dichos observables a lo largo de la cadena de
Markov generada.

2. Preequilibrio y tiempos de relajacion

(a)
(b)

Discuta cémo implementar la condicién inicial del sistema en su algoritmo.

La configuracioén inicial que haya elegido para comenzar el algoritmo, pone al sistema en un punto
del espacio de fases que generalmente tiene poco que ver con configuraciones tipicas exploradas
por el sistema en equilibrio para valores dados de 7'. Analice, a partir de la evolucion de los
observables del item 1 el nimero de pasos de Markov necesarios para considerar al sistema “ter-
malizado”. Realice esta estimacion para diferentes temperaturas, en particular para temperaturas
mayores, menores y cercanas a la 7. Este andlisis le debe servir para estimar el nimero de
configuraciones iniciales que debe ser descartado para el calculo de valores medios en equilibrio.

3. Magnetizacion y energia media

(a)

(b)

(c)

Estime, como funcién de la temperatura (m(7, B = 0)) y (e(T, B = 0)). Para ello utilice una red
de spines cuadrada de lado L = 32, y realice un barrido entre 7' = 0y 7' = 27... Para la regi6n de
T ~ T, aumente la resolucién del sampleo. Compare lo obtenido con el resultado que se obtiene
bajo la aproximacion de campo medio. Discuta sobre el origen de las posibles diferencias.

De manera similar, analice el comportamiento de las fluctuaciones de e y m en funcién de la
temperatura . ;Con qué cantidades fisicas conocidas se relacionan dichas fluctuaciones?

A partir de lo obtenido en 3(a) y 3(b) obtenga una estimacion para la temperatura critica 7,

4. (Opcional) Efectos de tamaiio finito

Discuta los efectos del tamafo finito del sistema en la estimacién de observables definidos en el

limite termodindmico. Encuentre estimaciones de 7. para redes de diferente tamafio (por ejemplo
L = 8,16,64, 128, 256). ;Qué tendencia observa? ;Es posible extrapolar lo encontrado para L — c0?



5. (Opcional) Exponentes criticos

Con el valor de T, encuentre el exponenente critico /3 tal que m ~ (T'—1T,)?. Compare con el resultado
de la aproximacion de campo medio.



