Fisica Teérica 3 — 2do. cuatrimestre de 2014 — Primer parcial, con soluciones

Problema 1. Un gas ideal cldsico bidimensional estd formado por N > 1 particulas atrapadas en un potencial
arménico is6tropo V(z,y) = smw?(2? + y?). Las particulas tienen masa m. El sistema no intercambia

trabajo. Usando el ensamble microcanénico, se pide encontrar:
a) La entropia S(U, N).
b) La energia interna U(T, N) y el calor especifico, relaciondndolo con el principio de equiparticién.

c¢) Usando el principio de equiparticién, ;cudl es, como funcién de 7', el valor medio de 72 para una

particula del gas?

d) ¢(Cudl es el drea caracteristica del sistema como funcién de 7'? Con este resultado a la vista: ;es

extensiva la entropia del sistema?

» Solucion. (a) La energia de cada particula es

p2 mw2r2

WP =gt T

donde p y r son vectores en el plano. La energia total de las /V particulas es la suma de /N términos con esa

forma. El resultado puede escribirse definiendo dos vectores R y P, cada uno de 2N componentes:

R = (x17y17x27y27 s 7xN7yN)7 P = (pwlvpybpx%py% oo 7prapyN)-

La energia total es
P2 mw?R?
ER,P)=—
El volumen del espacio de fases con energia menor que & es
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Esto es el volumen de un elipsoide en 4N dimensiones. Definiendo nuevas variables
w = (2m)”'*P, p = (mw?/2)"*R,

queda
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Usando la aproximacién de Stirling resulta

S(E,N) = kN {log [(}fzif)? %] } = kN {3 + log

(b) La relacién entre temperatura y energia se obtiene como

1 9S 2kN

(=)' 3]}

Y de aqui el calor especifico,
C = 2kN.

El principio de equiparticion es facil de aplicar a este problema porque la energia de cada particula se escribe
como la suma de 4 términos cuadraticos en las coordenadas y los impulsos. Asi,

C'—4N><§—2Nk:.

(c) El mismo principio de equiparticion permite obtener (r?) de una particula, puesto que

mw?r?\  /mw?(z® 4+ %)\ 9 5 kT
2/ 2 B 2

lo que implica

2kT
2\ _
<T > T omw?’
Luego, el drea tipica del sistema es
2rkT
A= 2N = .
m(r*) T

Es razonable buscar el limite termodindmico haciendo tender A y N a infinito pero manteniendo A/N
constante. Tenemos que

A 2rkT

N  mNw?

De manera que lo que hay que hacer para mantener la densidad constante es hacer tender w? a cero del mismo
modo en que N se va a infinito. Esto tiene sentido, porque a mayor /N si queremos mantener la densidad
constante hay que permitir a las particulas extenderse sobre un drea mayor. Para esto hay que disminuir la
fuerza central, que es proporcional a w?. Notar que en términos de la energia la densidad es

A 7€

N  mN2w?’
Asi, despejando w en esta ecuacion, la entropia puede reescribirse como

S(E,N) = kN {3—1—105; (Z—T%%)} .



Si en lugar de £ se usa la temperatura, queda algo mas transparente a la interpretacion,

S(E,N) = kN [3 +log (QWZTT%)} = kN [3+1og (55 )] -

donde a = A/N es el drea por particula. Ahora se ve claramente que la entropia es extensiva. El sistema
puede ampliarse incluyendo A como una de sus variables. Variando w se varia A y el sistema intercambia
trabajo con el exterior.

» Segundo método: integrando por separado las posiciones y los impulsos. Es un método mas complicado,
pero que serviria para potenciales con una forma distinta a la cuadrética. Tenemos

1
Q(e):—/ "R /d2NP,
NI h2N K(P)+V(R)<E

donde K (P) es la energia cinética total y V(R es la energia potencial total. Los vectores P y R incluyen
cada uno las 2N componentes de los impulsos y posiciones de todas las particulas. Para valores dados de las
coordenadas, la integral en los impulsos estd acotada por K (P) < & — V(P), y asu vez V(P) no puede ser
mayor que £. Entonces

1
AUE) = ——+ / d* R / d*NP.
N| h2N V(R)<E K(R)

<E-V(R)

Ahora bien, la integral sobre los impulsos toma la misma forma que el volumen en el espacio de fases usual
para N particulas en 2 dimensiones,

1 2N 1 7V m[E - VR
N! h2N/ P = Q<5 B V(R)> ~ NIR2N N! ‘

K(R)<E—-V(R)

La cosa se complica porque ahora hay que integrar también en las posiciones:

1 ovg TV 2m[E VR Qon(2mm)N . mw?R2
Q(S)—W/ *"R 5 = N1 /R2<2£2dRR £-—, :

Mediante un cambio de variables queda

Qo™ 1 282\ ! _
2E) = a3 ( ) /OdmN (1= a2)N,

mw?

La ultima integral es la funcion beta B(/V, NV + 1). La B es la § maydscula, no la B latina. En general

B(a,b) = /0 de 27 H(1 —2)" ! = Tath)

En nuestro caso es

T(N)T(N + 1)
T(2N + 1)

1
B(N,N+1):/ dr VM1 — o)V =
0



Si después de todo esto da lo que tiene que dar, hay que celebrar. Escribiendo O,y = 27V /T(N) y usando
que I'(z + 1) = !, finalmente queda

() = 2m)Nr2N g2 \Y 2 &\ 2N
 N!'(2N)IR2N \mw? ) N!'(2N)! \ hw '

Si no me ciega el entusiasmo, esto coincide con la ecuacién (1)). Obtenido ©2(€) el resto sigue los mismos
pasos que con el primer método.

Problema 2. Considere una superficie adsorbente en contacto con un gas ideal diatémico. La superficie tiene
2M sitios, cada uno de los cuales puede adsorber una molécula de gas como maximo. Los sitios adsorbentes
no son todos iguales, sino que la mitad de ellos (sitios A) poseen una energia de adsorcion —W, y la otra
mitad (sitios B) —2W. El gas es diatémico y heteronuclear. La masa de las moléculas es m, 1o, = 10 cm™?
y T, = 6000 K (tener en cuenta que he/kp ~ 1.4 K cm). Las moléculas adsorbidas y el gas se encuentran

en equilibrio entre si a temperatura 7'.

a) Encuentre la energia media de las moléculas adsorbidas en funcién de 7"y del potencial quimico.

b) Encuentre el potencial quimico del gas en funcién de 7" y de su presiéon P para temperaturas de
alrededor de 500 K.

c) Halle el nimero medio total de moléculas adsorbidas en los sitios A y B en funcién de 7"y de la presion
P del gas para temperaturas de alrededor de 500 K.

» Solucion. (a) Tomando un representante de cada tipo de sitio, las funciones de particién del gran canénico

serian
Za=14 2"V, Zp =1+ 2V,

y las energias medias de cada sitio

r _ OlogZy w > _ OlogZs 2W
A 08 14z le BV’ B 0B 14z le28W°

Tratdndose de tan pocos estados es mas facil pensar todo probabilisticamente. Por ejemplo, decir

1 zePW 1
Ejx = E0)p(0) + E(1)p(1) =0 x Z+ (—=W) x = (=) ze®W,

etc. Hasta aqui las cosas para un soélo sitio de cada clase. Teniendo en cuenta que hay M sitios de cada tipo,

la energia media total de las moléculas adsorbidas serd £ = M (E4 + Ep).

(b) La temperatura es tal que las vibraciones estan congeladas y la rotacion puede tratarse cldsicamente, pues
Ot >~ 1.4 x 10 K = 14 K que es bastante menor que 500 K. Vale entonces escribir

Zyor = Y _ (21 + 1)e A DEGwor ~ / "l 2l PkOwn — _®T :
=0 0 rot



) .. ) V
La funcién de particién del gas en el gran candnico es entonces Zg,s = €xp (221 Z01) , donde Z; = bek
Ademas tenemos la igualdad

BPV =10g Zgas = 221 Zrot.-

Luego,

Oro
u:kagu:M”bgWPﬁ)+bg(jf)}
(c) Tomando un sitio de cada clase sobre la superficie, sus nimeros medios de ocupacion son

0Z 4 1 0Zp 1
—= n =z - .
0z 1+ 27 le= AW’ B 0z 1+ z-le—28W

npg==z

Esto es compatible con las energias medias, que, como los sitios s6lo pueden estar a lo sumo simplemente
ocupados, deben satisfacer 4 = —n W y Eg = —2ngW. O, si se prefiere pensarlo en términos de
probabilidades,

BW

ze
=0x—+1

na ><Z+ X 7 ,

etc. El nimero medio total de moléculas en cada tipo de sitio es Mn;. Lo tnico que resta hacer es reemplazar
z por el resultado obtenido en el item anterior. Por ejemplo,

KT T -1
Mns=M|1+ — A
nA tyYpo.°©

m No puede negarse que la solucién del problema ha sido bastante directa. Lo que sigue abajo es una larga
digresion, que pone en palabras algo que resultard muy evidente a primera vista: que los grados de libertad
congelados son irrelevantes. Es una de esas cosas tan evidentes que apenas uno trata de elaborar un argumento
mas formal acerca de por qué son evidentes, se encuentra con que no sabe qué decir, porque ya el primer paso
parece llevar a una contradiccion.

En la solucién anterior, se omitieron desde el comienzo los grados de libertad congelados. Pero si, por
ejemplo, se hubieran incluido para el gas los grados de libertad de vibracion (antes de decidir si estaban
congelados o0 no), es facil ver que el resultado final hubiera sido

KT T !

L
t¥po. e
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Esto descubre una sutiliza en el problema. La funcién de particidon de vibracion puede calcularse exactamente,

—Bhw/2
—Bﬁw n+ €
Zib = Z ¢ T o Bhw



La temperatura de vibracion era hw = 6000 K, que es mucho mayor que los 500 K del problema. Puede
aproximarse entonces

A modo de verificacion, si uno calcula explicitamente estos nimeros obtiene
o—Bhw/2

1 — e fhw

e P/ = 0.00247875 ...

= 0.00247876 .. . .,

Son numeros muy pequefios. Notar que cuanto mas grande es la temperatura de vibracion, mas cercano a
cero es el factor Z,;,. Paraddjicamente, cuanto mayor es la temperatura de vibracién y menos accesibles son
los estados vibracionales, mayor es el efecto de Z,;, sobre el resultado final para el nimero de particulas
adsorbidas en la ec. (2). En el limite, para estados vibracionales completamente inaccesibles serfa ny =
1. Es como si algo inexistente a todos los fines précticos tuviera un efecto catastréfico. El tiempo que
permanecimos ignorantes de los grados de libertad internos, todo anduvo bien. Y ahora que sabemos que
existen, aunque sean inaccesibles, todo se va al diablo. Ademds, ;por qué no seguir incluyendo términos
hasta llegar a las excitaciones de los quarks dentro de los nicleos? Supongo que estas cosas las habréan visto
en las tedricas, en relacion al fracaso de la fisica clasica para predecir los calores especificos aplicando simple
equiparticion.

En nuestro caso, el problema se origina en el hecho de que los niveles vibracionales tienen un minimo
de energia eoyi, = hw/2 que puede ser muy grande. Esta energia estd presente sea cual sea la temperatura,
aun cuando ésta sea tan baja que no llegue a excitarse ningtn nivel de vibracién por encima del fundamental.
Algo similar ocurre con otros grados de libertad, e incluso con la energia en reposo mc?. Las excitaciones
que no se excitan no deberian tener ningin efecto en los célculos de cosas tan concretas como el nimero de
particulas adsorbidas, contrariamente a lo que parece indicar la ec. (2). Hay al menos dos caminos posibles
para resolver esta paradoja.

Si uno dice que —WV es la energia total que tienen las particulas adsorbidas, entonces la funcién de
particiéon del gas debe ser calculada teniendo en cuenta todos los grados de libertad explicitamente. EI
resultado para el nimero de moléculas adsorbidas deberd incluir por lo tanto no sélo la funcién de particion de
vibracién, como en la ec. (2)), sino las funciones de particion asociadas a todos los grados de libertad internos.
En el cdlculo de alguna de ellas debe incluirse también la energia en reposd] Los grados de libertad que a
las temperaturas relevantes del problema estdn congelados tendran funciones de particién que sélo incluirdn
el término asociado a sus niveles fundamentales,

ZO! ~ gOé 6_56004.

Aqui « es el indice que nombra al grado de libertad interno en cuestion, g, es la degeneracién de su nivel
fundamental y €y, es la energia del fundamental. Para mayor sencillez en el argumento, supondremos que

*Asimismo, —W = mc? + ...,y puede ser enorme comparada con k7.
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para todo « es g, = 1. Ya vimos, por ejemplo, que

Habrd muchos de estos grados de libertad y los valores numéricos de estas funciones de particién pueden
ser muy pequefios. Ademds se plantea el problema de que puede haber grados de libertad con energias de
excitacion tan altas que incluso no hayan sido observados nunca. Podemos imaginar tantas de estas interac-
ciones como querramos sin tener forma de comprobar si verdaderamente existen o no. Seria extraio que los
célculos realizados para temperaturas ordinarias dependieran de interacciones desconocidas o inaccesibles.
Todo calculo seria inconclusivo. ;Cémo pudimos calcular funciones de particién tan despreocupadamente y
pretender que decian algo acerca de sistemas reales?

Volviendo al problema de las moléculas adsorbidas, si se incluyesen todos los grados de libertad conge-
lados obtendriamos algo de la forma,

-1 -1

kT T kT T
na= |1+ 5p O |a| Zy | e ~ 1+ NP O exp |- | W + Ea €00

I

KT T 7t
14+ = W
[ tvpo.°© }

donde

W =W+ en=W+e, (3)

y « recorre los grados de libertad congelados a la temperatura de interés. A todos los efectos précticos, el
problema sigue estando definido por una energia de adsorcion, pero de valor W’. Si se trabajase con W’
en lugar de W, no seria necesario decir nada acerca de los grados de libertad congelados, sino simplemente
omitirlos desde el comienzo. Ademds, si hubiera grados de libertad atin por descubrirse, su omisién seria
irrelevante. Mientras no se logren excitar los grados de libertad congelados, 1’ es la tnica cantidad que
importa, y la Gnica cantidad accesible experimentalmente. Del mismo modo, en mecdnica no relativista uno
no escribe que la energia es mc? + %. Pero asi como no hace eso, tampoco resuelve problemas en donde
haya creacion y aniquilacion de particulas.
Notar, por dltimo, que la ecuacién (3)) mds propiamente deberia ser escrita como

W = —W — e,

para indicar que lo que se estd haciendo en realidad es sustraer de la energia total de las particulas adsorbidas
la energia del nivel fundamental de las moléculas en el gas. Es decir, lo que se estd haciendo, en esencia, es
definir las energias de modo que para las moléculas del gas el minimo sea 0. La energia — W/’ representa pura
y exclusivamente la energia de interaccion de la pared con la molécula.

Otra forma de eliminar los grados de libertad inaccesibles, pero con niveles fundamentales de energia
no despreciables, consiste en proponer la siguiente hipdtesis: que la interaccion de la superficie adsorbente
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con las moléculas adsorbidas es lo suficientemente débil como para no afectar los grados de libertad internos
que estan congelados a las temperaturas de interés. Por ejemplo: si la interaccion con la pared es débil, el
potencial interatdmico que da lugar al enlace de los 4tomos y a las vibraciones de la molécula no se vera
afectado por el hecho de que las moléculas estén adsorbidas. Entonces, al calcular la funcién de particion de
un sitio en la pared habria que incluir si o si la suma sobre los estados vibracionales:

Zy=1+=2 Z PWe=Peiv — 1 4 2PV Zyib-

est. vib.

Y asi deberiamos incluir el resto de los grados de libertad méas duros:

Za=1+ 2 HZQ.

En contraste con el argumento de los parrafos anteriores, bajo este punto de vista, W es exclusivamente la
energia de interaccion de la molécula con la pared. A las temperaturas de interés, las funciones de particién
de los grados de libertad congelados se reducirdn a los términos de sus niveles fundamentales

HZa ~ ¢ P L c0n Hga = qo e P,
(0%

[e%

Aqui hemos vuelto a incluir la posibilidad de que los niveles fundamentales estén degenerados. En definitiva,
Za~ 14 2 gge Po eV,

Es razonable que la rotacion de la molécula, y todos los otros grados de libertad poco energéticos si se vean
afectados por la interaccion con la pared. En todo caso, su efecto residual estard incluido en WW.

El argumento se completa volviendo a la funcion de particiéon del gas. Separando explicitamente el
término de rotacion e incluyendo todos los grados de libertad congelados es

108 Zgas = 221 Zvor, | | Zoe ™ 221 Zvor. o™

Pero asi, en todas las funciones de particion, tanto del gas como de las moléculas adsorbidas, aparece siempre
la combinacién zgoe#%. A todos los efectos practicos, podemos elegir como pardmetro 2’ = zgoe 7. Esto
tiene el efecto de eliminar el nivel fundamental ¢, en todas las ecuaciones. Es equivalente a omitir desde el
comienzo todos los grados de libertad internos congelados y a fijar el nivel fundamental en el valor 0.

En resumen, sea cual sea el camino que se elija, uno puede olvidarse de los grados de libertad congelados y
resolver el problema como qued6 hecho mas arriba.

Problema 3. Un gas de NV fermiones no interactuantes de masa m y de espin s se encuentra confinado dentro
de un cilindro. El cilindro tiene altura infinita y el drea de su base es A. La base del cilindro estd en y = 0.
En la direccidn del eje del cilindro actiia un campo gravitatorio uniforme de aceleracién g = —gy, con g > 0.
El gas estd a T' = (. Usando la aproximacién semiclésica para la densidad de estados en el espacio de fases:

a) Encuentre la energia de Fermi.



b) (Cudl es la altura maxima y,,,, que alcanzan las particulas dentro del cilindro?

¢) Encontrar la ecuacién que determina la fugacidad = = e’* cuando T' > 0. (Esta ecuacién puede
escribirse exactamente en términos de las funciones f,.)

d) Encontrar la primera correccién no nula al potencial quimico p cuando 7' > 0.

~ -
S —a|—-—_

Problema 3

m Solucién. (a) En general la relacion entre V y el potencial quimico, es

drg,A [ o 1
N = 13 / dy / dp p* = : )
0 0 1 + 2z 1ePamthmay
Cuando la temperatura es cero, el nimero de ocupacién es un escalén que termina en la energia de Fermi,
n(E) — O(ep — F),

4 A 00 00 2
N = s / dy/ dpp2@<6F—p——mgy>.
h® Jo 0 2m

Integrando en p queda

g, A [ 1
N =T [Ty S om) (e~ mgy)* O (er — ).
0

La dltima funcién escaldn es necesaria, puesto que la integral en p arranca de p = 0. Si el escalén original,
para y fija, corta antes de p = 0 entonces la integral en p es cero. La integral en y suscita las mismas
consideraciones. Finalmente,

dmgsA 2 e“;/ 2

N= 2 (Qm)3/2 z

3p3 5 mg Ol

La ultima funcién escalén puede omitirse en todo lo que sigue; representa el resultado obvio de que para una
energia de Fermi negativa no puede haber ninguna particula en el cilindro. Luego,

8rgs A (2m)3/2

15 N p3 120
F:{ g ] )



(b) Ninguna particula puede tener mayor energia que ¢, es decir, 2 + mgy < ep.La mdxima altura posible
se obtiene para el maximo valor de la energia y para p = 0. Asi,
G ! 15 N K P
Ymax = 8mgs A (2m)3/2

Dicho de otra manera: para 7" = 0 los estados tienen 1 o ninguna particula. Los que tienen 1 particula son

mg  (mg)*?

todos aquellos para los que € = % +mgy < ep. Fijada la energia, el maximo de y se obtiene para el minimo

de p, que es cero. Entonces

€

max\€) = —.
Yrmax (€) ma

El maximo de los maximos se obtiene cuando € = €.

(c) Volviendo a la ec. H cuando 7' > 0 podemos hacer el cambio de variable z = S3p? /2m, con lo que

resulta
1/2

- 27TgSA 3/2 & & X
N = e (2mkT) /0 dy/o dx P

La integral en x es la f3/,, pero evaluada en un punto que depende de y

271'9514(2 kT)3/2F ( ) / dy f3/2 (Zefﬁmgy) '
0

Haciendo el cambio de variables ( = ze™"™%_ queda

/0 "y fuga (ze 09 = Z—i /0 i "f?’/T(o = foal2).

Luego de unos simples reemplazos resulta

N_

gsA KT
V=3 g 522)

(d) Cuando T — 0, el potencial quimico tiende a la energia de Fermi. Para 7" suficientemente chico serd

z = € mucho mayor que 1 y podrd usarse el desarrollo de la funcién f5 /2 para valores grandes de su
argumento. Asi queda

5/2
v BT G
A mg T (1) 2

(KT)?]
112

[\CR GV

72
6

8mgs (2m)3/2A 572 (kT)?]

15 mgh? 8 u? |
La aproximacion de orden cero consiste en escribir 7' = 0, y da, segtin corresponde, la energia de Fermi,
como es fécil verificar a partir de la ec. (5). Para encontrar la primera correccién, podemos escribir una

ecuacion implicita para ., despejando el 1%/ que figura delante del corchete en la ec. @,
€F
M= :
52 (KT)27%°
I+ —
8 u?
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Aqui no tiene mayor sentido conservar términos de orden mayor a 7, de modo que basta con desarrollar
hasta ese orden, con lo que resulta

-5

Como el término proporcional a (kT')? dentro del corchete ya es una correccién, basta con reemplazar el y
que aparece ahi con la solucién de orden cero. Finalmente,

72 (kT)?
“ZGF[“I ]

» Segundo método: a la Capuzzi, usando la densidad de estados D(¢). La densidad de estados de energia se
calcula como

s 2 A7,
_%/dgr/d?’pé(e—;—m—mgy) Wg / dy/ 2dp5<e———mgy)

Lo més sencillo es hacer primero la integral en y, teniendo en cuenta que

/OOO dy 6(y — yo) = O(yo)-

Asi resulta,

drg, A [ 2 A g, A(2me)3/?
L dpp2@(e—p—): mgs ALCME)TT o ).

2m 3h3mg

Compidrese con el caso usual, que resulta proporcional a €!/2. Luego, el niimero de particulas esti dado por

3/2 oo 3/2
N = / _ 4mg,A(2m) / de €
0

‘1t z—165€ 3h3mg 1+ z-1efe

Si la temperatura es cero, resulta

Am g A2m)3? 2 5 _ 8mgsA(2m)3 2 5

N = 282 = .
3h3mg 5 F 15h3mg °r

Esto coincide con el resultado del método anterior. Si 7" > 0, lo que queda se lee mds facilmente que
siguiendo el primer método. Es

4 g, A(2m)3/2 p=5/2 E gsA

N= 3h3mg L) fale) = )\3 kT Joya(2):

A partir de aqui el planteo es el mismo de antes.

B Algunas férmulas que pueden ser ttiles [incluidas en el enunciado de los parciales]:

dU = TdS — PdV + pdN, dF = —SdT — PdV + udN,
dG = —SdT + VdP + udN,  dH = TdS + VdP + udN.
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/ dd Qd Cd/2 ﬂ_d/20d/2
\

Tr = =
xp<c d (5)!
In(N!) ~ NInN — N, N>1.
K211+ 1) 12

Espectro del rotor rigido: ¢; = Temperatura de rotacion: kgO,o =

2] 2l

Ppgrom (2emkT)*? 1
W © I Rt

L Jasica: P dr d*p
Aproximacién semicldsica: Z (€) — = F(e(r,p)).
estados de 1 part.

_ 1 o0 .TV_I , . fu—l(z) _
M= [ o me L= oo
o (Br)" a1 N
fuo (€M) ~ NCEEY {1 +v(v—1) 5 (5#)21 . cuando [u > 1.
I'(v+1)=vl(v) =, r(i)=vr

[A estas formulas se agregd en el pizarrén la funcién B(a, b), para los que tomaron el camino dificil en el
primer problema.]
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