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Solucion exacta del modelo de Ising 2D para redes finitas

Ahora que ya han avanzado bastante con las simulaciones de Metropolis—Monte Carlo pueden comparar
sus resultados con la solucién exacta para redes finitas y con condiciones de contorno peridédicas. En
principio, calcular la funcién de particion para una red finita es muy simple. Para una red cuadrada de
N x N espines y sin campo magnético externo basta con hacer la suma
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El problema es que el nimero de términos en la suma crece de manera exponencial. Para una red cuadrada
de lado N hay 2V * estados. Ahora bien, muchos estados corresponden a un mismo valor de la energia, y no
hay tantos valores posibles de la energia como estados. En realidad hay muchos menos. La energia minima
de lared es

Emin - _2JN27

y corresponde a los estados en que estdn todos los espines hacia arriba o todos los espines hacia abajo. Es
decir, tiene multiplicidad 2. Para una red con un nimero par de espines por lado, la energia maxima se
consigue alternando los espines. Resulta

Frax = 2JN27

y también tiene multiplicidad 2. Para redes con un niimero impar de espines por lado es imposible alternar
los espines satisfaciendo condiciones de contorno periddicas, de modo que la energia maxima satura en un
valor menor a 2JN?2. En todo caso, cada vez que modifican el estado de la red dando vuelta un espin, la
energia cambia en saltos que pueden valer 0, £4.J o +8.J, porque cada espin tiene cuatro vecinos y la suma
de los cuatro vecinos sélo puede tomar los valores 0, £2, +4. Cuando dan vuelta un espin la energia cambia
en una cantidad que es igual al doble de la suma de sus cuatro espines vecinos. En otras palabras, la energia
va de 4 en 4, en unidades de J. Finalmente, todo esto sirve para decir que la funcién de particién va a poder
escribirse como
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donde Q)(F;) es el nimero de estados con energia
E; = —(2N? — 49).

El nimero de términos en la suma (1)) es N? + 1, y crece linealmente con el nimero de espines de la red, en

contraste con el crecimiento exponencial del nimero de términos de la primera suma que escribimos, que iba
2 . . .

como 2V, Obviamente, Q( E;) puede tomar el valor cero para ciertos E;, pero siempre es

> (E) =2



El problema es que ahora necesitamos conocer los coeficientes Q(E;), lo que tiene el aspecto de un dificil
calculo de combinatoria. Este problema fue resuelto hace muchos afios estudiando la expansion de la funcién
de particién en potencias de e~?/ para bajas temperaturas. Vean, por ejemplo, P.D. Beale, Exact Distribution
of Energies in the Two-Dimensional Ising Model, Phys. Rev. Lett. 76, 78 (1995). También pueden consultar
la tercera edicion del libro de Pathria (que en realidad ahora es el Pathria—Beale).

En archivos adjuntos figuran i) las listas de coeficientes 2( F;) para redes cuadradas desde 5 x 5 hasta 50 x 50,
ii) el programa en Mathematica usado para generar los coeficientes, cuyo autor es Beale, y iii) el paper de
Beale. Con las listas de coeficientes pueden construir las funciones de particion, la energia media, el calor
especifico, etc. Pueden graficar esas funciones junto con los resultados de sus simulaciones y compararlas.
Creo que no les va a convenir graficar directamente las funciones exactas (que son funciones racionales con
muchisimos términos), sino construir listas con pares de valores, por ejemplo {7',U(T)}, con T variando de
pasos discretos, y luego graficar esas listas, tal como hicieron con los resultados de las simulaciones. Digo
esto porque aunque pueden definir la funcion exacta U (7") como cociente de funciones racionales, si intentan
hacer un plot[U(7')], dejando a consideracion del programa el paso entre valores de 7" consecutivos, lo mas
probable es que el programa elija un paso demasiado chico y tarde mucho en plotear las curvas. Por eso, es
mads practico generar uno mismo una tabla, con un paso d1’ pequefio pero no mucho, y hacer que el programa
grafique esos pares de valores.

Las listas de coeficientes Q(E;) estdn en archivos de texto que no deberian ser dificiles de leer, segtin el
programa que usen. Abran con el Notepad alguno de los mds pequefios para ver qué aspecto tienen. Los
Q(FE;) estan ordenados de menor a mayor energia, con

E; = —(2N? — 44), i=0,1,...,N%

Con esos coeficientes se construye directamente la funcién de particién (I). Por ejemplo, para lared de 8 x 8
los coeficientes 2(E;) son
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