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Es la condensacion de Bose una transicion de fase?

recordemos

La condicion 4~ > g2 (1) define una region en el diagrama

de fases P— v — T en esta region podemos pensar en la
coexistencia de dos fluidos (p=0y p+ 0)

De esta forma, si fijamos v , podemos definir una
temperatura critica 7. —

-
COMo A = J2n'ﬁ mkT —

A = [Jznh“/mm :| = "’g%(l) (93/,(1) [2)

luego 1. es del orden del volumen especifico
entonces
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En al region 4= > g;3,(1) vale z
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De donde para v < v, la presion P no depende de v

En la otra region, depende de v

(infinitamente compresible)
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recordemos

Entonces

Solo si wv,

Reemplazando en P

Finalmente

Para la curva de transicion
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Condesado total, v=0

En coexistencia tenemos
Mezcla de estado A con B
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Dentro de la linea de transicion la presion P es cte y
corresponde fases en coexistencia, en B |la fase normal y
en A la fase condensada.
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Fig. 12.7 Isotherms of the ideal Bose gas.



En el plano PT

La presion de vapor es

Po(T) = ﬁ{gs.-'z(l)

Linea de transicion
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FIG. 7.3. The pressure and the internal energy of an ideal Bose gas as a function of the
temperature parameter (7/T,).



Si derivamos esto con respecto de 7' con
(}l = J2rrhuf’mk7")

dPo(T) _ ¢ k152 1y
0T = 3é3£(r)_

dT 5
(JZHﬁH/mk )

| 5 gsn(l)
— kT
Tv, [ 2 gap(l) ]

k
— o5 ( 1
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El volumen especifico de la fase normal es v, y el de la
condensada es 0 de donde|Av es v.

(sobre esta curva exactamente)
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Recordanado la ecuacion de Clayperon

dP _

IAs _ [/

con|/ el calor latente

dT  TAv TAv
que en este caso e\

Luego es una

B

2

g3n(1) ]

transicion de fase de primer orden

Otras funciones Termodinamicas:

/[=TAs

\
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/[=TAs

o _U+Pr B

Nk NkT KT

Sy i Pl - i 5 85n 7)
Nk 2 NkT kT 2 g30(2) —log(z)
siIT < T.|— (log(1)=0)

En este ultimo caso = « 772 —

S—=0conT7T — 0




Proceso Adiabatico

Tomando en cuenta lo anterior

En T>T, S/N constante — z=cte

En T<T, S/N constante = v/A3constante

Luego para ambos casos es la misma relacion, de donde

vT %2 =cte

PT % =cte

Pv>’® =cte
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/

/

T/T

14



1925 ~__
T LH- R R A
&
= K
2 s
S o
0 { J
0 1 2 3

(T/Te) —>

FIG. 7.4. The specific heat of an ideal Bose gas as a function of the temperature parameter (7/7.)
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Fic. 7.5. The specific heat of liquid He# under its own vapor pressure (after Keesom
and co-workers).
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Resumen de cosas interesantes
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Limite clasico de la Funcion de
particion

Sistema :

gas ideal , N particulas

pi | h 2
H:ZEW’H_Z_EWVE

Funciones de onda (condiciones periddicas de contorno)

2rhn

-
o

Dado un volumen V= p. =

conn = (ny,ny,n-);n =0,+1,£2,..
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Dp(1.2,..,N) ; donde el subindice P se refiere a
las permutaciones

2m

®,(1,2,..,N) = ,/% ZPO‘;{HM(P|)Hﬁ.g(P3)..}

H®,(1,2,..,N) = [Z,- “—3]qu(1,2,..,;&-’)

adecuadamente “simetrizada”

la funcion de onda u,, () tendra asociada la particula P,
ipr

h

Up, (r) = # 6?{[)(

op = | Bosones
op = | Fermiones con permutacion par
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op = —1 Fermiones con permutacion impar
Sp=1[-1]"

Sea el Canonico

ONV.T) = Top = 2, exp(-=BE,)

T, exp(~BH) = ,+ Z (O, |exp(-BH) |D},)
+_ Z (<IJ|}|exp( —PEp)|Dp)
_ + Z exp( —BE)(Dp|Dp)

20



Texp(-fH) = = > exp(—BEy) [d>Vr®,|
P1:P2:-P35---

S _| d’p

iy

2

T, exp(—@H) = Trexp(—pK) =
Jd” ryA _| dpexp(=BE,)|Dp|-

N h

ermutacion .,
P Funcidon de onda

_ 2
Veamos primero el |®,|

Dl = JL 7 22 0rluh, (PO (P2). 132, 8 0lup (Q1)upn(Q

Dy|* = =7 ,,_,UO 0 oluy, (P)uyn(Pr). . J[up, (O0)up(02). . ]
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Como hay permutaciones en Py O — N! estan repetidas —
multiplicamos por N!'y reemplazamos u,, (Q) < u,, (1)

Dp|* = < 22, 0plup, (POup(P2). Jlup, (Dupn(2). ]

|Dpl° = :—Z oy, (P1)up, (1) ][u) (P2)upn(2)]..

Como
1p, () = = exp(£=)
Entonces
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Dp|*> = —explip, + (r1 = Pri) +ip, « (r2 — Pra) +...]

Si fuesen 2 particulas considerariamos e 171 ek — gikir gikar,

exp(-BH)
2
Habiendo calculado ‘(D P‘ /

Trexp(-pH) = <= | a’”d/ [d*p> 60 {ﬂg Bz i, (=P, m}
- S

Multiplico y divido por [J d-‘pexp(—ﬁpzﬂm)]'

I exp(—pH) = ;_.a’“?‘ [J‘a’-;;;rexp(—ﬁpzﬂm)]'Y *

N1h3N
A _I “Gf?t‘-"ir}( ﬁ(%}lfp}_'(r_,. Pr, }.-'h)

[

=1 J d’ pexp(—pp2/12m)

1™

*ZF()‘;H‘{

-~
.
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/

T.exp(—pH) = — J.a’-}“'rV'""[J.d3;_7exp(—ﬁp3f2m)]'\.:+:

N3N

| u’-“xwxp( B(SLyvip (r,-Pr, h)

J d* pexp(—pp/12m)

La integral es de la forma

L [dpexp(-p(L&=) —ip -r/h ) =

ademas kT = p;/2m entonces queda

= ﬁ Jq(ﬂ;_?exp(—()—;) —ip +r/h)

|
p

este es el numerador del termino de la derecha I exp(=pH)



T.fexp(_ﬁ[:[) = I J. d}\.rl/l\-[,l. d-_)‘;)exp(_ﬂpzfznf)].\. *

NN

Ahora lo integramos B d-‘mxn( Bl ip (P, n)
* Z{) 0 P ]_[

I .3 p> . J d*pexp(~pp>/2m)
= T-I dpexp(—(p—:) —Ip - r/h )

j=1

veamos que
_‘ d’ pexp(—ap?) exp(—ibp)
_‘ dp, exp(—api)exp(—ibpy) | a = p# - h = f?

_‘ dpxexp(—apz)(cos(bpy) — isin(bpy))
_‘ dpexp(—ap:)(isin(bp,)) =0

[ dpxexp(=ap?)(cos(bpy)) = S exp(—4) =

(para x)

entonces resulta
] exp(=4-) = EﬁJ2kaexp(%%) =
h

+ R 2r
p7
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N

T, exp(—pH) = \,I:’R.ﬁ_; J‘c/-';-“'f'l»-"’-\[J‘ci-ﬂ‘pcxp(—[fpzf’im)] *

\ [:‘E“';?C.\p( ,h’l.‘%}lx'p__‘[ r—Pr; 'j:«:"ﬁ)
2 i Z P op ] I i i 3
2rh — =1 J d” pexp(—fp-/12m)

Como A = —

Este ultimo A3 se simplifica con
[ d*pexp(—=Pp>/2m) en el denominador

= exp(—ﬁi—i) = Ari — Pr;)

Queda entonces
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.

T.exp(—BH) = —— J d*rd* pexp(-f ) ;; )ZP()‘;: | |Ar; = Pr)

N3N

N3N

N— 7
V

donde \

Oy = { k= [ pexp(-B X 45 }

— { | J d*pexp(-=p> ;i )} {J d*ryop| [ A - Pl‘:')}

Estudiamos ahora {J M) op] [ Ar - Pr;)} (que multiplicaa Q

a) "No hay permutaciones" — dilucion "«" = A0) = 1
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b) "una permutacion” — permutamos 2 indices

[TAr = Pri) = [frs —r) * [T A0) = [Ars —ra))* = fifi

XXXXAXAXXXXXXX

1 permutacion

XXXXAXXXXXXX
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c) permutamos 3 indices

| [Axi = Pri) = fufufi

/ 2 permutaciones
i k

XXXXAXAXXXAXXXXXXX

XXXXAXXXAXXXXXXX
J
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d) 4 indices "consecutivos de a pares”

| [Ari = Pri) = fifi

2 permutaciones

i j k |
XXAXXAXXAXXAXXXAXAXXXX XX

XXXAXXXXXXXAXXXXXX
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2 permutaciones

1 permutacion 2 permutaciones

De esta forma

]_[f (ri=Pri) =12 wa f“ i Z;‘»-::jf:frf "if itf “f‘f T Zﬁ-:z:i:k-:z:f’f f‘f zu'f' ...

donde
+— bhosones

-—> fermiones

Como depende todo esto de la Temperatura ?
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(vacomo r 2T )

/

L f = exp(-nri/i?) =

2rh

mkl

L =

T'—- 0= 21— 0= fr) — I

de donde si 7" es alta v el sistema es diluido solo sobrevive
e| termino de orden mas bajo es decir O permutacion

Ari—=Pr;) =1
entonces a orden 0 recuperamos lo clasico

Trexp(-BH) = Ov
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Si la dilucion no es tan extrema

[[Avi-Pry=123 7 ~11£f

i<

i

]~ exp(-p2-..vj

con v+ "Interaccion efectiva"

= —kTlog[1 +/3] = —leog[] +exp( 2| )]

Si tomamos |r;

=7l ~0
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Para bosones

v = mog[u{l—“"’” }] —  kTlog(2)

|ri—+;|—0

Para fermiones
:—m@g[”"’ ] —  —kTlog(0)

/ lri—r|—0

V(ry) Fermiones

Bosones



Luego en este limite

Fermiones se comportan como si hubiese un potencial de
intferaccion repulsivo

Bosones se comportan como si hubiese un potencial de
interaccion atractivo

V(r;)

Pero las particulas son no interactuantes
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