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Problema 1

Considere un sistema de bosones idénticos de masa m, spin 1 y momento magnético
µm que no interactúan entre śı. Las part́ıculas están confinadas en una trampa
armónica tridimensional de frecuencia angular ω, y además están sometidas a un
campo magnético uniforme de magnitud B > 0 en la dirección z. El hamiltoniano de
una part́ıcula es pues

h(q,p, s) =
|p|2

2m
+

1
2
mω2|q|2 − µmBs,

donde s es la componente z del spin. El sistema está en equilibrio a temperatura T
y fugacidad z.

(a) Calcule el logaritmo de la función de partición grancanónica del sistema, ZGC, y
de ah́ı obtenga el valor medio del número de part́ıculas, N . (Ayuda: le puede ser
útil saber que el área de la esfera de radio 1 en un espacio de d dimensiones es
2πd/2/Γ(d/2).)

(b) Obtenga los valores a los que tiende la temperatura cŕıtica, Tc, del sistema en los
ĺımites B → 0 y B →∞, como funciones de N y ω.

(c) Calcule la magnetización por part́ıcula, M , del sistema como función de T , ω, B
y N a temperaturas por debajo de la cŕıtica.

Problema 2

El parámetro de orden asociado a la transición de fase ĺıquido-superfluido es una
función compleja, Ψ, que puede ser interpretada como el número de part́ıculas en la
fase superfluida multiplicado por su función de onda. La enerǵıa libre de Ginzburg-
Landau correspondiente es
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donde T es la temperatura, Tc es la temperatura cŕıtica y a, b y m son constantes
positivas, la última de las cuales puede ser interpretada como la masa de las part́ıculas
que forman el superfluido.

(a) Obtenga la ecuación diferencial que debe satisfacer Ψ para ser un extremo de F .

(b) Suponiendo que T < Tc, obtenga una solución de esta ecuación que describa el
superfluido con densidad uniforme no nula moviéndose a velocidad constante v.
¿Cuál es el valor máximo que puede tomar |v| a una dada temperatura?

(c) Calcule el calor espećıfico, cV , del superfluido en la configuración del ı́tem ante-
rior.



Problema 3

Considere una part́ıcula browniana que se mueve en una dimensión en un medio con
coeficiente de fricción γ bajo la influencia de un ruido blanco gaussiano de amplitud
espectral g. Sea P (x, t) la densidad de probabilidad de que la part́ıcula se encuentre
en la posición x en el instante t. En el ĺımite de alta fricción, P obedece la ecuación
de Fokker-Planck

∂P

∂t
=

g

2γ2

∂2P

∂x2
.

(a) Encuentre la solución general de esta ecuación como una integral de la forma
P (x, t) =

∫∞
−∞ dkPk(t)e

ikx.

(b) Obtenga expĺıcitamente P (x, t) para t ≥ 0 suponiendo que, en el instante t = 0, la
part́ıcula se encuentra con certeza en la posición x = 0. (Ayuda:

∫∞
−∞ dke

−αk2+ikx =√
π/α e−x

2/(4α).)

(c) Calcule 〈x(t)〉, 〈x2(t)〉 y la entroṕıa de Shannon, S(t) = −
∫∞
−∞ dxP (x, t) logP (x, t),

para la densidad de probabilidad obtenida en el ı́tem anterior. Comente su re-
sultado para S(t).


