Fisica Teorica 3 — ler cuatrimestre de 2016

Guia 2: Combinatoria, probabilidad, informacion y entropia

I. Combinatoria

II.

1.

(a) (De cudntas formas se pueden ordenar 5 personas en hilera para sacarse una foto?

(b) ¢(De cuantas formas si A y B quieren salir juntos (uno al lado del otro)?

(Cuantas palabras de 3 letras (que tengan o no sentido) se pueden formar con las letras a, b, ¢, d, e y f?
(a) sin repetir letras, (b) sin importar si se repiten letras.

Se llama anagrama de una palabra a toda permutacién de sus letras, de modo que el resultado puede
tener o no sentido. ;Cuéntos anagramas tiene la palabra MANZANA?

Para un torneo de ping pong se anotaron 6 personas. ;Cudntos partidos se van a jugar si todos tienen
que jugar entre si?

. Hay N libros y M cajas. Cada caja puede contener hasta NV libros, apilados uno sobre el otro. Cuéntas

maneras hay de acomodar los libros en las cajas si:

(a) Los libros son todos iguales y las cajas todas distintas.
(b) Los libros y las cajas son todos distintos.
(c) Los libros y las cajas son todos iguales.

(d) Los libros son todos distintos y las cajas todas iguales.

Probabilidad

. Se lanza una moneda. ;Cudl es la probabilidad de obtener cara?

. Se lanza un dado cubico, con las caras numeradas de 1 a 6.

(a) (Cual es la probabilidad de que salga 6?

(b) (Cudl es la probabilidad de que salga un nimero par?

. Volviendo al problemal [l Si las 5 personas se ordenan al azar, ;cudl es le probabilidad de que Ay B

salgan juntos?

Sabemos que el nimero de teléfono de Juan tiene 8 digitos: dos 3, tres 1, dos 0 y un 9, y no empieza
con 0. ;Cudl es la probabilidad de que en un llamado nos comuniquemos con Juan?

. Se lanzan 10 dados. ;Cudl es la probabilidad de obtener exactamente tres 67

Una bacteria tiene probabilidad p de reproducirse en un intervalo de tiempo. Si hay 5 bacterias, calcule
la probabilidad de que s6lo 2 se reproduzcan en ese intervalo.

En un partido de truco que dura 15 manos entre 4 jugadores, encuentre la probabilidad de que a un dado
jugador nunca le toque el ancho de espadas, y de que el ancho de espadas no salga en todo el partido.

. Probabilidad Condicional. Se lanza un dado de 8 caras, numeradas del 1 al 8.



10.

11.

12.

13.

(a) (Cual es la probabilidad de que salga 5?

(b) Sile digo que salié un ndmero impar. ;Cudl es la probabilidad de que ese nimero sea 5?

. Laurna A tiene 7 bolas blancas y 3 negras, y la urna B, 5 blancas y 5 negras. Se extrae al azar una bola

de Ay se la coloca en B. A continuacion se extrae al azar una bola de B. Encuentre la probabilidad de
que ambas bolas extraidas sean negras. Sugerencia: En vez de intentar enumerar todas las posibilidades,
es mejor definir los sucesos Ay B como “bola extraida de A es negra” y "bola extraida de B es negra”,
respectivamente. Calcular P(A), P(A|B), y luego obtener P(A () B).

Dos volimenes, V; y V5, que contienen en total N moléculas distinguibles y no interactuantes, se
comunican a través de una abertura. Postule probabilidades razonables, p; y po, de que una dada
molécula esté en V3, o V5, respectivamente. Demuestre que la probabilidad de que en V; haya
exactamente n moléculas estd dada por una binomial,

P(n) = (]Z)p? Py

Dos personas, A y B, juegan a lanzar alternativamente una moneda; gana el primero que obtiene cara.
Si A hace el primer lanzamiento, calcule las probabilidades que tiene cada uno de ganar. (Sugeren-
cia: hay infinitos caminos que llevan a uno u otro ganador y la probabilidad correspondiente puede
obtenerse sumando la probabilidad de cada camino independiente; trate de dar a esta proposicion una
forma rigurosa. Al margen de lo anterior, la simetria del problema permite llegar mas rdpidamente al
resultado: note que luego del primer lanzamiento, si A no gana, a partir del segundo lanzamiento los
roles de A y B se intercambian; formalice esto ultimo y obtenga, en un par de pasos, el resultado.)

El problema del cumpleanos. En un aula hay n personas. Considerando, para simplificar, que todos
los afios tienen 365 dias, que la probabilidad de que una persona cumpla afios un determinado dia es
1/365, y que las fechas de los cumplearios de las n personas son estadisticamente independientes:

(a) (Cuantas personas debe haber en el aula para que la probabilidad p(n) de que al menos dos
cumplan afios el mismo dia supere el 50%? Grafique p(n) con la ayuda de algtin programa.

(b) Una expresion aproximada de p(n) puede obtenerse si se analizan las personas de a pares. i)
Calcule la probabilidad de que un dado par de personas no cumpla afios el mismo dia. ii) Calcule
cudantos pares pueden formarse entre n personas. iii) Si se asume que cada evento de la forma “A
y B no cumplen afios el mismo dia” (al que notaremos como AB), es independiente de todos los
otros, encuentre la probabilidad de que ningtin par de personas cumpla afios el mismo dia, y de
ahi obtenga p,prox(n). (En donde entra la aproximacién? Grafique papox(n) y compare con la
solucion exacta.

(c) En verdad, no todos los eventos de la forma “A y B no cumplen afios el mismo dia” son inde-
pendientes entre si. Para ver eso en un caso sencillo, suponga que hay 3 personas, M, Ly C,y
calcule P(ML,MC,LC), P(ML,MC), PIML|MC)y P(MLIMC, LC).

Falso positivo. Aparece una nueva enfermedad, 100% fatal aunque extremadamente rara, estimidndose
que se da en 1 de cada 1000 millones de personas. Sus sintomas son imperceptibles, hasta que,
eventualmente, la cabeza explota. Por suerte, se descubre un test de diagndstico practicamente infalible:
la probabilidad de que el test falle y dé positivo al ser ensayado en una persona sana es de 1 en un
millén, lo que se conoce como un falso positivo. Existe una probabilidad igual de que el test falle al ser
aplicado a una persona que si tiene la enfermedad.
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(a) Una persona se hace el test y le da positivo. Teniendo en cuenta que el test falla en un caso de cada
un millén, ;debe desahuciarse a la persona o darle alguna esperanza? Concretamente, ;cudl es
la probabilidad de que no tenga la enfermedad? (Sugerencia: el hecho de formular esta pregunta
indica que la respuesta no es “1 en un millén™.)

(b) Si auna persona el test le da negativo, ;cudl es la probabilidad de que si tenga la enfermedad?

(c) Generalice sus resultados para valores arbitrarios de las probabilidades que aparecen como dato
en el enunciado.

14. Probleme des rencontres. Hay n objetos distintos, dispuestos en n lugares diferentes segtin un orden

15.

inicial. Tiene lugar una permutacién al azar de estos objetos. Se pide encontrar la probabilidad p(n)
de que ningtin objeto vuelva a su posicion inicial, asumiendo que todas las permutaciones tienen igual
probabilidad 1/n!. Se trata, en definitiva, de contar el nimero de permutaciones de n elementos que no
dejan ningun elemento en su posicién original. Resulta complicado contar directamente estos casos.
Sin embargo, al igual que en muchos problemas de combinatoria, es mas sencillo encontrar una relacién
de recurrencia y trabajar a partir de ahi.

(a) Demuestre que p(n) satisface la siguiente relacién de recurrencia,
np(n) — (n — p(n — 1) = p(n - 2).

(b) A partir de lo anterior, encuentre p(n) y muestre que p(n) — e~! cuando n — co. Sugerencia:
defina la funcién generatriz F'(x) = ) z"p(n) y transforme la relacién de recurrencia para p en
una ecuacion diferencial para F'. La condicion inicial puede fijarse calculando directamente un
caso sencillo, por ejemplo p(2).

Un complicado problema de combinatoria y probabilidad, que involucra a cuatro pistoleros, y en donde
hay que averiguar cudl es la mejor estrategia que debe seguir cada uno si quiere mantenerse con vida,
es omitido en esta guia. No asi un problema que deriva de aquél, y que traducimos en esta forma:

El problema de los pistoleros daneses. El tltimo pistolero con vida decide, como es natural, celebrar
su triunfo con una fiesta. jAhora tiene tantos amigos! (pues esto suele acontecerle a los ganadores)
que, dejando s6lo lo mas pasable, decide reunir a 111 comensales. Tal como ha escuchado que es de
uso en las recepciones de los embajadores de los mejores paises del mundo, frente a cada silla dispone
una tarjeta con el nombre del invitado correspondiente. Desafortunadamente, hombre de poco roce, el
primer invitado en llegar no nota este detalle y se sienta en un lugar al azar (es decir, puede incluso
ocupar el lugar correcto). Resignados y corteses (hijos de Odin al fin y al cabo), los otros invitados se
sientan en sus lugares correctos, siempre y cuando los encuentren disponibles; caso contrario toman
un lugar desocupado al azar. La pregunta, entonces, es la siguiente: ;cudl es la probabilidad de que
el dltimo invitado en llegar se siente en el lugar que le fue originalmente asignado? La respuesta es
completamente anti intuitiva.

Sugerencia: Los casos simples de 2, 3, 4 invitados pueden analizarse directamente y servir como
base al problema de los 111 invitados. Es interesante también hacer el experimento numérico en la
computadora: en muy pocas lineas puede escribirse un programa que genere el ordenamiento final de
los invitados, cuyo nimero puede variarse; ejecutindolo muchas veces y contando aquellas en que el
ultimo invitado se sienta en el lugar que le corresponde, puede estimarse la probabilidad buscada y su
dependencia con el nimero de invitados.



16. Variables aleatorias. Calcule la media y la varianza de las variables aleatorias descriptas por las
siguientes distribuciones de probabilidad:

(a) Uniforme discreta: P(n) = yreonl <n< N, numeros enteros.

(b) Binomial: P(n) = (¥)p" (1 —p)" ";conn, N € Nyp < 1.

(c) Uniforme continua: f(z) = 1/L;conz € [0, L].
(d) Exponencial: f(x) = \e™**; conz, \ > 0.

. RN
(e) Gaussiana: f(z) = \/#76 202

17. Un borracho estd apoyado en una farola, y empieza a caminar dando pasos de igual longitud hacia
la izquierda o hacia la derecha con igual probabilidad. ;Cudl es la probabilidad de que el hombre se
encuentre otra vez junto a la farola después de dar NV pasos

(a) st NV es par?
(b) si N es impar?
18. Seguimos con el borracho de arriba. Después de dar N pasos, sean n, el nimero de pasos que dio hacia

la derecha y n; el numero de pasos que dio hacia la izquierda, y sea m = ng — n; el desplazamiento
neto hacia la derecha. Calcule (m), (m?), (m3) y (m*).

19. En el juego de la ruleta rusa (no recomendado por los docentes de esta materia), uno introduce una
Unica bala en el tambor de un revélver, dejando las otras cinco recdmaras del tambor vacias. Entonces
uno hace rodar el tambor, apunta a su propia cabeza y aprieta el gatillo.

(a) ¢(Cual es la probabilidad de seguir vivo después de haber jugado N veces al juego?
(b) (Cudl es la probabilidad de sobrevivir a N — 1 vueltas del juego y perder la N-ésima?

(c) (Cual es el nimero medio de veces que un jugador aprieta el gatillo en este macabro juego?

I11. Informacién y Entropia

1. En Teoria de la Informacion, la entropia se define como

S==> p(r)logp(r),

donde p(r) es la probabilidad del estado r, entre M posibles. A mayor entropia mayor es la incer-
tidumbre antes de conocer el estado de un sistema, y entonces mayor es la informacién que se gana al
conocerlo.

(a) Graficar xlogx en el intervalo 0,1. ;Qué pasa con S cuando uno de los estados ocurre con
probabilidad 1?

(b) Demostrar que S es no negativa y que es maxima cuando todos los estados tienen igual probabili-
dad, p(r) = 1/M. Sugerencia: que hay un extremo es facil; demostrar que es un maximo es mas



dificil. Las dos cosas pueden hacerse en un solo paso usando la llamada desigualdad de Jensen,
de la teoria de funciones convexas. Si ¢ es continua y convexa, entonces

1 & 1 &

(Es facil entender esta desigualdad si se piensa a ®(2) como la funcién que define la coordenada y de cierto arco convexo,
con una distribucién de masas unidad sobre el arco y cuyas coordenadas x son las cantidades aj. La desigualdad dice que

el centro de masa estd dentro del arco, lo que es bastante intuitivo; Callen, §17-1.)

. Calcular la entropia para las distribuciones de probabilidad del problema[I6] Note que para las variables
continuas debe reemplazar la sumatoria sobre estados 7 en la definicién de entropia por una integral
sobre el soporte de la variable. En ese caso se la llama “Entropia Diferencial”.

. Principio de Maxima Entropia. Usando multiplicadores de Lagrange, encuentre la distribucién de
probabilidades de Médxima Entropia de una variable aleatoria si conoce

@ (z) =p
(b) (x) = py Var(z) = ((x — p)*) = 0
. Se observa que en un dado cargado el numero 6 sale el doble de veces que el numero 1. No se observa

nada raro para las otras caras. ;Cudles son las probabilidades p,,(1 < m < 6) que maximizan la
entropia? (Ejercico 4h de Balian)



