6ran Canonico .
Hemos visto

Microcanonico (ENV)

Canonico (TNV)

= 2 N,y V, fijos
canonico \
Microcanonico = (N, V., E)
S = klogI'(E) L 1
Supongamos que lo "separamos pero en contacto" en dos
subsistemas caracterizados por
- NHIA(//;IJII),HE(PZ,L]Z) ES(E1+E2) SE+2A
- s -
— V0 Ni#N, =N
e V,+V, =V

con

Ni<< N2
Pero, que es esto?




E<<E,

Esto es el caso que estudiamos al analizar S = 3 E1,E>
que cuyos volumenes asociados en I" "dominan”

Sea | > E»

Lo que nos interesa es un dado estado de 1 (o sea en

dpi dgq, alrededor de pi ¢1), y por lo tanto no nos interesa

el estadode2 +

la probabilidad de dicho estado es « dp, dq, I'2(E-E,) =

p(p1.q1) o« T(E-Ey)

pero el E, relevante es E| y los otros posibles valores son

irrelevantes

*Es decir el estado exacto de 2 sino todos lo compatibles

klogTa(E—E)) = S2(E—Ey) = Sa(E) — E{M] +o..
Ok Er=E
= S2(E) - E\T
Donde T es la temperatura del sistema 2 (el grande)

Entonces es inmediato que

‘ I(E-E)) =~ exp[ Sz/(( exp[f%]‘

por lo tanto
p(p,q) = e PlrD Solo de E!
- L
con = &
El volumen ocupado es _
—
—
—
—
—
— 6

emacroscopica

ovr.n = |

3N 3N
d*pd 49 o-pHp.a)

NI

donde se integra?

- Lok P/ (5. 0)
[ dpdaexp(-H (p.q)

Tomemos en cuenta que:

Entonces: = i [[ A
U= 5 In{| dpdge ]
Por otro lado: \
dA=dU -TdS-&dT =-SdT - PdV Sugiriendo:
(3] = 2]
aT Juy oV s B=1UKT
entonces >

U =A+TS=A—T[%} - 2{1[6]}
oT Jyy oT\T NV In“dpdqe"’”]:—A/kT

3. B




( B=1KT
De lo anterior .... J
In“dpdqe"’*]: —~A/KT
Termodinamica
OV, T) = e P
osead = —kTlogOn(V,T)
A es la energia libre de Helmholtz ~ Que debe cumplir:

i) es extensiva
iiyA4=U-T1S= dA = TdS — PdV - TdS — SdT

Fluctuaciones de la Energia

3N 3N = ,
J.U#e BHp.q) — J. dEw(E)e PE = J' dEe-PEvosalt)
N3N 0 0
= J./ dEe PEPISE) = .[ dEePISw-E)
0 o

donde S es la entropia microcanonica, transformada de
Laplace. Suponemos que es picada en el maximo £ = E

por un lado
L(IS—E) =0 = T5S], 7= 1y =5<0
Entonces bajo la hipotesis U = E, por otro lado
Joally 1
oL NS
de donde Cy > 0
10

Ademas :

T{ﬁ} =1 E=U
OE Jcg

El exponente R
TS(E) — E ~ [TS(E) - E] + +[E - F]“T[%S],,T E
= [TS(V) - U] - $[E - UPT—

Temperaturas
Sea un sistema con dipolos mag. con:

momento magnetico x , en un campo H.

Son particulas localizadas(distinguibles), identicas, no
interactivas y de orientacion libre en ausencia de campos.

E=YE

Tienen dos orientaciones posibles + |
Las energias posibles son —uzHy uzH osea—e€ye
Entonces

N
Ox = (el +eP¢) = [2cosh(Be)]"
la energia libre es

12




‘ A = —NKTIn(2cosh(Be) )‘
de donde podemos calcular
S = ~(£h) = Nk{[In(2 cosh(Be))] - - tanh (5 ) } ‘

U=4+TS
que por lo anterior es
U = —Ne lanh([—,) ‘

-tanh(1/x)
n (2 cosh(z)) — (2] tanh (z TG <
Con x=¢€f
) s b Ahora bien
. Podemos calcular la temperatura como
Por otro lado la energia es
13 14
arctanh( ) .
arcsinhz = In(z + v22 + 1), I
rd
LT = —¢ tanh I(%) arccoshz = In(z + v — Iz + 1), /
. /1 — 12
Recordando : arctanhz = In 1-o = 1ln Lia y V/‘
1-z 2 11—z
. ) _ g 11 -
sinhy = (,‘_7(-’\ cschx = ﬁ = # arceschz = In ( 1+ x—2+ ;) ,
hy - &5 +e™ 8 1 2
e chx = Sy m 1
Eohe 2 SR coshx et +e™ arcsechz = In ( o | —+1+—) s
= " 2y x z T
tanhy = Sinhx _ cothy = <coshx _ Lﬁ‘ +1 1 ett
coshx sinhx e™ -1 arccothz = = In .
2 -1
k1 - b
L _ 7L N Ne—U / ) i I —
T 2e Ne+U :
T o !

Del mismo modo




S _ _NetU ln( Net+UY_ Ne— U, ( Ne— L‘)
Nk 2Ne 2Ne 2Ne 2Ne
r = PG+ - (- P - 5) N
\
-am< 'y |
J I 4 |
] | 2 A
[ —m—t5" {r
I —i |
17 * 18
| s |

Como es el estdo del sistema en U=1y U=-1

T : 1 Unico estado!

K

uNe




Que pasa si \

Distinguibles

No Distinguibles
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Sea ahora....

22

GC

23

Gran Canonico

Sistema :

i)Sea un microcanonico

i) delimitamos una porcion del mismo de volumen V
delimitado por paredes "conductoras"

iii) luego separamos al Volumen V en dos partes mediante
una pared conductora y permeable

T=T =T
V=V, +V,, cte. con V; fijo
N = N\ + N, cte. con N, variable

(recordar...)

24




pensamos en un canonico que separamos en dos

dgdp ;
vy SXPPH(p.q.N)

o1 =

A
, [ dpdp> N
oxrD = | 2 W,

B3NV
V=0

N
7Ty — 1 S BH(p LGN

NI =X vty [ o1 [ dare o

Ni=0

| S~ BH(pa.ga.N2)

RN J.rlpzj“_: dqae
Si fijamos nuestra atencion en el sistema 1 entonces
construimos p(p1,¢1,N,), de todos los termines que
aparecen en Qy fijando py,q1,. Ny =

x| dgy [ dgaepHwianc -1 [expepH(puanN)
f, dar], da PPy Ny) = QN(\/,T)[ P x
exp, ,0,, N
x|:J.dp2J'dq2 p¢ ﬂ'h'l’ip,\z‘ ?2 z)):l
v, 2
Formas de elegir donde reconocemos Qy,(V,T) , entonces
Qua(V.T)
factor de buen conteo »
= AN =NV =V D= ANV = N[ 5= ]
Y Ov.(V2, 1) [ o Plp1q1N) 7“'[%]‘4,
p(P1.qi1.N1) = 0. 1) VN obtenemos
Ay BAN2.V,T)
Entonces [T]\,\: = [T]u; =M,
A Lok = [an = —P , entonces
ZJ.J.(Mm’plpl =1 ["3 ]i—"z [ oFa ]u;
frr AN =NLV=V,T) = AN, V,T) = =N1t + )P (*)
Sabemos que Oy(V,T) = e = ()()Elg _ exp[—f(4s — 4)] donde i y P son los del sistema dominante (ademas esta )

donde (4> — A) = A(N», Vs, T) — AN, V,T) =
= AWV =NV =V1.T) =AWV T) = -Ni[ L& ]\,\w

a4,
7 e

N> S \

dado que
A=U-TS,dA ==SdT — PdV + udN

Si definimos z = ¢/ obtenemos (borramos subindices)

p(p.q.N) =

Z\ e BPV-BH(p.q)
N3N

donde N satisface 0 < N < »

dedonde

(*) Resulta entonces eXp(L(A, — A) = exdﬂN,u)exp(—ﬂPV) 2




Sumando e integrando

Ve BHp.q)

L BPY N) — -
e p(p,,N) = 2L

e””"ijdpdqp(p,q,;\’) =eflV = Z\:z‘ J‘Idpdq—cﬂ_{il;fiﬂ
PPV = ZZ\Q\

N
llamando 3 z¥Qy = 2(z,V,7) = £ = log=(z, V,7)
donde tenemos la EOS
Ademas

Ny =22, _| _| dpdqNp(p.q,N) = #Z\Z‘NQ\ = é; =

N>=zLlogE(z,V, T)

del mismo modo

(E) =~ 102V, T) = U

de donde obtenemos la Termodinamica
= (L), 5= [ dra=U-Ts

Tenemos entonces este conjunto de ecuaciones

PV _
T log=(z,v,T)

(N) :z%IogE(z,v,T)

z=exp(Bu) ®

Fluctuaciones de densidad en el GC
Calculamos la fluctuacion en el numero de particulas
Sea

2y ey ==Y2'Q,

2
= Z‘w [ } = (V) - (V)"

z—lo,\: (z,V, T)*z—

‘ 9
Slogz | _ 1 8 100(S) =
pe /f*/mxiozo g”on?

Reescnblendo la primer ecuacion y recordando la relacion
entre =y la EOS

31

log(=;

a9 19
2,2 10g(E) = ?*' o) =(N?)=(N?)

- L& pgpy— Lyl p_ Tyl
(N —(NY* = 7 C_BPV = +7 (““:P kTV o P
para calcular esta derivada hacemos:

que es u en terminos de a?

A(N-1)-A(N)=-u+PV
a=A(N,.)-AN-1...) asu-pv=

a0
a(V)—ﬂ+V(0V)

a es por particula !

w=alv)- 1% s (a(v) = u—Pv)
P=-Ld=-Lqg;condN,V,T) = Na

32




_ da(v)
v

w=al)—v =
P=—%4=—-La;con AW, V.T) = Na

2
1

2
Queremos calcular 6/12 _m <N2>—<N> ]

Finalmente

(oy ;\)

v

(N?) = (NY?

. KT
= NkTkrlv =y

con N — oo ; (v = cte.)
las fluctuaciones se
vana 0

Con ﬂ = ﬂ:fl‘ﬁ e g ff’_‘“ = La probabilidad de tener N particulas en el GC es
i ov" cH e proporcional a:
cro_ 1 ov 1 (l/i) _ 1 ] ZNON(V,T) = expB[uN — AN, V,T)] = W(N)
ou? vi ocu ¥l ov vl éPioy
i 1
N Ky =
como —+% 1 = K7 ; positivo y supondremos finito v(_f)
(recodemos que , por ejemplo, <= = 0 en el punto ov Que pasa en coexistencia?
critico,[donde mas ?] luego ky — ») =
33 )
Fluctuaciones de energia
ou ou ou oN
kTl 2| =kl | +km S| | E
aT |,v aT |yy ON |, OT 1,
¢ U= k"2 log= a 9 k29 -9
on /= k"o log= N=z—Ih==—In= aT @
a4 0z ou' B
Ademas 2y (B = kT2 fo] con dIn=
-y =[] n U=
H'=pu B
@) - @ = ke, a(44) (20 Entonces:
ON J o\ ou /., 9_0 _1 0
ZE ZE log(=) = ?0712 log(=)

(%), &)
o), (o),

Ademas

ol Ll

e R

36




Fluctuaciones de energia

Con

Ademas <[:'3> e <L>2 A kl:[{"—l/_:l

z,b

E2) —(E) = kT2C, kT(C—L) au
(E%) —(E) v )\an ),

= [ - &3]+ {(?—%)” }z((mw):)

O sea la parte canonica asociada a 7" mas la parte
asociada a u

37

El gas ideal en GC

particulas no localizadas

necesitamos Qv ; Oy =
OV, 1) = VAT)

en un gas ideal
cada particula
esta delocalizada

Ahora Z(z, V,T) = > z"0y = Z# = exp(zVAT)) =

= PV = zVKTRT)

como

N :zilogE:sz(T)
0z

obtenemos
PV = NKT

38

Mas sobre equivalencias

La condicion de equivalencia se realizo bajo la restriccion
que

OP/ov < 0 [ver12]
Sin embargo existen condiciones de 6P/ov = 0

(coexistencia)
En esta region el sistema es heterogeneo

Recordemos que Z(z, V,T) = Z\z‘Q\(V,T) , para ciertos
valoresdez, V, T

39

Las preguntas a responder :

= _ N
-—=Z QN

a) dado z , Existe VN tal que se cumple lo anterior?
b) dado N positivo, Existe = tal que se cumple lo anterior?

Sea un sistema que satisface:

(Condiciones sobre la funcion Q,)

a) potencial de interaccion del tipo carozo duro + rango
finito (dado V existe N maximo, maximo empacamiento)

b) A(N,V) = /—,'logQ,\(V) = #f(v) (escalea con 1)

fv) = +j: dv' BP(v') , con la integral sobre la isoterma

A Temperatura fija.
(a menos de una cte. aditiva)

A=U-TS

dA=dU - T -TdS
dA=TdS-PdV - SIT -TdS=

dA =-PdV 40

10



explVe(v, 2)) = ex;{Vf v) +7|og zj M (gNlogz

=izNQN - =(zV =iexp(\/¢(V/N,z))=iexp(N WiV /N, 2))

¢) f{v)consistente con <L < 0, o cual implica que ((I") <0
e)Av)  cn £ <0, locual implica que i <0
C V)T
CON LAS CONDICIONES a) b) y c) N )
of _ _28 20 op
Notemos que zVQy = zVe #1 = zVe /M) = ZNeMv [m )2 i ) J AVBE :|
Sea ahora ¢(v,z) = flv) + - logz = - logz + +I: av' BP(V')
entonces

CON LAS CONDICIONES a) b) y c)
Notemos que zVQy = zVe P = 2V = VM)

Sea ahora ¢(v,z) = Av) + Llogz = Llogz + L J: av' BP(V")

O sea escribimos = como una Z de exponenciales! 41 42
Tengamos en cuenta que (61)* %%.%%ﬁ/’%
P _ p 1 DI o L.‘ o S auv) 1vollv  dllvavallv

d(v,z) = fv) + +logz = +logz + 4 de\ BP(Y) B g0, 20 o vdvl/xil .
amy? o’ v v
9 (00, ()P0 0. a‘a; 92
expVe(v, 2)) = ex;{Vf (v)+ Iog ZJ N (V)gNlogz o ) f 2“] (o m]
H_/

ZNQN
=(zV)= i NQ, -
N=0

- iexp(\/w(V/N,z)) =iexp(N VIV /N, 2)

O sea escribimos = como una Z de exponenciales!

Con todo esto vemos ahora:

Si se calcula la gran funcion de particion hay que tener en

cuenta que existe un numero maximo de particulas aue se

pueden acomodar en un dado volumen. Luego Ox(V) se

hace 0 cuando se supera el limite. (luego la serie anterior es hasta N, )

=(z, V) debe ser un polinomio en N de grado N¢(V) = aV
para V grande.

Un tal polinomio tendra un termino maximo

Sea ese termino maximo exp[V¢o], entonces

a4

11



exp[Vdo] < = < No(V)exp[Veo]
exp[Veo] < Z < aVexp[Veo]

Entonces, aplicando logaritmo

— logal
do < %log:< %T”er

Entonces con IV — =
L log=( V) = go2) el

con lo que demostramos pregunta a)

(un termino del polinomio) 5

b)

Sea ahora 7 el que corresponde al maximo
Entonces por ser maximo

[«].,=0y[5H] <o (3= )

(“.Z
Pero por la condicion anterior la primera implica la

sequnda!

Entonces ¥ esta determinado unicamente por la derivada
primera.

Entonces usando ¢(v,z) = fv) + L logz

y f(v)= 1 Idv' L£P(V) (sobre la isoterma)
va

46

se puede escribir ¢(7,z) = + J‘r av'BP(Y) + L log:z

Entonces r dv'BP(v') — VP(¥) = —kTlog:z (Por %:Vl\ogz(z,v))

o tambien

[ dvBP) - & - v)P(®)] - viP(F) = —kTlog=

Esto es lo que se muestra en la figura

Luego si ¥ es mayor que el limite de maximo

empacamiento, hay solucion
Para ¥ en la region de coexistencia hay un unico valor de z

(las integrales no varian al movernos en el intervalo) 47

Se demastra _h)

Con las figuras del Huang

Fig. 7.3 z as a function of 7.

[ dv'PW) =@ ~v)P(V)] - v,P(7)

Vo

48




El comportamiento de W(N)

Definicién de W(N)Xproba no normalizada de tener N particulas)

ZNON(V,T) = exp B[uN — AN, V,T)] = W(N)
Que puede ser reescrito como

W(N) = exp[ Vcb(%:) ]

Sea P(v) la forma usual (debajo del punto critico)
Si v esta en la zona de coexistencia P tiene un valor cte P,

En esta region

49

BP, + [j': V' BP(V") — BvPy + logz],L = ¢(v,z) pero esto se puede

reescribir:

#0n2) = Flog () ]+ 87y

Con z definido por v; < ¥ < v,

log(z0) = pviPn) - [ dv' PG

La forma de las curvas de ¢(v,z) se obtiene teniendo en
cuenta que

a) % es continua

50

c

b) % =0= T“’ < 0 = no tiene minimo
c) para z # z, tiene un unico maximo (por ser solucion)
d)L[log(=)] + BP, es decreciente env; < ¥ < v,y siz > z

e)L[log(=)] + Py es crecienteen v; < ¥ < vy siz <z,

51

Entonces se puede dibujar

Dado este comportamiento se puede graficar W(N)
cualitativamente

52
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7>7,
d(v.2)
7=z,
2<z,
\2
A V2 b
53 54
W) W(N)
7>7,
2>z
=12,
z=1z 2<z,
z<z2p
a b c
—
/
v 4 N

55

Gran fluctuacion!

56
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Otra forma de calcular GC

Gran Canonico

Sistema :
i)Sea un microcanonico
ii) delimitamos una porcion del mismo de volumen V
delimitado por paredes "conductoras"y permeables
iii) entonces
E = E| + E», cte. con E; variable
V=V, + V>, cte. con V; fijo
N = N, + N,, cte. con N, variable

(Como hicimos el canonico)
57

Las condiciones del problema:

N < NE < E
Como sugiere el planteo...

Sea Py, probabilidad de encontrar el sistema 1 en un
estado [N, E]

Py o« T2(N=N,E-Ey)

En el marco de las condiciones...

58

log Py, o logla(N = NiL,E - Ey) = logl> (N, E)
" I: ologl' ] (=N + |: ologl :| E) +
Na=N Er=E

ON> OE>

= log (N Ao 1L
~ log"2(NV,E) + kTA\I kTE]

Donde usamos:
as _ as _ u
(T)y;\ - # (F_\>[,_\ =TT
Resulta
Pyp, o« exp(-aN, — BE1)
Observar que 7'y i son las asociadas al "bafio"

59

Luego
exp(—aN| — BE)

Py, = - "
Z\\./,‘ exp(—aN| — BE;)

60




El sistema gran canonico

El analisis se basa en la "construccion" de n "copias" que
satisfacen:

sea ny, el numero de "copias” con {NE,} —

ZVI\‘/_‘ =1

NIE)

Zn\‘,_‘b\ =I]F

NIE,
Zn\‘,“;\"l =nN
NI E

Un conjunto {ny,., } que satisface las condiciones previas
es una posible realizacion de la distribucion de £'s y n's del

sistema
El peso de {ny ; es
n!
(")
En este punto aplicamos lo "usual” ...
La de mayor volumen es:
INE _ _ exp(-BEi —aN)

] Z\v” exp(—BE; —aNy)

Q{nye, =

tal que

61 62
la entropia de Gibbs
con Z"\ JQ{“\H 1} _ <’7\\I_\>
ZQ{”W \}
a'y j se determinan por sea un sistema con X una variable mecanica extensiva
_ > Niexp(=BEi —aN) S = klogI'(£,.X)
N = ] - = ademas kdS = BdE + EdX
2., exp(-BE1 —aNy)
7410* exp(—BE, —aN
5ar 108 2 exp(—PE | ~al) SiX=N=E=—pu
> Evexp(-BEi —aNy) SiX — (V,N) = & — (BP,—fu)
> exp(=BE| —aNy) a ) B
o Sea un sistema equilibrado en el que £y X fluctuan
-2 Jog ZeXp(fﬂEl —aNy) (sistema en contacto con reservorio...), del modo usual se
op obtiene: (para la probabilidad)
63 64
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P, = exp(-BE, - £X.)/©
, con © la normalizacion
© = Y exp(-pE, - &dX,)

v

Entonces los valores medios vienen dados por

(Ey=3Y P/E, = [M] , i Vrepresenta lo no fluctuante

o-p)
_ - _ [ dlog®
«) = Z\'P"/\" N [ a-¢) ] B.Y
entonces
dlog® = —(E)dp — (X)dé

65

Sea ahora

3=k Z P.logP,

Entonces

I = kY Puflog® + BE, + EX,] = klog® + BE) + E())]

v

o sea que tenemos una transformada de legendre que
toma log® y lo lleva a una funcion de (E£),(X)

d3 = Bkd(E) + Ekd(X)

Pero esto = 3 — S (por la relacion termodinamica)

dlog®+ Bd(E) +dB(E) +d&(X) +&d(X)

S=—kY_ PilogPy
Entropia de Gibbs

Si los estados v son equiprobables

S= 7kZP\r logP, = 7k2%log% = klogI'

v
[ terminos

67
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