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Competencia entre
a) termino de orden — interaccion
b) termino de desorden — termino externo estocastico

Definido por

a) estados del spin

b) red sobre la que se define el modelo
C) interacciones entre spnes



Ising

E;{S;‘}* = —& ZS;S_; — HZS;
{if} i

La primer suma se realiza sobre los vecinos inmediatos

una suma de este tipo depende de las caracteristicas de la

red sobre la que se trabaja.

Sea una red regular

Sea y el grado de un nodo = Z_w}_ — yN/2



dimension tipo 4
2 cuadrada 4
3 cubica simple 6
3 cubica body-centered 8

La funcion de particion sera :
Or(H.1) = 3 > .. D exp(-PEKsi})
8 52 Sn

Donde los s; toman los valores +1 o sea que hay 2"
terminos.

De aqui
A(H,T) = —kTlog OQ;(H,T)



Para dos dimensiones se demuestra que se puede tener magnetizacion
espontanea

Para demostrar esto se recurria al analisis de dominios
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Equivalencia de dominios

Dos dominios seran iguales si tienen todos sus atributos iguales:
igual “perimetro”
igual “forma”
igual orientacion
igual “posicion”

Es decir que al superponer dos redes los dominios iguales se superponen
exactamente

Se calculaba N

m(b)

N = Z ZX([?,I')SWJJ

h=4.6.8... i=1



Solucion numerica ecuacion Griffith




Escribimos esto en terminos de variables
convenientes

Sean las siguientes definiciones obvias

N, numero total de spin 1
numero totalde spin | = N- N,

N

N.. numero de pares (11)
N numero de pares (||)
N

N, numero de pares (1))




Si se toma todo nodo + ["up" 0 1]y se traza una linea a
los vecinos — se trazaran y N, lineas

Para cada par (+ +) corresponden 2 lineas
Para cada par (+ —) corresponde 1 linea

Entonces

1 ) ]/i\"r = 2.;'?\"T| | + i\"r "
2) }’f\"r =2N_+ N,
3) h"r| +N_ =N




sumando
4)y(N.+N) =2[Nyy + N+ N |

Expresando todo en terminos de, por ejemplo, N, , N, y N

Expresamos N, N_y N,
de 1) yN. —2N,, = N,

de 3)N. =-N.+N

de 4) yYN2+ N, —yN, =N
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Observar que

Z SfS_ i — \'r | + l-'\:'r — "II\ITI —

iy

= N, + [}fo’E + N, — ]/ﬁ"r| :| — []/}wr — 2N, ]
— 4;"\';. o 2]/;\:{' + ,}/i}\:‘rfaz

Ademas
ZI N = 1"\".7 + — i\"lr — ;'}\"T| — [_;"\"IT| + i'\"lr:| — 2;"\'; + — i'\‘"r

De donde |la energia se escribe

E/(N:i.Ny) = —e{4N = 2yN, + yN/2} = H{2N. - N}
— _Edﬂ'\’rl Pt 2(5]/ — H))‘v — (}/{:/2 — H)\v

de donde



exp[—PAH,T)] = exp[Np(ye/2 — H)] {Z exp[—2(ey — H)]N,

Ny

. {Z g(;‘\ﬁ N .. )exp[ﬁﬂ-ﬁh\"l | J}

}

En el ultimo tactor la suma se hace sobre los valores de
N.. compatibles y g(N.,N,,) es la degeneracion de las
configuraciones.

Esto no se ha resuelto analiticamente sino para
2dimensiones
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Aproximacion de Bragg-Williams

Dadas las configuraciones de Ising, el sistema es descripto en
terminosde N. y V.,

— esta asociado a la densidad de un cuerpo

‘a+_

s estara asociado a correlaciones de 2 cuerpos.

‘~+

Podemos pensar como asociado a propiedades del sistema
en un escala ”Iarga vision global de la red.

Por otro lado —=
O seaa propledades "locales" del sistema.

esta asociado a correlaciones de rango corto.
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En terminos de la analogiacon py p©® ...

Haciendo la siguiente transformacion:

Lo L(L4l) — —1<L<]
_::3 =>(c+1) - -1<o<1

de donde

Ny =X(L+1)

Niw = ==(c+1)

Magnetizacién = L#0 = N, #N/2
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como lz  energia es

Recordando que

> s =2N,-N

De esta forma podemos escribir

> 8 = 4=F 0+ 1) =275 (L + 1) + yN2

= Nyo + Ny —yNL — yN + yN/2

= Nyo — yNL + yN/2 = +Ny(26 - 2L + 1)

2.8 =2N,—N=NL+1)-N=NL

d
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Entonces la energia por spin es

LE(L.o) = —Ley@o-2L+ 1)~ HL

Hasta aqui todo es exacto. L/

La aproximacion de Bragg-Willlams consiste en

Neo o (L)f
Ny2 ~\N

Que Inmediatamente les recuerda ...
De lo cual con —




Ny = %(L + l) h
Ny = i 5+ 1)
| - [L(L+1)]2=L(g+1)j
\, 2 2

Reemplazando en la expresion para la energia
reemplazamos

1 1
Teniamos que : FEI(L,U) == EE;/(ZU- 2L +1)- HL

obtenemos %EI(L,U) =- %Ey(LZ +2/L/-/f-;/é+/ff- HL

1 1 .,
It —E L,U — — ¢ - HL
resulta (L,0) > ' - H

depende solo de L 17



Entonces en esta aproximacion resulta para la energia:

1 1
~ENL.0) = —5eyL? - HL

y por lo tanto

BG(H.T) = Zexp[m(LwL +HL)]

La suma es sobre los{s;} y el sumando solo depende de L y por
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|0 tanto hay que ver el conjunto de s, } que da un dado L

Un dado L determina un valor de N. — &l numero que
buscamos es la r::.antidacl de formas de seleccionar V. de N ©
sea {NV[N,(N-N)!}.

O%“(H.T) = Z”"’ NN =N pr[ﬁ\(—mrih*ﬂi)]

Tomando en el limite de ¥ — « al termino mas grande de la
suma (L), trabajando con el log y aplicando la aprox. Stirling=

log Q0 (H,T) = log {NV[N.!(N — N:)!]} + [,ﬁw(%:yf | HI)]




como N, = ==(L + 1)

log 0¥ (F1.T) = log{N!/[ (%(I 1 )) | (%( [ I)) | ]} N
[ pN(LeyT? + 1T ]

De donde
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log{;’\-’!.-"’l_(%(fnt 1))!(%’(1 —I))!J}

Para el primer termino
de la derecha obtenemos

=NlogN - HNHLHHHlogNHOgHL—HHHH -

10 2 0D 1 2 00
0 - L+170 - L+
I

—/

-HNQ 5 QHlogNHogQ 5

 — —( —
 — | —

—NloghN - NIZ 10g N - NHL+1HlogH 1@-

2 2

f
]

0 2

ogH

]
- v  iog v - NH L1y
0 2 1 2

= logN\-NEﬂiELE - DlogN-

-NHL—HHlog}L-H}-NH-
0 20 0 21

c~
-+
f—
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Reuniendo términos

- log OF(H. T) = _(ﬁ)lﬂg( ;l )_
( L+1)102( fz )
+[p(Le T+ 1T) ]

Entonces |la solucion esta dada por_el maximo, lo calculamos :

[+ 1log O (H.1)] = PleyT + H) - +log( L) -+

+7

— (gﬁﬂf}—lag[ L] =0

=L —/+]




Hay que resolver

3

[ \

Ll _ exp2p(eyT + H)
+

—L +1 /

explx)—exp(—x) exp(2x)—1
tanh(x) = ———L— —

explxj+expl—x) exp(2x)+1

de donde record

L+1=expx)(=L +1)=-expQx)—Lexp(2x
J—L(exp2x)+1) =1 =

exp(2x) — Lexp(2x) — L = 1|= ex

I _ T l—exp(2x) :‘ exp(2x)-1 — I — [H‘Hh(ﬁ(ﬁh}"r + }{)) |

—(exp(2x)+1) expl(2x)+1

SIH=0=

L = tanh(Bey L)
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Tanh(ox)

0 4

-0.2 g
— o=l

-04 v o=l T
——o=0.6

-0.6 ===0=18 ]
— o=10




Asi que hay una secuencia de soluciones dependiendo del

valor de ¢v/kT (en el grafico tomamos los valores 0.5 (negro), 1
(violeta), 2 (verde)

Entonces tenemos que las soluciones son
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N, :%(L +1)

eylkT <1 — L =0 |
_ soluciones
eylkT > 1 — L = Ly.0.—Ly
AN
Definimos entonces \
gy = kT,
de donde
r>T. — L =0

I'<T. — L =Ly0.—-Lg

T. se denomina Temperatura de Curie, para 7" < T. el sistema

es ferromagnetico .



Atencion

_ | A yno NBG
t; = = 1o 0F(H. 1) |

iy
jﬂ o i
/

con

lngQ”“(HT)— (L+l) ( + 1 )_

2

—L + 1 —L + 1

5 )lﬂg( 5 )+
| p(LeyT” + HT
[ﬁ(,{, VT HL)]



Seal <T.=¢ylk,seaT./T=1.5(rojo), 7T./T =2 (verde),
7./T=1.1(azul), T./T = 0.9 (marron)

Entonces : Que soluciones tomamos?



SIH + 0

Enrojocon H # Oyenverdecon H =0
De donde se ve ....
(rotura de la degeneracion!)
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Las correspondientes funciones termodinamicas
son :

a) A segun la ecuacion anteriorcon Lo =0 para?7 > 7. ....

0 7>T.
b) —~M;(0,7) =

s Lo T<T.

- 0 T>T.
C)T L"f(oa T) — |

——¢yLi T < T,

2

30



L = tanh(Bey L)

I‘0
0 > T. L~
- | d 7?2 ' ‘
—sey—=Ly T <1T.
L0§ ______________________________
C/N ] [ PicoenC
kT
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En suma, hicimos

T=d@+) — -l<L<]

i

e —Llo+l) — ~l<o<|

aproximamos

obtenemos

L = tanh(BeyL)

L}
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Bethe-Peierls

aproximadamente

a) mejora a Bragg-Willlams (como veremo/

b) Se trata de representar apropiadamente el efecto del
conjuto de la lattice sobre un "elemento fundamental” del

mIisSmMo

esto ultimo es algo asi como:

33



SeaH=10
Sea una celda fundamental .
Sea s el spin central

Sea P(s,n) la probabilidad de ...

Numero de

s spin central +
P(+l,n) = | n vecinos  + | pares + +
(y —n) vecinos — |pares + -

s spin central -
P(-l,n) = [ n vecinos  + | pares + —
(y —n) vecinos — |pares ——

Para una dada topologia y un dado numero » habra (/)

posibles ordenamientos luego

T~

e(n- (y-n))

= 7 Gexp[fe@n—y)]z"

P(+1,n) = () yexplBetn + (= + n) ")

proponemos




X4

X2

— total=6

A1
2121




donde

¢ €S una normalizacion

z" es una "fugacidad” que representa al resto de los
spines en su efecto sobre la cantidad de spines "+" ...

Del mismo modo
P(-1,n) = 5 (, )exp[Be(-n+ (y —n))]z"
= —(, ) expfBe(2n—y)]z"

Como toda normalizacion se determina por
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S [P(+1,n) + P(~1,n)] =

De donde
=20, (0)[e¥e) et + (ze2he)"eher]

Arreglado las cosas para obtener el binembo y"x” =y"x"x "x" =(yx)"x”""

T
<
Do (n) @e)leter =30 () y'xT = (x+xp)
[{:’ e —I—Z{:"J‘H‘t:&’ ,H::] — [{;’ e —1—2’8"@‘{']‘ y:(zezﬁs)
\_/// X:(e'ﬁ’s)

Entonces resulta
g = [e Be +Z€ﬁg:]3-’ n [Eﬁ;; 4 o ;;if:]:f




Tomando en cuenta las definiciones de Ly o
~=+L+1)y 5 =+(0+1)

A

;:Z; GPLn) = <[e e+ zef ] = (L +1)

A

pues es la proba de tener un + en un dado "nodo"

N, ] Y
"HIZ — 7 Zn—{] HP(+ | ’ ”)

pues es el numero medio de pares "++"

para resolver esto ultimo

y—, O Y |0y —
=2 Yy =y o 2 (Ve =y
= xyy(x(1+y])7"
Con XZEXP(—BS),

 y=zexp(2e)

Entonces
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_ _ Sh| N
— o 5 ,o286) (o Be) 4 ,oBe) )Vt — Naw
Ny/2

xy(x + xy)”!
luego

—zeP (e P + zePe ) :% (o +1)

De donde ¢ y L quedan expresados enterminos dezy 7
y esto es entonces la aproximacion de Bethe-Peierls

I

La interpretacion de ”‘T = ZL_U P(+1,n) es la proba de

encontrar en spin "+" en el centro

Sea ahora -3’ n[P(+1.n) + P(~1,n)] que es la proba de

gue un vecino sea "+" Independiente del valor del spin en el

centro
39



Pero un "centro” es indistinguible de un "vecino”, luego

v
¥

ZP(H,.H) = %Z”[P(“a”) +PE=1n)]

P =0

Recordando que por ejemplo

-

n[P(+1,m)] = 2= 4 () ) exp[Be(2n —y)]z"

oz

Entonces quedara, reemplazando las sumas por lo que ya
calculamos (slides 38y 39)
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P(+l }'?) =7 ( ;; )e}{p[ﬁ:{;(n + (—}/ 4+ ”))]ZH

/ = L()exp[Be(2n—y)]z"

+ —Z P(+l n) = [r:f e 4 zel]" = %(LJFI)

I:{:’ fi::+z€fie:]?f — ;-(L”LI:E fie _Eﬁf:]"' + I:Gﬁ.': + ze ﬁ.s:]l'"}

-

_ Z{[{:’ Be +Z€ﬁ.-:]:«‘ ebe o [e7+ze ;f..s;]:f 1@, ,H.-:}

de donde trivialmente

B [ | + zexp(2p¢) il?

7| Z1 exp(2f¢)

Para calcular L hacemos
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rf

[ 1 +zexpBe) T
| z+exp(2pe)

z(z+e

Y

2V (z+e

ZBe)y—l —

ZBs)y

(1+ze

= (1+ze

—>

ZBe)y—l

ZBs)y



Para calcular L hacemos
L1, Pe 4 -,pe77 — —
—le ¥ +zef ] = =(L+1) =

= [l +2e?] = 27T [z + exp(2fe) ] =

Bey —_—

= T [z4+exp(2Be)]” =

e pe -:-:5'-""'.‘{"] ' [ee+ze "h'J'

— I -_II . 2 N1 —
[1+z¢2Pe]7 +[e2Pe42]7 = [Z + ehp( ﬁ:{,)]

T X

G %(‘L +1) =
PSS
[a"-‘ £ __].

[ =22 _1=z2=1_7
| + =7 | + =°

(Usando resultado para z
slide anterior) 43



Entonces tenemos

[=2-—2_ 1=2=-1_7
1‘1‘;'1 1 .»;'1"

Observar que z=1 = L=0 ademas z=« = L=1

Del mismo modo

— 222 —1
(I +zexp(-2pB¢))(1 +z¥)

O

De esta forma calculamos la energia en ausencia de
campo usando

+Ei(L,0) = —+5y(20 — 2L + 1)




o [ | +zexp(2f¢) ] 1

i~ T -
] z +exp(2fe
Calculamos ahora las soluciones de z p(2p¢)

Sifljlamos ¥ = 4 y jugamos con 23 = 2.3 las soluciones de

son . (la variable es zy es fijo)

/=7
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enlaregion0 <z <1.25 Ny

/ 125t

((1+2.3x)/(x +2.3))°

n2sT

pr=-—-———————

\

El termino de la derecha

va a exp(2Be (y-1)) con z

muy grande de donde si en

1 tiene pendiente >1 tendra que
“bajar”

l+zexp(2fe) ]1' !

Observar g “texp(23¢)

araz:[

a)z = | es siempre solucion
b) si zy es solucion 1/zy tambien lo es

\4
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y—I . y—1 y—1
_ l+zexp(2pe) | l+exp(2fe)iz |- . —+expl(lpe) / .
= [ —hexp(2pe) ] — [ l/z+exp(2fps) :| - [ l+zexp(2pe) ] = 1/z
Clz=1—-L=0z=0—L =1
d) z corresponde a L y 1/z corresponde a —L

z7"—1

1+z”*

L=

Para definir la Temperatura critica nos fijjamos cuando la
pendiente dezenz =1 vale 1

En z=1

. - —exp(2 e y—1 cmexp(2fe) y=2
la pendiente es < [ zexplPe) ] A/(], _ 1)[ L4z exp(2f3e) ] )

cz ohexp(2pe) | z+expl(lpe)
exp(2fie)(zrexp(2fe) )-(T+zexp(2pe))] ( . l) expl2pe)(1+exp(2fe) ) —(1+exp(2pe))
(z+exp(2ps))- 11 v (1+exp(2fe))?

_ (}, B l) (exp(2pe)—1) — ¢

(1+exp(2pe))

( Hay que calcular la derivada segunda ... ) 47



— Slc< | hayunasolasolucionz=1—= L =20

— Slic¢ > 1 hay 3 soluciones pero la de z = 1 la dejamos de
lado por lo mismo que en Bragg-Williams

las soluciones relevantes son z, y 1/zy pero para cada
solucion 1/z¢ hay la inversa en z
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(v B 1) (expl2Bz)-1)
! (1+expi2pe))

Seay =4

2fe =x

(exp(x)-1)
(1+exp(x))

i

00 02 04 05 08 10
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Luego six =09 =¢>1=

e ——

Luegosix =05 =c< 1=
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Entonces imponiendo ¢ = 1 obtenemos la temperatura
critica
(y = D= = 1 = (v = D(exp(2Be) — 1) = (1 + exp(2fe)

(1+exp(2pe))

(7 — Dexp(2Pe) —exp(2Pe) = (y = 1) + 1 = exp(2Pe) = —;

—

51



e
e = Tt =)
De donde
I'>7T. z=1 L=0 o= mp' )
I'<1., z>1 L>0

El calor especifico es

Ci(0,7)/Nk = —¢y do

dL

dl

dl
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Para T>T,

C(0. TY/NK = 2ye? exp(2e/kT)
’ (kT)" (1 + exp(e/kT))”

NosevaaOparal > T.

solo como referencia, la solucion de Onsager es (cerca del
punto critico)

J

269185

kKl . =¢g+2.2 5
|- | +log(4=) - 1-+]

7¢i(0,7) = %(f; )[—log

En terminos de 4L
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Onsager Bethe — Peierls Bragg — Williams
KT /e 2.27 2. 88 +
div. logaritmica pico pico
Specific heat Gy
Therrmadynarnle mit
30 T T T L T
1 ¢ (0,T)
| koI Exact
i A
20 | | w Bethe-Peierls
fo= —— =227 / N
Cy 2sinh 1 A/-Bragg—Wdhams
£ = Ifﬂ =288
1.0
fo=4
> kT
0.a L L S L EU El 52 €
0.0 1.0 20 30 4.0 ~
kT k-I_C/8



En suma, estudiamos

Representamos el resto del sistema por z

I3

1 +zexp(2pe) -]
z +exp(2pe)

Notamos que un centro es lo mismo que un vVeuiniv

]

I

I

(8]
|

L =2

| + = | + =4

Obtuvimos:
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Las soluciones para Ising

&0

&1
E2

1
= ¢,(0,T)

1

= 1 - =227
2sinh 1

=2 _

= 25 =288

=4

A

Exact

o Bethe-Peieris
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