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Resumen

En la seccion 1, vemos los pasos para resolver un problema de estadistica cuantica, y notamos
D

I(a)

la seccién 2, calculamos la funcién de particién y lo que se puede derivar de ella para sistemas

1 En

que suelen aparecer las densidades de estados dadas por leyes de potencias g(e) =

con estadistica cudntica con dicha densidad de estados, ya sean fermiones o bosones (sélo que las
cuentas en ésta seccion, a pesar de ser validas para fermiones a cualquier temperatura, sélo serdn
vélidas para bosones a temperaturas mayores a una cierta temperatura critica T¢), y vemos que
pasa en el limite de temperaturas altas. En la seccién 3, estudiamos el limite a temperaturas
bajas de un sistema fermidnico. En la seccion 4, estudiamos sistemas bosénicos a cualquier
temperatura, en particular vemos que pasa a temperaturas bajas y porqué las cuentas de la
seccion 2 no son validas. Hay dos apéndices con més temas, uno para entender la estadistica
de Boltzmann que surge del conteo correcto de Boltzmann, y otro para las propiedades de las
integrales de Fermi y Bose que son muy importantes para el apunte. Y hay un ultimo apéndice

con ejercicios que sugerimos hacer para entender mejor los sistemas fermiénicos y bosoénicos.
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1. Densidades de estados dadas por leyes de poten-

clas

A la hora de resolver un problema de estadistica cudntica, en general hay dos partes

muy diferentes:

1. Calcular la densidad de estados g(¢) que corresponde al problema. En la
expresién de g(¢) estd contenida toda la dindmica del problema, es el inico

lugar en el que se utiliza el Hamiltoniano y los niveles de energia del problema.

2. A partir de la expresién obtenida de g(e), calcular el logaritmo de la funcién
de particion In Zgc y a partir de las derivadas de In Zg¢ calcular U, N y
a partir de éstas expresiones calcular u(7,V,N), Cy(T,V,N), p(T,V, N) etcétera

(calcular lo que pida el enunciado).

Para la primer parte, obtener la densidad de estados g(€), hay que plantear que ésta es tal

que:

€max

> o) = [ deg(f(0) M

i € estados €min
donde g(¢) es la densidad de estados (es decir g(€)de es la cantidad de estados con energia entre
€y €+ de), y se integra sobre las posibles energias de los estados monoparticulares. Notar que
g(€) tiene unidades de [¢] 7.

El célculo de la densidad de estados, excepto casos particulares, no depende de
si se tiene un sistema de fermiones o bosones. Como veremos en la seccion 4, en caso
de que se tengan bosones a temperaturas lo suficientemente bajas, hay que sumarle algo a la
anterior expresion para ser valida. Y por otro lado, si se tienen niveles de energia discretos, tal
vez haya que aproximar una integral por una sumatoria y tal vez sea necesario incluir términos
de correccion a ésta aproximacién con la férmula de Euler-Maclaurin.

En general, suele ocurrir que la densidad de estados del sistema posee la forma

de una ley de potencias, y que el intervalo de posibles energias es [0, c0):

et (2)

donde D > 0 es una constante real positiva, y @ > 0 es también una constante positiva.
Se definieron dichas constantes por convencién, de forma que el exponente de la energia sea
& =a—1> -1y la constante que multiplique a ¢* = €' sea D = D/T'(a) > 0 (como se
puede ver en la anterior expresién). Como la densidad de estados g(¢) no depende de la

temperatura ni de la fugacidad (ya que no aparecen en la ecuacién 1), entonces D, o son



constantes respecto de € y también respecto de 3, z. Notar que « es adimensional y que D tiene
unidades de [e] 7.

En general, suele ocurrir que la constante D depende del volumen V' del sistema, més que
nada si la energfa no depende de la posicién ¢, y al integrar [ d%q =V se obtiene el volumen.

En la préxima subseccién, vamos a ver un caso particular muy relevante en el que la densidad
de estados posee ésta forma: Un gas ideal en d dimensiones. Otro caso particular muy relevante en
el que la densidad de estados posee ésta forma, es el de un oscilador armoénico en d dimensiones,
y pueden intentar obtener ustedes la densidad de estados que corresponde al problema (aunque
sea para d = 1 o d = 3, o si quieren hacerlo en general adelante).

Como la densidad de estados suele tener esa forma en los ejercicios de las guias de estadistica
cudntica, lo que haremos a partir de la seccién 2 es analizar la parte 2 del problema suponiendo

que la densidad de estados del problema es 2.

1.1. Gas ideal en d dimensiones

Sea un gas ideal en d dimensiones formado por particulas de spin s y masa m, con energia

e = 7%/ 2m):

dgddp 2 ’_:/sg;f—‘:‘v 5
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= 9hd r7(Td 72) (2m)*/? /0 de e¥?71 f(e) = /0 de F?d/2) (Z;”) 21 £ (o)

= gai1(e)

(3)
donde en el primer renglén se integré y sumo en las variables ¢, s de las cuales la energia

no depende; en el segundo renglén se realizé un cambio de variable a coordenadas esféricas

(p, 01, ,04-1), vy se integr6 en las d — 1 coordenadas angulares, obteniendo como resultado la
omd/2
superficie de una (d — 1)—esfera S9~! de radio 1: /dd_19 = Q1 = % L' en el tercer

renglén se realizé el cambio de variable p — €(p) = p?/(2m) con pdp = mde; y en el cuarto
renglén se identificé finalmente la densidad de estados ggr(€) correspondiente al gas ideal en d

dimensiones.

Ver https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Volume_and_surface_area


https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Volume_and_surface_area

Luego:
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2. Calculo de la funcion de particion y sus derivacio-

nes en estadistica cuantica

Consideremos un sistema de fermiones (particulas con spin semi-impar s = k+1/2 =
(2k +1)/2 con k € Ny) o de bosones (particulas con spin entero s € Np) que posee
ciertos niveles {i} de energia {¢;}. Para hablar en general de ambos a la vez, diremos que es un
sistema con estadistica cuantica. Podemos estudiarlo con el ensamble gran candnico
si pensamos al sistema como un conjunto de celdas {i} que se corresponden con
los posibles estados monoparticulares del sistema (que son distinguibles, pero no
son idénticos pues los estados pueden poseer energias distintas). Es decir, la celda/estado
monoparticular ¢ posee n; particulas en dicho estado monoparticular, cada una de ellas con la
energia ¢; que corresponde a dicho estado. Luego, dar un microestado del sistema consiste
en especificar el nimero de particulas n; que hay en cada estado monoparticular ¢
(es decir, el niimero de particulas n; que poseen estado monoparticular 7).

Al hacer ésto trataremos de forma correcta la indistinguibilidad de las particulas,
y no de forma aproximada como se hacia al utilizar el conteo correcto de Boltzmann
(ver apéndice A).

Notemos que para éste ensamble se verifican las suposiciones 1 a 4 mencionadas en la seccién
4.3 del apunte mds sobre ensambles de la gufa 3 ? gracias a que el ntiimero de estados monopar-
ticulares (celdas) es constante, a que dar un microestado del sistema consiste en especificar el
numero de particulas n; que hay en cada estado monoparticular i (con su energia monoparticular
€), a que las magnitudes n;, ¢; de las celdas son no interactuantes, y que no hay vinculos entre
las magnitudes n;, ¢; de las celdas/estados monoparticulares. Y luego notar que éste ensamble
se corresponde con la Ultima aplicacién particular que aparece al final de la seccién 4.3 de dicho
apunte (excepto porque no se verifica la suposicién 5, pues los estados monoparticulares/celdas
no son idénticos). Entonces, considerando que los estados monoparticulares/celdas son distin-
guibles, podemos factorizar a la funcién de particion en el ensamble gran canénico

utilizando la ecuacién (61) de dicho apunte (valida si las suposiciones 1 a 4 son vélidas, sin que

2Ver http://materias.df.uba.ar/ft3a2020c1/files/2020/04/Maximizaci’C3%B3n-de-entrop%C3/

ADa-e-introducci%C3%B3n-a-ensambles-version2.pdf


http://materias.df.uba.ar/ft3a2020c1/files/2020/04/Maximizaci%C3%B3n-de-entrop%C3%ADa-e-introducci%C3%B3n-a-ensambles-version2.pdf
http://materias.df.uba.ar/ft3a2020c1/files/2020/04/Maximizaci%C3%B3n-de-entrop%C3%ADa-e-introducci%C3%B3n-a-ensambles-version2.pdf

los estados monoparticulares/celdas sean necesariamente idénticos):

Zao = H Z; <= InZgc = Z In Z; (5)

i € estados i € estados

Donde la productoria y la sumatoria es sobre todos los posibles estados monoparticulares (celdas)
del sistema; y Z; es la funcién de particién gran canénica del estado monoparticular ¢, dada por
(considerando que sé6lo es necesario especificar el nimero de particulas n; que poseen estado

monoparticular ¢ para dar el microestado del estado monoparticular/celda 7):

1
Z (6_,8(61'_.“‘))” =1+ e A1 Fermiones

7 = ge—mnei—un) -y (e—mei—u))" — {n=0 1

n —Blei—n) )" -
Z (e ) o Bl Bosones

n=0
(6)
donde se diferenci6 el caso de que el sistema sea fermiénico (en cuyo caso no pueden haber dos
o mas particulas en un estado monoparticular i por el principio de exclusién de Pauli) o
bosénico (en cuyo caso pueden haber cualquier niimero de particulas en un estado monoparti-
cular 7).
En el caso de los bosones, para que no diverga la serie geométrica, es necesario pedir que
e Plei—m ] e ¢ > 1 para todo estado monoparticular i, o equivalentemente que p < €pin
donde €epin es la minima energia de una particula (un estado monoparticular con ésta energia
minima se dice que es fundamental). Se suele definir el cero de energia de forma tal que €y =
0> p. Notar que p <0 < z=¢e" < 1.

Podemos agrupar las anteriores dos ecuaciones en una si tomamos el logaritmo:
InZ; = +1n (1 + ze P4) (7)

donde si el sistema es fermiénico ambos signos son = = +; y si el sistema es bosénico ambos
signos son + = —.

La derivada de ésta ecuacién respecto a z nos da el nimero medio de particulas n; en
el estado monoparticular i:

d(In Z;) ze~Pei 1 1

9z |g 1+ ze—Pei  zlefei £1  eBla—m) £1 ne(ei) ®)

n; =z

Estas funciones son las distribuciones de Fermi-Dirac y Bose-Einstein (si el signo es += = + o
+ = — respectivamente). Para fermiones n; nunca es mayor a 1 (tiene sentido por el principio
de exclusién de Pauli) y para bosones n; puede tomar cualquier valor.

El logaritmo de la funcién de particién In Zo¢ tanto para un sistema de fermiones
como para un sistema de bosones con una cierta densidad de estados g(¢) es:

InZge = Z InZ; = Z +1n(1 + ze Plestado i) = /de g(e) (i In(1+ z6_66)> 9)

i € estados i € estados



Donde la tultima igualdad de la anterior expresién (y todos los desarrollos que se deriven de
ella en la presente seccién) es valida para fermiones a cualquier temperatura, y para bosones a
temperaturas lo suficientemente altas. En la seccién 4 veremos que dicha ecuacién no es valida
para bosones a temperaturas bajas, y veremos qué hay que anadir a la anterior ecuacién (y
luego a todos los desarrollos que se deriven de ella) para que sea vialida. Por ahora vamos a
omitir el andlisis de dicho caso por razones pedagoégicas, y asumiremos que estamos estudiando
fermiones a cualquier temperatura o bosones a temperaturas lo suficientemente altas, de forma
que la anterior ecuacién sea valida.

Supongamos que la densidad de estados de nuestro problema (en la cual esta
contenida toda la dindmica) es de la forma:

D

g(e) = m

et (10)
donde D es una constante real positiva, y a > 0 es también una constante positiva. Se definieron
dichas constantes por convencion, de forma que el exponente de la energia sea a—1 y la constante
que multiplique a ¢*~! sea D/I'(«) (como se puede ver en la anterior expresién). Como la

densidad de estados g(e) no depende de la temperatura ni de la fugacidad, entonces D, « son

constantes respecto de € y también respecto de 3, z.

D
Si evaluamos en la anterior expresién en la densidad de estados g(e¢) = I )ea_l,

«@

considerando que el intervalo de posibles energias es [0, oo]:
=0
0o D e 0 0o a (_ 4 e Be
InZge = :I:/ de € 1n(1 £ ze 7€) = £+ —— iln(l + zeP€) —/ de (A Eze )
I'(a) Jo INa) | « 0 0 a 14 zeBe

D & € 1 1 o0 % 1
[(a)a /0 e TS Y /0 YT k1 ga far1(?)

= I§+1(2)

(11)

donde se integré por partes en el primer renglén: ff u'(€)v(e)de = u(e)v(e)|z - f: u(e)v'(e)de
(6%

con u(e) = < (cuya derivada es u'(¢) = €*!) y v(e) = In (1 ize_ﬂe) (cuya derivada es

«

—B)(+zePe

V'(e) = (f)i(zfﬁg) ), v se utilizé que el término de borde es nulo ya que u(e = 0)v(e =0) =0

ze
(porque u(e) = €*/a se anula en € = 0 gracias a que a > 0) y ademés l;m u(e)v(e) =

€E— 00
a In <1 + Z€766> . + —Be

lim < n (14 2¢77¢) = 1im g AT B s
E—00 (¥ €—00 e~ =00 2.—a-1 (1 & 26_66 % €—00

0, donde se aplicé L’hopital y se utilizé que una exponencial decae en el infinito mucho mas

rapido que una funcién polinémica (ésto puede verse aplicando sucesivas veces L’hopital a

a+1
7 — 7 6
lim etle=P¢ = lim
€—00 e—oo ePe

a cero); en el segundo renglén se tacharon los signos + del numerador, se pasé dividiendo al

hasta que el grado del polinomio del numerador es menor o igual

7



denominador el término ze~5¢, se utilizé que la funcién Gamma verifica I'(a + 1) = al'(a) y se
definieron las integrales I:*(z) de Fermi y Bose.

Ver apéndice B para ver las definiciones y propiedades de las integrales I:7(z), que si el signo
es = = + se denominan integrales de Fermi y se denotan f,(z), y si el signo es + = — se
denominan integrales de Bose y se denotan g, (z).

Luego, derivando In Zg¢, podemos calcular:

U=- 86 IBQ_H a+1(z)

(12)

Y también, denotando al niimero medio de particulas en el ensamble gran canénico como N y

utilizando la propiedad z(IiEH)’(z) = IF(2) (ver apéndice B):

N=z—— =D — z(I 2)=D — I, (2 13
o2 5 606 ( Oc-‘r].) ( ) 60‘ ( ) ( )
Si dividiésemos éstas dos expresiones, obtendriamos:
u _ lIoiz—H(z) Iaiﬂ(z) I§+1(z)

<— U =oa NkgT

=apV <= pV = NkpT

=« 14
N B IE(z) Iy (2) Ia(2) )
Como la fugacidad z es una cantidad que depende de T, N,V (cuya dependencia
z(T,N,V) estd dada implicitamente por la ecuacién 13), entonces hay que tener en

cuenta ésto en las expresiones de la ecuacién 14.

Luego, si se quiere calcular el Cyy = Ncy = 8—U derivando la expresién U =
oT V.N
Iécﬂ(z) L . 0z
a NkpT — de la ecuacién 14, es necesario tener en cuenta que — £ 0:
I3 (2) or V,N
oU 0 ( IE,(2) Lin(2) 0 (I3a(2)
Cv=Ncy = | =aNkp - | T2 =aNkp | 22417 — | 22
oT |y n oT < IE(z2) VN Ix(2) or \ Ii(z) -
IT . (2) o (IF ,(2) 0z
— aNk a+tl 79 [ lat1 oz
“ ( e o ( 1E(z) | 9T\,
ok () | S QEE) ~ U () 0
I3 (2) (1a ()2 |y N
+ + +
— aNkg Iail(z) _i_T(IojéE(Z))Z _iaJrl(Z)Iafl(z) . %
15 (2) (Ia (2))? T ly.n
I (2) Iy ()54 (2) 0z
= aNk otl 71 Zatl\ ¥/ a"117) 9=
* ( EE) ( IEee ) Torlyy
(15)

# 0 derivando la ecuacién 13 respecto de T a V, N
V,N

0
De hecho, podriamos calcular =




constante:

8 0
0= —— D(kpT)*I= (2 =Dk — (T°I*
a 9z (16)
— 0= — (T°IF(2))| =aT* ' IF()+T* (IF)(2) ==
g | GO
:Z[cx—l(z)
. 0z .
Luego, despejando — de lo anterior, podemos obtener:
oT VN
+
% — _i {ta (Z) (17)
T |y N 2T I, (2)
Reemplazando en la ecuacion 15, obtenemos:
IinG) | (TanG) 1)
C — N — Nk Oé+1 Oé+1
14 Cy (67 B ( I&t(z) < I(:yt( Ii ( )
I () )
= aNk 1) 18
Cy cy Ia+1 Ii( )
—_— == +1 —
Nks  kp C <(a Ve ML

De ésta forma obtuvimos ¢y escrito inicamente en funcién de z. A su vez, z se puede expresar
implicitamente en funcién de T, N,V a partir de la ecuacion 13.

En general, el volumen V del sistema estd dentro de la constante D.

Si utilizamos la inversa (IF)~! de la funcién I} (que existe ya que éstas funciones son
crecientes), podemos despejar explicitamente de la ecuacién 13 a la fugacidad z = z(T, N, V) =

*N
(1)1 <BD> A partir de éste resultado, reemplazando z = z(7T,V, N) podriamos obtener

1
las expresiones de U(T, N,V), de Cy(T,V,N), y también del potencial quimico pu = 3 Inz =
1 1 (BN
(0 (%5))
Podriamos calcular también la entropia del sistema, considerando que el multiplicador de

Lagrange asociado a N en el gran candnico es y = —lnz <= z=¢":

S=kp(InZgc+ BU —In(2)N) = kg (In Zgc + U — In (2)N) (19)

donde, si se reemplaza In Zgo v se escribe a 3, z en funcion de U, N de acuerdo a las ecuaciones
12 y 13, se puede obtener la expresién de S(U, N, V).

Pero, puesto que la funcién inversa (IF)~! de la funcién IF no es agradable, no vamos a
utilizarla en general. Lo que haremos es ver que pasa en la aproximacién de tempera-
turas altas y bajas (con N,V =ctes), donde podemos aproximar las funciones I} (z).
Como mencionamos previamente, el presente andlisis es valido para los fermiones a cualquier
temperatura y para los bosones a temperaturas lo suficientemente altas. Como ya comentamos,

para bosones a temperaturas bajas hay que hacer un analisis distinto que luego lo



veremos en la seccién 4. Entonces, podemos analizar a la vez el limite a tempera-
turas altas de los fermiones y bosones; en cambio el limite a temperaturas bajas lo

tenemos que analizar por separado para fermiones y bosones.

2.1. Aproximacion a temperaturas altas

Tomemos el limite T' — +o0o <= 3 — 07 con N,V =ctes. Para lo cual, veamos como es

la fugacidad z en éste limite, utilizando la ecuacion 13:

*N
T—>+oo<:>5—>0+:If(z):%—>0+<:>z—>o+ (20)

donde se utilizé que I7(z) es creciente con z y que IF(2) ~ z si z — 0F.
Por lo tanto, para tomar el anterior limite, es necesario tomar z — 07. Y ésto implica que

I*(2) ~ z en dicho limite, luego podemos reemplazar ésto ltimo en las expresiones obtenidas:

X, ()~ D 51,1 . (21)

InZgec =D 6104
Esta funcién de particién coincide con la que se obtiene con la estadistica de Bol-
tzmann (ver apéndice A). Por lo tanto, todo lo que se va a obtener va a ser lo
mismo que la estadistica de Boltzmann. De hecho, notar que al aproximar a temperaturas
altas, la funcién de particién no depende del signo 4+ que determina si el sistema es fermiénico
0 bosoénico. Es por ésto que a temperaturas altas los sistemas fermiénicos y bosénicos
se comportan de la misma forma: Como un sistema con estadistica de Boltzmann
(ver apéndice A).

Luego, derivando In Zgc, podemos calcular:

InZ,
U— _ 9(InZac) ~ Do —— =
- % InZge = a kpTlnZge = a (—Q) = a pV
Y también:
d(In Zgce) 1 , 1
N = ~D—z(z)=D — z=InZgc 23
5|, =D e =D (23
Si dividiésemos éstas dos expresiones, obtendriamos:
U «
N:E@U:aNkBT:apV@pV:NkBT (24)

Notar que deducimos la ecuacién de estado del gas ideal pV = NkpT, y también que

U x N]{ZBT.
ou

Si quisieramos calcular el Cy = 57 , tendrfamos que derivar a U(T,V, N) escrito en
V,N

1
funcion de T, V, N. Pero la expresion U = Do« W z estd en funcién de z, que a su vez es una

10



funcién de T, V, N que se puede despejar explicitamente de 96: z = f*N/D. Esta expresion de
B*N/D = aN/ = aNkgT, que es lo mismo

z(T, N, V') se podria reemplazar en U = Do Gt
que se obtuvo al dividir U/N.

Gracias a que en la expresion U = aNkgT no aparece z, ésta es en efecto la expresion
U=U(T,N,V)=aNkgT de U escrita explicitamente en funcién de T, N, V. Luego, a partir
de dicha expresién U(T, V, N) podemos derivarla y obtener la capacidad calorifica Cy y el calor

especifico ¢y = Cy /N por particula a volumen constante:

ou
CV:NCV:87T :Nak:B — CV:OékB (25)
V,N

Vemos en definitiva que ésto es un gas ideal, pues verifica su ecuacion de estado pV = NkgT,
y también que cy = akp =cte (ésto tltimo es puesto que U o NkgT).
También podemos obtener a partir de e’# = z = 2(T,N,V) = f*N/D, deducir la expresién

del potencial quimico:

oy 1 *N N
eﬁu:Z:Z(T,N,V):ﬁD = uzu(T,V,N)=51n<BD >:kBTln<D(k:BT)a>
(26)

En general, el volumen V' del sistema estd dentro de la constante D.

2.2. Caso particular: Gas ideal en d dimensiones

Recordando la densidad de estados del gas ideal en d dimensiones (ver ecuacién 4) posee la

forma de una ley de potencias:

. 2 d/2 D oGy = d/2
gar(e) = 2220 (Z;”) = s = (27)

I(d/2 2rm \ ¥/
( / ) D¢gr =g,V <h2>

podemos calcular el logaritmo de la funciéon de particion:

1. 2rm\¥?* 1
In ZGC == DG] BOCGI IaG1+1(z) = gsv h2 ,Bd/2 Id/2+1(z>

27rm \ ¥/ I ormkpT \* "
=9V | 73 Lgjp1(2) = g5V 2 Igj541(2) (28)
h?p h
=1
Vv

_ +
= 9s3d Id/2+l(z)

donde se evalué en la ecuacion 11 la densidad de estados del gas ideal en d dimensiones con

B2
Dgr,agr- Y se definié la longitud de onda térmica del sistema A = | ——— =
2rmkgT

h2j3
2mm
depende de la temperatura A = A(T) = A(B) (y de constantes que no son variables termo-

, se denomina de esa forma pues es una cantidad con unidades de longitud que sélo

dindmicas).
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Luego, derivando In Zg¢, podemos calcular:

d(In Zae) 1 2em\¥*d 1
U=- N ) = Dgragr Bacrtl Loi11(2) = gsV h2 §5d/2+1 Id/2+1(z> (29)
a2 v d/2 d d d

= ggs)\d di/gﬂ(z) =3 InZgc =5 kpTInZgc = 5 (-Q) = 5PV

Y también:
d(In Zgc) 1 1 v

N = 5, = D¢ Focr AIE )'(2) = Der Bacr IE. (2) = 9sya I;t/Q(Z) (30)
Si dividiésemos éstas dos expresiones, obtendriamos:

U _d/2154(2) d Lin(z) _d I ()

—="-2= < U= - NkpT -© =_ pV <= pV = NkpT = 31

N B Ii(z) 2 B Ix(2) 2 P b B I3 (2) (81)

Podemos rescribir la ecuacion 30, despejando I;[/Z(z) y definiendo el volumen por particula
v=V/N, como:
1 XY

Iy(2) = 7 v (32)

Por supuesto, si tomamos el limite a temperaturas altas, obtenemos la ecuacién de estado

del gas ideal y la ecuacién de energia:
d
T 00 = pV =NkgT y U:§Nk:BT (33)

Notar que la tultima ecuacion es precisamente lo que se espera de acuerdo al teorema de equipar-
ticién. Esto tiene sentido pues a temperaturas altas el sistema se vuelve clasico, con estadistica

de Boltzmann.

3. Sistema fermidénico a temperaturas bajas con den-

D
M)

Todo lo realizado en la seccion 2 es valido para fermiones a cualquier temperatura

ea—l

sidad de estado g(¢) =

evaluando en el signo &+ = +, renombrando luego a la funcién f,(z) = I,f(2).
El limite a temperaturas altas realizado en dicha seccién también es valido para fermiones.
Lo que falta realizar es el limite a temperaturas bajas T — 07 <— 3 — +o00
con N,V fijos, para lo cual es clave notar como se comporta la fugacidad z en éste limite

observando la ecuaciéon 13:

N

T—0" <= B—=+o0 = fu(2)=11(2)= = B* =+ <= 2z +c0 (34)
D —~
ﬁvjo ——+00

donde se utilizé que f,(2) = I,5(2) es creciente con z y que f,(2) = I} (2) = +00 <= 2z — +o0.

12



Por lo tanto, para tomar el anterior limite, es necesario tomar z — +o00. Y ésto implica que

en dicho limite podemos aplicar la expansién de Sommerfeld para f,(z) = [/ (2):

nz)” vy —
fu(z) =L (z) = F((11/+)1) <1 + 6((1“);) + (9((1112)_4))
g ([ mew=1) (35)
= iy (g o)

donde se utilizé In z = Su.

Luego podemos reemplazar ésto iltimo en las expresiones obtenidas:

1 1 1 a+1 2 1
anGC:D7[+ (HZ) < WM

Ba ar1(2) ~ @m G (In2)? —1—(’)((1112)—4)) (36)

Luego, derivando In Zg¢, podemos calcular:

d(In Zgc) 1 (lnz)ot? 72 a(a+1) _4
U=- — 7| ~ _— ——2+0((1
o5 .= 5 Targ) T 6 e PO
- % InZge = o kpTn Zae = o (—Q) = a pV’
Y también, utilizando la expansién de Sommerfeld en la expresion 13:
d(In Zgc) 1 1 (Inz)® 72 ala—1) _4
N=z—| =D —I,(z) D — ——— |14+ ——F—~ 1 38
® 0z 5 B (2) fe T'(a+1) + 6 (Inz)? +O(nz)7) ) (38)
Si dividiésemos éstas dos expresiones, obtendriamos:
2 a(a+1 _
U _a Inz <1 T (gﬂZ)Q) +0((In2) 4)) - o I (1 + ~_«a + (’)((lnz)_4)>
N B 2 ala— _ - B 3 2
N  p(a+1) <1 + ?2 (gnz)é) +0((In2) 4)) (a+1) B 3 (Inz)
=
(39)
1
donde se utilizé I'(aw +2) = (a+ 1)I'(a + 1), y se aproximé . i 4 (1+e)(l—e)+0() =
€2

1+ (e1 — €2) + O(€2).

Notemos que en todas las expresiones que obtuvimos, estd presente la fugacidad z que
depende de alguna manera de las variables termodindamicas T, N, V. Entonces para escribir
a las expresiones anteriores explicitamente en términos de T, N,V necesitamos la
expresién de z = z(T,N,V) = PHTNY) s In 2(T,N,V) = Bu(T,N,V) como funcién

de T, N,V, que la podemos despejar de la ecuacién 38. Podemos escribir ésta ultima

G =l (o))

D o 72 a(a—1) 1
T T+’ <1+6 B2 +O<54M4>>

Luego, si en particular evaluamos en T'=0 <= 1/ = 0, obtenemos que las correcciones se

ecuacién como:

(40)

eliminan:

/o
Ne— 2  (WT=0,N,V)* — ep=uT=0,N,V)= (F(O‘“) N>1 (41)



donde se definié la energia de Fermi ¢ como el valor del potencial quimico a tem-
peratura T = 0.
Luego, si se quiere obtener el potencial quimico a temperaturas no nulas T < Tr = ep/kp

pequenas respecto a la denominada temperatura de Fermi Ty = ep/kp:

__ D a 2 ala—1) 1
¥ = T (1 G v+ © (g ) )
D N w2 T? T3
donde se utilizé que ! = FpT = kpT = kT +

Bu(T,V,.N) ~ w(T,V,N) _ p(T=0,V.N)(1+O(T/Tr)) _ er
o(5)- 50 () = s o)
72) " T TO\T2 B(u(T,V.N)2 T2 T3 )

Luego, de la anterior ecuacién se puede despejar p(7, N, V), considerando que Tr =
€

1—e+0O(?) yque (1+¢€)" =1+re+ O(e2):

N <F(a;1) N) " (1 - 7:04(04 - I)IT; +0 (g))l/a (43)

o - Fen(E) o (3)

donde se utilizo la expresion obtenida anteriormente de la energia de Fermi ep.
Ahora bien, a partir de éste resultado p = p(7,N,V) valido si T' < Tr, podemos
obtener la expresién U = U(T,N,V) (a partir de la cual podremos calcular el CYy)

reemplazando la anterior ecuacién en la ecuacién 39 (multiplicada por N):

U(T,N,V) = ———Nu(T,N,V) (1 LT 4+ OB (T, N, V>—4>)

(a+1) 2£)3>> <1+w262a <;{;)2+0<<£>3>>
(

«a 2 T\?
:(a+1)N€F (1—6(()4—1)(1}7) + 0O

=% Nep <1+7T2(a+1)<T>2+O<

(a + 1) 6 Ty
(44)
. , . , U(T =0)
En particular, a temperatura 7' = 0 la energia media por particula es (¢) = -~ -
Q
— €F.
(a+1) F

Para obtener el Cy derivamos la anterior expresion respecto de 7' a N,V constantes (lo

cual lo podemos hacer gracias a que calculamos la expresion p = u(7, N, V') que nos permitié
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expresar U = U(T, N,V)):

oU @ 2 2T T \?
=N — = — 1) == =
Cv=New aT‘NV @+ Tt )T%+O<<TF>)
T T\?

2T T \?
= nto00((F)

U
Finalmente, si reemplazamos U = apV <<= p = P en la expresién 44 obtenida de
o

U(T,N,V):
=1/v
=~ 9 2 3
p(T,N,V):U(T:‘f’V)—(aL) oo <1+ (1) (TF> +o<<TF> )) (46)
=DPr
1 (o)

donde p(T' =0) = pr =

— es la presion de Fermi del sistema.
(a+1) v

Recopilando el comportamiento obtenido para sistemas fermidnicos a temperaturas altas

(ver subseccién 2.1) y bajas (ver presente seccién) de cy(T') y p(T'), podemos graficar dichas

curvas:
cy
P
(\A’B ____________________________
. T
I <Tr 7 I'>1r T T < Tp T, T>T
F I <L Ir F r
cy ~cte-T cy ~ akp = cte p~pr +cte-T? P~ NkgT
v
(a) ¢y en funcién de T a N,V fijos (b) p en funcién de T' a N,V fijos

Figura 1: Se muestra en ambas figuras el comportamiento de ¢y (7') y p(T) a N,V fijos para un

a—1 (

sistema fermidénico con densidad de estados g(e) = € curvas en color azul), se marca en

[(a)
lineas punteadas el comportamiento del sistema si tuviera estadistica de Boltzmann, y se marca en
particular el comportamiento de dichas funciones ¢y (7)) y p(T') tanto para temperaturas altas (color
rojo) como para temperaturas bajas (color verde) respecto de la temperatura de Fermi Tr = € /kp.

Dichos comportamientos se obtuvieron realizando los limites de temperaturas altas (ver subseccién

2.1) y los limites de temperaturas bajas (ver la presente seccién) sobre un sistema fermidénico.

15



3.1. Temperatura cero

También podemos deducir el comportamiento del sistema a T'= 0 considerando
que, evaluando en T'=0 <= = 400 la ecuacién 8 con signo + (pues el sistema es

fermidnico):

1 1 sie<pu(T=0)=ep

n(&)lr—o = n+(@lr-0 = Fmy 7| = = 4 (e)lr—p = O(er—e)

e—p)
+lir—g 0 sie>u(T=0)=ep
donde 0(x) es la funcién theta de Heaviside (funcién escalén).
En consecuencia, utilizando que n(e)|p_, = 0(ep —€), en T' = 0 el ntimero de particulas

debe ser igual a:

N = Z n; = Z 1= /OOO de g(e)ny(e) = /OEF de g(e) (48)

i € estados i € estados
tal que ¢;<ep

Notar que en un sistema fermiénico a temperatura 7' = 0, ocurre que las N particulas
ocupan los estados de menor energia posible de forma tal que no hayan dos particu-
las en un mismo estado. Por lo tanto, como ¢ es la energia maxima que puede poseer
una particula a T = 0, ocurre que deben haber precisamente N estados tales que
€; < e, de forma tal que a T'= 0 todas las N particulas ocupen cada uno de éstos
N estados (sin que haya dos particulas en un mismo estado).

Luego, podemos despejar de la anterior ecuacion a ep considerando la densidad de estados

D a—1,
g(E) - F(Oé) € .
r D [ D & D D
N = d - = d a-1_ _—~ = — o _ =
[ 0= ;4 =5 ), = e ¢ rw s ¢

N 1/a
= = (T 1)—
€R < (Oé + ) D)
Lo cual en efecto coincide con lo obtenido anteriormente para ep = ex (N, V).
Luego, podemos también deducir la energia media del sistema a T" = 0 de forma similar:

UT=0)= Z nie; = Z € = /000 deg(e)ny(e)e = /(:F deg(e)e

i € estados i € estados
tal que €;<ep

= D /eF dE Ea = D 6a+1 EF = D @ 6a+1 = @ D 6a+1
L) Jo I(a) a+1], INa)a(a+1) F (a+1DT(a+1) F
a
=——Ne
(a+1) r
(50)
dond tilizé 1 lti N D &
onde se utilizé en el dltimo paso que N = —— ¢
basoq Tla+1)
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Y por ultimo, si utilizamos que U = apV’, podemos obtener la presién de Fermi a T' = 0:

U(T = 0) 1 N 1 ep
pr=p( ) aV a+rt1 VI Tar1 v

(51)

Tanto la presién de Fermi pr como la energia U(T = 0) a T' = 0 coinciden con lo obtenido

anteriormente.

3.2. Caso particular: Gas ideal en d dimensiones

2mm
2

obtener la energia de Fermi que corresponde a un gas ideal en d dimensiones (ver ecuacién 41):

er = <F(O‘GI+1) N> oo (F(d/QH) ( n? )d/2 N) " 2h2 (r(d/2+1) N )2/d

/2
Evaluando lo obtenido anteriormente en agr = d/2 y en Dgr = g5V ( > , podemos

Dar gsV 2mm ™m Js Vv
= 21hi% /m =1/v
(52)

El potencial quimico a temperaturas bajas T' < Tr = €p/kp respecto de la temperatura de

Fermi, es igual a (reemplazando Dgr, agr en la ecuacion 43):

o (Y ) e

donde la energia de Fermi estda dada por la ecuacién 52.
La energia media a temperaturas bajas T' < Tr = €r/kp respecto de la temperatura de

Fermi, es igual a (reemplazando D¢y, agr en la ecuacién 44):

U(T,N,V):(d/cé/il)NeF (1+7§(Z+1> <£>2+0<<£>3>> (54)

donde la energia de Fermi estd dada por la ecuacién 52. En particular, a temperatura T' = 0 la
energfa media por particula es (e) U(T =0 d/2
€ = = €F.

El Cy = Ncy a temperaturas bajas T < Tp = €p/kp respecto de la temperatura de Fermi,

es igual a (reemplazando Dgy, agr en la ecuacion 45):

dn? T T\?
Cy = Ncy =N kp 7T+O<<>>

6 Tr Tr
) (55)
o P o
C = _ _
VTS T T
Finalmente, si reemplazamos U = agipV <= p = v en la expresiéon obtenida de
aGr

U(T,N,V) (con agr = d/2):

=1/v

WV ) =S = G 71\/? 6F (1 5 (5+) @)2 e <<1€)3>>

=DpPr
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1
donde p(T' =0) = pp = (

m %T es la presién de Fermi del sistema.

4. Sistema bosénico con densidad de estado g(¢) =

Consideremos sistemas bosénicos, por lo que el signo es = = — y la integral es la de Bose:
I, (2) = gu(2).

Veamos porque las cuentas realizadas en la seccion 2 no son validas para sistemas
bosénicos a temperaturas lo suficientemente bajas si a > 1:

Si fueran validas, entonces podriamos tomar el limite T — 0% <= S — +oo con N,V fijos

en la ecuacion 13:

N
T—>0+<:>ﬁ—>+oo:>ga(z)zﬁﬁa—>+oo (57)

Esto tltimo es absurdo si a > 1 ya que en dicho caso, la funcién g,(z) no puede tomar valores
arbitrariamente grandes, pues estd acotada por g,(1) = ((«). Ver apéndice B, recordar la

((a) <oo sia>1
siguiente propiedad: g, (1) =

oo sia<l

El absurdo es que si > 1, N = éz Jga(z) < % ((a) = 07 al tomar el limite
T - 0" <= B — 400 con N,V fijos, pero lo anterior a su vez es igual a N que se
deberia mantener constante en el limite y distinto de cero.

Para entender de donde surge éste absurdo, notamos que en el limite T — 07 <=
B — 400 con N,V fijos, el nimero medio de particulas con energia € > € = 0 > u (donde se
asumio que el estado fundamental - de menor energia - posee energia ei, = 0) estd dado por la
ecuacién 8 (evaluando en el signo — pues el sistema es bosénico, y tomando el limite 7" — 0):

1 0 sie>p

nb(€)|T—>0 = n*(€)|T—>O = A( - (58)
efle=n) —1 T—0 :
oo sie=p

Es decir, vemos que en éste limite tiende a no haber particulas con energia estrictamente
mayor a la energia del fundamental e,;; = 0, en cambio se tiende a que todas las N particulas
del sistema posean la energia del estado fundamental ey, = 0 (que es la menor energia posible).

Luego, en éste limite, la contribucion del estado fundamental es muy importante
y no puede ser despreciada de ninguna forma. Notemos que el absurdo se resolveria si se
anade un término Ny a lo anterior que compense ésta diferencia en el limite 7' — 07 <= 3 —

400 con N,V fijos:

D ;
]Y = o ga(2) +No (59)
fijo N—— N
—0t
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Por lo explicado anteriormente, fisicamente el ntimero Ny se debe corresponder al niimero de
particulas en el estado fundamental, pues en el limite T — 0T <= 3 — 400 con N,V
fijos ocurre que todas las N particulas pasan a estar en el estado fundamental.

Este razonamiento nos motiva a anadir la contribucién del estado fundamental

aparte en las sumatorias sobre los estados monoparticulares, pues al aproximar

oo
D
Z fle) ~ / deg(e) f(e) con g(e) = T ¢*~! para cualquier funcién f (que es
i € estados 0 (Ot)

un paso clave en la seccién 2), se estd subestimando muchisimo la contribucién del

fundamental. La razén de ésto dltimo es que la integral entre 0 e co daria practicamente lo
mismo que entre €; y co para un cierto 0 < ¢; < 1, entonces la contribucién de las energias
entre 0 y €; < 1 es despreciable; pero en el limite ' — 0T <= 8 — 400 la contribucién de la
energia del fundamental €,;, = 0 es clave.

Para anadir la contribucién del fundamental aparte, extraemos su contribucion

de la sumatoria de los estados: °

= g0fo
—_— oS
Z f(eestado 1,) = gO,f(Emin = 0) + Z f(eestado z) >~ .(JO,fO""_/ d69(6)f(6) (60)
i € estados i € estados 0

no fundamentales

Donde se consideré que la degeneracion del estado fundamental es gg, es decir que hay gg estados
con energia €pi, = 0. Si la degeneracion del estado fundamental sélo proviene de la degeneracion
del spin de las particulas, entonces gg = gs = 2s + 1.

Luego, hay que modificar la ecuacién 9 (evaluando en el signo + = —) anadiendo
la contribucién del estado fundamental, lo cual nos dara un nuevo término en

In Zoc que se correspondera con el comportamiento de las particulas en el estado

fundamental:
=In Z()
—_—
InZgc = Z InZ; = Z —1In(1 — ze Peestado i) = —gIn (1 — 2) + Z —1In(1 — ze P%)
i € estados i € estados Zf € destadotsl
no unaamentales
=—goln(l—2)+ /de g(€) (— In(1 — ze_ﬂe))
(61)
D
Si evaluamos en la anterior expresién en la densidad de estados g(€) = T >e°‘_1, considerando
a
que el intervalo de posibles energias es [0, oo]:
o D
InZgo =—goln(l —2)+ / de ——e*7H(=1In(1 — ze759))

1
=—goln(1-2)+D o ga+1(2)

3Equivalentemente, se podria haber afiadido a la densidad de estados un término que sea una delta de Dirac: g(e) —
g(€) + god(€), pero no adoptaremos éste enfoque, sélo aniadiremos explicitamente la contribucién del fundamental en

las sumatorias sobre estados monoparticulares y listo.
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Luego, derivando In Zg¢, podemos calcular:

IInZgc) a

1
UV=-"25 | =P onl)=5

(InZge —InZp) = a kpT(In Zge — go(—In (1 — 2)))

gokpT(—In (1 — 2))

=a(—Q—kpT(—In(1—-2))) =a (pV —gokpT(—In(1 —2))) = a pV (1 - oV

(63)
Notemos que anadir la contribucién del estado fundamental aparte no incide en la
energia media U. Esto tiene sentido pues el estado fundamental posee energia 0, luego su
contribucién no incide en U. Esta ecuacién 63 es la misma que la ecuaciéon 12 obtenida en la
seccién 2. De todos modos, incide en la presién por el término gokpT In (1 — z) pero, como

veremos luego, éste término es despreciable en el limite termodinamico N — co.

Y también:
O(ln Z, z 1 1
N=p MRZGO) 0 p gy (@)= N D ) (6)
z g l1—=z 15} 271 —1 15}
———
= NO
olnZo)| o

es el namero

donde en efecto recuperamos la ecuacién 59, donde Ny = z = —
0z g 21
de particulas que se encuentran en el estado fundamental (con energia minima
€émin = 0). Esta ecuacién difiere de la ecuaciéon 13 obtenida en la seccién 2, pues
la contribucién del término fundamental es apreciable. A partir de ésta ecuacién se

obtendria la expresién de z en funcion de T, N, V.

Prestemos atencion a la ultima ecuacién:

¢ 1 G D 1
N=—P 4D guz) = 1= D 12— g (65)

z7t—1 B N(z=1—-1) N fo <~

= N, < ga(l) - . < ga(l)

= 4V0 = N()/N = fo

. . , No
Donde se definié la fraccion de particulas en el estado fundamental fy, = N =

90

N(z71—1)"

Lo primero que podemos observar es que siempre es valido que (considerando u < 0 <=

z=e Pl <l = 271 -1>0):

90
z71—1

1
N >Ny = <:>271—129N0<:>z = v <1 (66)

<
1+ go/N
Y en el limite termodindmico N — oo tenemos que zpax — 17 . Luego, tomando en dicho

limite termodinamico a zpax = 1, se tienen dos casos:

1. Caso 1: z < zpmax = 1. En éste caso, se tiene que la fraccion de particulas en el estado

fundamental es, en el limite termodindmico N — oo:

_No 90 N
fOZW—m—O (67)
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Graciasa que 2 <1 <= 271 —1#0

Entonces la fraccién de particulas en el estado fundamental resulta despreciable,

y en consecuencia se puede despreciar:
1
N~D @ 9a(?) (68)

Puesto que g, es una funcién creciente, entonces z < 1 <= g¢4(2) < ga(l) y luego,
considerando la ecuacién anterior, pedir la condiciéon z < 1 de éste caso es equivalente a

pedir:

1/a
b < oot = 1 = N<D61aga(1):Dga(l) (hpT)* = T > le (ngj(l)> "
(69)
donde se definié la temperatura critica 7¢. Notar que T = T¢(N, V'), considerando
que D puede llegar a depender de V. Notar también que si o > 1 la temperatura
critica T es no nula pues g,(1) = ((a) < oo; y si a < 1 se tiene que T = 0
pues ¢,(1) = oo, en cuyo caso siempre nos encontraremos en el caso 1 para

temperaturas T > 0.

Si D = D(V), se puede traducir la anterior condicién a:

N
2<1l <= T>Tc <= D{V)ga(1l) (kgT)* >N <= D(V)> ——————— = Dc = D(Vo)
9a(1) (kpT)"
(70)
In Z, kpT(—1In(1—
Por otro lado, como z < 1 = 1—z # 0, se tiene que el término nZo _ gofB (—In( 2))
InZgc pV

de la ecuacién 63 es despreciable en el limite termodindmico (pues el volumen V' es una

cantidad extensiva):
D
U= awgaﬂ(z) ~akpTInZgo =a(—0) =apV (71)

En consecuencia, como la ecuacién 71 es la misma que la ecuaciéon 12 y la ecuaciéon 68
(vdlida si z <1 <= T > T¢) es la misma que la ecuacién 13, todo lo realizado en la
seccién 2 es valido para sistemas bosénicos que se encuentren en el caso 1: Si
z <1 <= T > T¢. En particular, el Cyy = Ncy y la presiéon p = p(T, N, V') en éste caso
es el mismo que el obtenido en la seccién 2: Ver ecuacién 18 para el Cyy = Ncy y ecuacién
14 para p.

Notemos que en éste caso, no se puede tomar el limite de temperaturas bajas (con N,V
fijos) pues al hacerlo ya no resulta valido que T' > T¢. En cambio, si se puede tomar el

limite a temperaturas altas, y se obtiene lo mismo que se obtiene en la subseccién 2.1.

.Caso0 2: z=2Max = 1 = T < T¢. Esta equivalencia es vélida por lo obtenido en

el caso anterior: z < 1 <= T > T¢, y porque no es posible tener z > 1. Se asume
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a > 1 para que T > 0. En caso de que D = D(V), la anterior condicién es equivalente
aD(V) < Dc=D(Vp).

En éste caso, la fraccion de particulas en el estado fundamental ya no es despre-
ciable pues 2! —1 = 0. Debido a ésto ltimo, si el sistema bosénico se encuentra en éste

caso, se dice que es un condensado de Bose-Einstein. Podemos calcular dicha fraccion

Ccomao:
No D1 Dga(1) T\
0 g P )y =1 — keI e (2 72
=% N gadall) BTN Te (72)
_ T
C

Recordar que: Si a > 1 la temperatura critica T es no nula pues go(1) = ((a) < o0,
y luego en éste caso hay condensado de Bose-Einstein para temperaturas no nulas; y si
a < 1 se tiene que T = 0 pues go(1) = 0o, en cuyo caso siempre nos encontraremos en el
caso 1 para temperaturas T > 0, luego en éste caso no hay condensado de Bose-Einstein

para temperaturas no nulas.

Vemos en definitiva que para que haya condensado de Bose-Einstein para tempe-
raturas no nulas es necesario y suficiente pedir que a > 1 < T > 0. En éste
caso, hay una fraccién de las N particulas fy muy apreciable en el estado fundamental,
que es mas grande cuanto méas pequena sea T (respecto a T¢). Es por ésto que asumimos

que « > 1 para estudiar éste caso.

Si D depende explicitamente de V', entonces T = T (N, V), y luego la fraccién de particu-
«

T
las en el fundamental fo =1 — <W> se puede escribir en funciéon de T, N, V; y

luego se puede analizar como varia fy al variar T con V, N fijos y también al variar V' con
T fijo.

Consideremos la expresién de la energia 63 en éste caso, con z = 1. Notemos primero que

Ny goz T\¢ . Nfo N (1 - (T/Tc)%)
he¥ = w1 () RN p
In Zy _ kT In Z; _ kgTgoln ((1—2)~") _ kTgo (In (Nfo/go))7 por o tanto en cl
InZgc pV pV p v
In Z Tgo(—In (1 — InN
limite termodinamico N — oo la cantidad ——a0 — FipTgo(—In( ?)) ~ 2
InZgc pV 1%

In N
N — 0 es despreciable. Por lo tanto, podemos aproximar la ecuaciéon 63, considerando

z=1lya+1>1:
D a+1pa+1
U:awgaﬂ(z: 1) = aDEE" T ((a+1) ¥ a kpT'InZgc = o(—N) = apV (73)

Escribiendo a D = D(V), se tiene la expresién de U = U(T, N, V). Y si asumimos que
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a>1 < T # 0, podemos expresar:

Nkp
_’i('afg (a+1) (a+1) !
B ol at1  Cla+1 10‘_ ((a+1 10‘

(74)
Escribiendo a T = Te(N, V) (o a D = D(V)), se tiene la expresién de U = U(T, N, V).
Derivando lo anterior respecto de 7' a N, V' constantes se obtiene el Cyy = Nc¢y (asumiendo

que o > 1 <= T # 0 en los pasos en los que aparece T¢):

_ _ 8£ _ a+l o _ C(a+1) l “
Cy =Ncy = T Nyv—a(a—l—l) ((a+1) DEg T = ala+1) (o) Nkp <TC>
Nkp
(T8
_ Do o _ Clatl), (T\*
= cy =a(a+1) ((a+1) NkBT =oa(a+1) () kp (TC’)

(75)

U
Por ultimo, considerando que U ~ apV <= p =~ P (ver ecuacion 73), podemos obtener
Q@

la presién en éste caso a partir de la expresién obtenida de la energia U en éste caso:

U D C(a+1) NkgT [ T\* ((a+1) NkgTe (T \*™

~_ = k;OHrlTa-‘rl 1) = . — _

prgy Sy i T e ) =TT Ty <TC> (o) v \To
(76)

Recapitulando, obtuvimos lo siguiente:
La temperatura critica del sistema es:
1 N 1/
1 N o\ Ye (> >0 sia>1

To=— (—2 ) ={ks \D¢(a) 77
¢ kp (Dga(l)> ( )

0 sia<1

Si @ > 1 entonces T¢ > 0 y hay condensado de Bose-Einstein a temperaturas no
nulas 7' < T¢. Y si @ <1 entonces T¢ = 0 y no hay condensado de Bose-Einstein a
temperaturas no nulas.

En caso de que D = D(V), siendo D¢ = D(V¢) = , es equivalente pedir

9a(1) (kpT)~
las condiciones:

2<1 <= T>Tc <= D(V)>Dc=D(Vg) < V > V¢ 8)
8

z2=1<«= T<To < D(V)<Dc=DVp) <— V< V¢

donde en la tltima equivalencia se asumié que D = D(V) es estrictamente creciente, y se
tomé Vo = D7Y(D¢). Luego, se puede pensar en atravesar la transicién de fase del

condensado variando T con V constante o también variando V con T constante.
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La fracciéon de particulas en el estado fundamental es:

No 0 siT >T1T,

N (T> $T<T,
Tc

El cambio abrupto en la derivada de fy en T' = T nos dice que hay una transicion de fase
con parametro de orden fj, que debido a que f es continua en T = T y su derivada no,
es una transicién de fase de segundo orden.

Podemos ver un gréfico de fo(T) a N,V fijos en la siguiente figura:

f

T, T

Figura 2: Fraccién de particulas f(T') = fo(T) en el estado fundamental en funcién de 7" a N,V fijos.

La energia media es igual a (asumiendo sélo en el segundo renglén que o > 1 <= T # 0
y utilizando ¢ (oc)Dk%Jrl = NkgT;“, y aplicando el limite termodindmico en el tercer renglén;

ver ecuaciones 71 y 73):

U=« Dk%HTaH Jo+1(2)
_ S+ T\ gani(x) _ Cla+1) TN gasi(2)
=y VR <To> Catl) % gl Vhelo <To> (ot 80

~ % InZge=akpTInZge =a (—Q) =a pV

Ja+1 (Z)
donde m

U
Considerando que U ~ apV <= p =~ v (aplicando el limite termodindmico), podemos
a

en particular esigual a 1 si T < Tp <— z=1.

obtener la presion en éste caso a partir de la expresién obtenida de la energia U en éste caso

(asumiendo sé6lo en la ultima igualdad que o > 1 <= T #0):

U D
= k5T gara(z) =

~ = 81
aV |4 (81)

’ ((a+1) NkpTc < T >a+1 Ga+1(2)

¢(e) 14 To ((a+1)

Jo+1(2)
donde m

en particular esigual a 1 si T < Tp <= z=1.
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Cv _ v,
Nk kg’

<(a+ 0 got1(2) ga(2) > (ot 1) Jga+1(2) (1 _« (9a(2))? > ST > To

Derivando a U respecto de 7' a N,V constantes se obtiene

vo_ 9o (2) D g ~1(2) ) ga(zjz \ a+1 gat1(2)ga-1(2)
kp ala+1) ((a+1) N —a(a—i—l)C(?(;)) <TC> siT <T¢c

(82)

Notar que si & > 1 <= T # 0 (es decir si hay condensado), entonces si tomamos el limite

T—1T 55 de la expresion del caso T > T¢, éste es equivalente a tomar el limite z — 17, y se

obtiene:
Cla+1) a Cla)? '
lim & — o+ ) ey (25T G ) ST (83)
T_>T§ kp a(a+1)w siT<Teo
¢(a)

Los anteriores dos limites coinciden sélo si 1 < a < 2 pues sélo en ese caso: (ga—1(1))~! = 0.
Luego, tenemos que: Si a < 1 entonces T = 0 y no hay condensado; si 1 < a < 2 entonces hay
condensado, y el Cy es continuo en la transicién de fase; y si 2 < « entonces hay condensado,
y el Cy no es continuo en la transicion de fase.

Recopilando el comportamiento obtenido para sistemas bosénicos a temperaturas altas (ver
subseccién 2.1) y bajas (ver presente seccién) de cy(T) y p(T), podemos graficar dichas

curvas:

p
v
akp
: T
1 T o T
T, T <T, T>T
T<T, T>T > T
1 | I— 3 B
' — Crall . NEgT
Cv = cte - T Cy ~ akpg = cte p=cte-T P v
(a) cy en funcién de T a N,V fijos para 1 < a < 2. En (b) p en funcién de T a N,V fijos para todo a > 0

caso de que a > 2, ocurre que cy (T) es discontinua en
Te; y si @ < 1 no hay transicién de fase, y luego no hay

discontinuidad de ¢y ni de su derivada en T..

Figura 3: ¢y(T) y p(T) a N,V fijos para un sistema bosénico.
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Se muestra en ambas figuras el comportamiento de ¢y (T') y p(T) a N, V fijos para un sistema

€*~1 (curvas en color azul), se marca en lineas

bosoénico con densidad de estados g(€) = Fiy)
punteadas el comportamiento del sistema si tuviera estadistica de Boltzmann, y se marca en
particular el comportamiento de dichas funciones ¢y (T') y p(T') tanto para temperaturas altas
respecto a la temperatura critica T, (color rojo) como para temperaturas menores o iguales a
la critica T, (color verde). La figura b es valida para todo « > 0; pero para la figura a se supuso
que 1 < a < 2, de forma que haya una transicién de fase hacia un condensado de Bose-Einstein
(lo cual ocurre si y sélo si a > 1) pero que cy(T") sea continuo en dicha transicién (lo cual
ocurre en 1 < a < 2), pues si tomdbamos a > 2 ocurria que ¢y (T) iba a ser discontinuo en 7,
y si tomabamos « < 1 ni siquiera habia una transicién (podriamos haber explorado los gréficos
cv(T') que corresponden a éstos casos también igual). Dichos comportamientos se obtuvieron
realizando los limites de temperaturas altas (ver subseccién 2.1) y los limites de temperaturas
bajas (ver la presente seccién) sobre un sistema bosénico.

Se pueden comparar éstos graficos cy (1), p(T) de la figura 3 (para sistemas boséni-
cos) con los de la figura 1 (para sistemas fermidnicos) para comparar el comportamiento
fisico de ambos sistemas con distintos tipos de estadistica cudntica: Se observan similitudes
a temperaturas altas en ambos sistemas que se corresponden a su vez con un sistema
con estadistica de Boltzmann; y a temperaturas bajas el comportamiento es muy
distinto en ambos sistemas, pues en un sistema fermidénico hay una presién no nula
pr (de Fermi) a temperatura 7' = 0 debido al principio de exclusién de Pauli (no
todas las particulas pueden estar en el fundamental y deben ser repartidas en los estados de
menor energia sin que haya dos particulas en un mismo estado), y en un sistema bosénico la
presién a T = (0 es nula pues todas las particulas estan en el estado fundamental. Por
otro lado, también en el cy de sistemas bosénicos se observa una discontinuidad en la derivada
del cy respectoa T (sil < a <2)oenel ¢y (sia > 2), que nos muestra la presencia de una
transicién de fase en sistemas bosénicos (con a > 1) que no existe y no observamos

en sistemas fermionicos.

4.1. Caso particular: Gas ideal en d dimensiones

/2
2

Evaluemos lo obtenido anteriormente en agy = d/2 y en Dgr = g5V <Z§n) , conside-
21 kaT

)2
12 > = g,V/A? donde

rando en particular que Dgr~%¢! = Dgr(kpT)*¢! = gV <
A= AT) = () es la longitud de onda térmica del sistema:
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La temperatura critica del sistema es:

2/d id/2>1 2
T B2 ( 1 ( >/ ) (gsvg(d/Q)) >0 sid/2>1 <= d>
1)

= 2mmk sV
B \GsY Jdp2 0 sid/2<1 = d<?2

(84)

Siagr >1 < d/2>1 < d>2 <= d > 3 entonces T > 0 y hay condensado de

Bose-Einstein a temperaturas no nulas 7' < T¢. Y si d < 2 entonces T = 0 y no hay condensado
de Bose-Einstein a temperaturas no nulas.

Notar que, si en la anterior expresién pasamos T¢ dividiendo y el paréntesis lo pasamos

multiplicando al otro lado de la igualdad, obtenemos el cuadrado de la longitud de onda térmica

Ac = A(T¢) evaluada en la temperatura critica:

1
M = (g5 ) = I\t =g, 1) «— g,— = 85
¢ = (9sv gq/2(1)) ¢ = 9sv gasa2(1) g N gan() (85)

De ésta forma, puesto que 1/A% o T%2, se pueden traducir las condiciones que determinan si

estamos o no en el condensado de la forma:

2<1l <= T>T <:>gv> ! (gv> = v>vc(T) = X
c syg > 7y = \Isg cd) = ——=
Ad gd/2(1) Mo gsgd/Q(l) (86)
z=1<+= T <T <:>gv< L (gv> — v<ve(T) = X
AT gaa(1) "o 9s9gas2(1)

Luego, se puede pensar en atravesar la transicién de fase del condensado variando 7' con v = V/N

constante o también variando v = V/N con T' constante.

. T  2rmkgT v 2/d T\ 2
Notar en particular que T = TB(gsv gd/z(l))2/d = (gsﬁ gd/2(1)> = <TC> =
v
gsﬁ 9d/2<1)-

La fraccién de particulas en el estado fundamental es:

. v
0siT>T, — gsﬁgd/2(1)>1 = v >

Jo= T\%? v v v
1—<TC> zl—gsﬁgd/g(l)zl—g 51T§TC<:>gsﬁgd/2(1)§1<:>v§vc
(87)

La energia media, evaluando D¢y, agr en la ecuacién 80, es igual a (asumiendo sélo en el

segundo renglén que d > 3 <= T # 0 y utilizando que Dgr~%¢ = Dgr(kpT)*¢! =

ommkpT \ >
gsV <h23) = QSV/)\d):

d \%4 d v
U= 5 kT gsﬁ 9d/2+1(2) = 5 NkpT gsﬁ 9d/2+1(z)

_d¢(d/2+1) TN gajpr1(2)  dC(d/2+1) TN\Y*™ gajo(2)
=5 (@ T <TC> Cd2r ) "2y heTe (TC> C(d2 1 1)
~ déQ anGC = g ]{BTIHZGC = g (—Q) = g pV

(88)
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gd/2+1(z)

donde m en particular esigual a 1siT <Tg <— z=1.
Considerando que U ~ QpV = p (cl/L2])1/ (aplicando el limite termodindmico),

podemos obtener la presiéon en éste caso a partir de la expresion obtenida de la energia U en

éste caso (asumiendo sélo en la ultima igualdad que d > 3 <= T¢ # 0 y utilizando que

2mmkgT d/2
DgiB~¢1 )V = Dgr(kpT)*¢! |V = gs <B> = gs/A?):

h2
U s C(df2+1) NkgTe [ T\ gaj41(2)
~ = = kT = — —_— 89
PE gy = aa P9 = "o Ty \ ) apry
donde m en particular esigual a 1 si T < Tp <— z=1.

Derivando a la ecuacién obtenida de U respecto de T a N,V constantes se obtiene ]\?l::/ =
v, ?
kg’

d <<d +1> 9a/241(2) d  gaj2(2) > ST >To
cv ) 2\\2 9as2(2) 2 gaja—1(2) (90)

BT e T (1) e

Notar que, por lo razonado al final de la subseccion anterior: Si agr <1 <= d < 2 entonces
Tc = 0 y no hay condensado; si 1 < agy < 2 <= 2<d <4 < d = 3,4 entonces hay
condensado, y el Cy es continuo en la transicién de fase; y si 2 < agr <= d > 5 entonces hay

condensado, y el C'y no es continuo en la transiciéon de fase.

A. Estadistica de Boltzmann

Para ver como queda la funcién de particion Zgc en el ensamble gran candnico de
un sistema de N particulas indistinguibles con estadistica de Boltzmann (es decir,
tratando la indistinguibilidad de forma aproximada con el conteo correcto de Bol-
tzmann), ver ecuacién 70 del apunte mds sobre ensambles de la gufa 3 4. El resultado es el

siguiente:

ZG'C = eZQl < In ZGC = ZQI =z Z eiﬁeestadoi (91)

i € estados

donde )1 es la funcién de particiéon candnica que corresponde a una séla particula.

Luego:
oo
ln ZGC = ZQl =z Z e—ﬁﬁcstadoi — Z/ deg(e)e—ﬁe (92)
i € estados 0
4Ver http://materias.df.uba.ar/ft3a2020c1/files/2020/04/Maximizaci’C3%B3n-de-entrop%C3/

ADa-e-introducci’%C3%B3n-a-ensambles-version2.pdf
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D
Evaluando en g(e) = @e

D /°° g 2D 1 /°° 4 .. D 1 /°° ro!
dee®* e Pe=""— [ dxa*te"=_—"—— [ dvr —— (93
Ta) Jo 5 T Jo FT@ )y © e

Notando que (o) = [~ dw z* e

a—1,

InZago ==

1
InZgc =D 5a z (94)

Luego, derivando In Zg¢, podemos calcular:

U— _ I(InZgc) — Da % »
- % InZge = a kpTln Zae = a (—Q) = a pV
Y también:
d(In Zgc) 1 , 1
N = =D — z2(2) =D — z=InZgc 96
R FORE (96)
Si dividiésemos éstas dos expresiones, obtendriamos:
U 1
NZQB@U:aNk‘BT:apV@pV:NkBT (97)

Notar que deducimos la ecuacién de estado del gas ideal pV = NkpT, y también que

U x Nk’BT

oU
Si quisieramos calcular el Cy = o7 , tendriamos que derivar a U(T,V, N) escrito en
V,N
) ) * = )
funcion de T, V, N. Pero la expresion U = Do ot z esta en funcién z, que a su vez es una

funcién de T, V, N que se puede despejar explicitamente de 96: z = f*N/D. Esta expresion de
B N/D = aN/f = aNkgT, que es lo mismo

z(T, N, V') se podria reemplazar en U = Do ot
que se obtuvo al dividir U/N.

Gracias a que en la expresion U = alNkpT no aparece z, ésta es en efecto la expresiéon
U=U(T,N,V)=aNkgT de U escrita explicitamente en funciéon de 7', N, V. Luego, a partir
de dicha expresion U (T, V, N) podemos derivarla y obtener la capacidad calorifica Cy y el calor

especifico cyy = Cy /N por particula a volumen constante:

ou
CV:NCV:afT :NakB — cV:akB (98)
V,N

Vemos en definitiva que ésto es un gas ideal, pues verifica su ecuacién de estado pV = NkgT,
y también que ¢y = akp =cte (ésto tltimo es puesto que U < NkgT).

También podemos obtener a partir de e®* = z = 2(T, N, V) = 3%N/D, deducir la expresién
del potencial quimico:

BN BN

5 ) =4 (i)
(99)

Pl =2 =2(T,N,V) = 2u:u(T,V,N):;1n<
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En general, el volumen V del sistema estd dentro de la constante D.

Podriamos calcular también la entropia del sistema, considerando que el multiplicador de

Lagrange asociado a N en el gran canénicoes vy = —Ilnz <= z=¢":

S=kp(InZgc+ pU —In(2)N) =kp(InZgc + U —In(z)N)

=kp (N +aN —In(z)N) = kgN <0‘+1_ln <ﬁaN>)

. P (100)
o (s ( () 2)
— kN (a+1—alha— (a+1)InN + In(U°D))

donde se reemplaz6 In Zgc = N, pU = aN <= U/N =«a/f, z = f*N/D y = aN/U. En
efecto, se logré expresar la entropia S = S(U, N, V).

B. Integrales de Fermi y Bose

[oe} v—1
Sea I'(v) = / de T =
0

er

o0
/ dx ¥~ 'e ™ la funcién Gamma ® definida de esa forma para
0
v > 0, que verifica las propiedades: I'(v +1) = vI'(v) y I'(n) = (n—1)! paratodov >0y n € N.

La funcién Gamma se entiende luego como una extensién del factorial (n — 1)! a los ntimeros

reales positivos v > 0 (y mds ain, se puede extender su dominio a casi todo v € C).

Consideremos las funciones definidas por las integrales

) = — /OO a2 (101)
YT W) 2 ler £1

que estan bien definidas para v > 0 y para z > 0 (excepto I, que como veremos luego, esta
sélo bien definida para 0 < z < 1).

Estas son funciones distintas segtun cudl sea el signo 4, que se denotan como:

1 0o xl/—l
2)=I1(2) = =—
fo(z) = 1) (2) /0 d

F(y) X m Integral de Fermi

o g (102)
02 = 1) = s [ e =g

] Integral de Bose
z7le? —

Hay diversas propiedades de éstas funciones que son validas para ambos signos

IF(z) es creciente

(103)
9 + +

(1) = 14 (2) (104)

IF(2) ~ 2+ O(2?) paraz < 1 (105)

En cambio hay otras propiedades que difieren segin cual sea el signo =+:

SVer https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function
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Por un lado, la expansién asintética de f,(z) para z — oo es lo que se conoce como la
aproximacion de Sommerfeld, y es la siguiente:
In z)¥ (v —1) _
= 1+ =D o) 106
) = 1) = s (14 7 S + Ot (106)
Por otro lado, a diferencia de la funcién f,, la funcién g, (z) sélo esté definida para 0 < z < 1.
Y para z = 1 se puede definir:
C(v) siv>1
gv(1) = (107)
oo si0<rv<l
Siendo ((v) la funcién zeta de Riemann °. En cambio, si v < 1, la integral g, (1) diverge a oo.

En particular, ocurre que:
Siv>1 = 0<g,(2) <g,(1) =((v) < (108)

Es decir que si v > 1, la funcién g, (z) no puede tomar valores arbitrariamente grandes, es decir
gv(2) =¥ co. En cambio, si 0 < v < 1, la funcién g, (z) toma valores arbitrariamente grandes (es
decir g,(z) — o0) cuando z — 1.

Las tnicas integrales I}(z) con v > 0 que poseen expresiones en términos de funciones
elementales son las que poseen v = 1:

() =1 (2)=In(1+2) paraz>0ywv >0 (109)

g(z) =1 (2) =—In(1—2) para0>z<lyv>0

Estas integrales se relacionan con lo que se conoce en matematica como el polilogaritmo 7
Li,(z) de la forma:
fu(z2)=If(z) =—-Li,(—2) paraz>0yv >0
) v : (110)

9(2) =1,;(2) =Liy(2) =—f,(—2) para0>z2<1lyv>0

6Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta_function

"Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Polylogarithm#Integral_representations
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C. Ejercicios para practicar

En éste apunte, analizamos un sistema con una densidad de estados genérica dada por una

¢!y en particular analizamos un gas ideal en d dimensiones.

D
ley de potencias g(¢) =
y de p g(€) I'(a)
Para practicar, les sugerimos realizar explicitamente las cuentas realizadas en éste apunte
(para fermiones y/o para bosones segun qué quieran practicar o en qué guia estén) para los

siguientes sistemas fisicos:

1. Un sistema de particulas con spin s en dimensién d, con energia e(p) = & p™ donde & es
simplemente una constante positiva, gs = 2s + 1,d,n son nimeros naturales (mayores o
iguales a 1), y p = ||7]|. Este sistema es el del ejercicio 1 de la guia 5. Por analogfa con el

caso usual, conviene definir una longitud térmica A proporcional a /™.

Si la cuenta general le resulta muy complicada puede primero intentar hacer la cuenta en el
1

caso particular d = 3 (o si quiere en d = 1,2, 4, como guste) con €(p) = 5 p* (es decir un
m

gas ideal de particulas masivas), y comparar lo que obtuvo con lo realizado genéricamente

aqui para d. Es decir, evaluar el caso anterior en £ = 1/(2m) y n = 2.

Y si la cuenta general le resulta muy complicada y si se aburrié del gas ideal, puede primero
intentar hacer la cuenta en el caso particular d = 3 con €(p) = ¢ p (es decir un gas de
particulas ultrarelativistas libres (como fotones) en d = 3 dimensiones). Es decir, evaluar

el caso anterioren { =cyn=1yd=3.

2. Un sistema de particulas con spin s en dimensién d, con la energia de un oscilador arménico
2

- p- 1
clasico €(q,p) = + —mw? @2 conp=|pll y ¢ = |4
2m 2
Si la cuenta general le resulta muy complicada (ésta de hecho es mas complicada que las

anteriores), puede intentar hacer la cuenta sélo para el caso particular d = 3.

Después de hacer la cuenta explicita, pueden comparar las cuentas que obtienen con reem-
plazar las constantes D, « correspondientes a su sistema fisico en las ecuaciones de éste apunte,

pero hagan la cuenta explicita.
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