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Enunciado
Guia 6, problema 8

Una segunda aproximaciéon de campo medio consiste en escribir un hamiltoniano efectivo para dos
espines vecinos, s y Sq, conservando de manera exacta su interacciéon mutua, pero reemplazando los espines
de los otros sitios vecinos por su valor medio s.

(a) Hallar la ecuacién de autoconsistencia para el valor de expectacién 5 y con ella una expresion
para T.. Encontrar (numéricamente si es necesario) el valor de T, para la red cuadrada y comparar con el
resultado exacto y con el obtenido en la aproximacién de campo medio para un solo espin.

(b) Hallar la energia interna y el calor especifico para T' > T...

Comentario sobre la notacién: Para ajustarme al enunciado, uso recurrentemente s para referirme al
valor medio de la orientacién de espin; pero también lo represento como < s > (no confundir esta notacién
para un valor medio con < ij > que significa que 7 y j son primeros vecinos). En este caso no apelo a la

letra m para la magnetizacion del sistema.

Aclaraciones previas

El cédlculo de la magnetizaciéon de un sistema magnético como funcién de la temperatura y del campo
magnético aplicado es en general una tarea ardua, que excepto en algunos pocos modelos en particular, como
el modelo de Ising en 1D, no puede abordarse de manera exacta. En ese caso debemos recurrir a diversas
aproximaciones. La mas importante y probablemente la mas simple se conoce como la aproximacion de
campo medio. Este método excede al modelo de Ising.

JEn qué consiste una aproximacion de campo medio? Basicamente en reemplazar una cantidad fluc-
tuante por su valor medio. Esto puede hacerse de muchas maneras, pero la forma que trataremos nosotros
es la que se conoce como teoria de campo medio de Weiss o teoria de campo medio molecular. jLa veremos
en la forma més simple que podamos!

Para entender un poco mejor en qué consiste esta aproximaciéon, comencemos escribiendo el hamilto-

niano del modelo de Ising (a primeros vecinos):

H = —/LBBZSi —J Z 8iS;, (1)

<ij>
donde pp es el magnetén de Bohr, B el campo magnético y J la constante de acoplamiento. La notacién

< ij > significa que la suma se hace sobre los v primeros vecinos? de la red.

La autorfa estd explicita por cualquier comentario y/o consulta que pueda surgir.
2Este numero no solamente depende de la dimensién, sino también de la geometria.



Figura 1: Representacion grafica del modelo de campo medio usual (Weiss) para el modelo de Ising, ilustrado
para una red cuadrada de espines. Los circulos denotan las interacciones exactas.

Como el sistema tiene simetria discreta de traslacién (ya sea porque es infinito o porque es finito y

sobre él se toman condiciones periddicas de contorno), podemos fijar nuestra atencion sobre un sitio i de

la red, sin pérdida de generalidad; ademas s5; = 5; = 5.
El hamiltoniano asociado al espin s; es:
Hi = —/LBBSZ' —J Z S;S8; (2)
<j>
H; = —upBs; — Js; Z Sj, (3)
<j>

donde < j > denota los primeros vecinos de 1.
Hay distintas aproximaciones que podemos tomar desde aqui. La mas bésica consiste despreciar las

fluctuaciones de todos los vecinos de ¢ como se hizo en el problema 6 de la guia; en ese caso s; ~ 3, y:

<j>
H; ~ —upBs; — Jv s, (5)

donde se usd que el valor medio no depende del sitio y que la suma sobre primeros vecinos de la unidad
no es mas que el nimero de primeros vecinos, 7. Podemos pensar entonces que el espin 7 se encuentra en
presencia de un campo efectivo generado por sus primeros vecinos. Ilustramos la representacion grafica de
esta aproximacion de campo medio -que no es mas que otra presentacion de la teoria de campo medio de

Bragg-Williams- para la red cuadrada en la Figura 1.

Hi = — (upB+ Jv) si (6)
—_———

Bem

En este problema nos dicen que refinemos un poco més esta aproximacion considerando la interac-
cion exacta de dos espines que son primeros vecinos y que despreciemos la fluctuacién de los
demas. De esta forma tenemos que considerar el hamiltoniano no solo del sitio ¢ sino también de solamente

uno de sus vecinos que llamaremos k. Luego:



Figura 2: Representacion grafica del método de campo medio “mejorado” Los circulos representan las
interacciones exactas.

Hy=—ppBs;—Js; Y s;j= —(upB+J |y —1|3) s — Jsisy, (7)
<j> —
Y
B.;
Hy = —ppBsy — Jsi Y si=—(ugB+J | v —1|35) s, — Jsisi, (8)
<G> v
Y
B.;

y el hamiltoniano efectivo para los dos espines ¢ y k estara dado por:

Hep = —Beg(s; + si) — JsiSk, (9)

como se esquematiza en la Figura 2. Notar que no se conté dos veces el término de interaccion Js;s.

iPartamos desde aqui para resolver el problemal

(a) Bajo la aproximacién de campo medio (9), la funcién de particién canénica de una celda da de

interaccion estara dada por:

Zo=Y e PHes) (10)

donde v representa un estado permitido del sistema de dos espines en el bloque de interaccién. En este

caso los estados permitidos y sus energias son explicitamente:

Si | 8 Hy
11 ] 2By
4] 2By—J
D J
LT J

Entonces:



Zo=2e 8 1 P [e2ﬁBef + 6*2/53#} =9 [e*ﬁj + e?/cosh (25Bef)} (11)
Zo =2 {6_’8J + e cosh (28(upB + J’y’E))] (12)

Para hallar el valor medio de la orientacién de espin, s, debemos derivar el logaritmo de la funcién
de particion respecto del multiplicador de Lagrange asociado, —fugB. Notamos ademaés que para que el
modelo sea consistente, el valor medio de cada espin en la celda de interaccion debe coincidir con el valor
medio de los demas espines.

En este caso tendremos:

1 1 9dln(Ze) senh (26(ugB + Jv's))

(51 + 82) = 28up 0B ey cosh (2B(upB + Jv'5)) o

pero si hubiésemos tomado un bloque de ¢ espines hubiésemos tenido que dividir no por 1/2 sino por 1/q

S

1
2

para hallar el de expectacion s.
En (13) encontramos una ecuacién de autoconsistencia para s.
;Podemos tener magnetizacién espontdanea? Para responderlo tomamos B — 0 en (13), de lo cual

resulta

senh (28J7's))
e=287 4 cosh (28J7'S))

s =

= /(5), (14)

y graficamos en conjuntamente la recta y = § y la funcién y = f(5) para distintos valores del pardmetro

adimensional a = gJ = ﬁ En la Figura 2 presento los resultados para la red cuadrada, donde v =

7
4 = ' =3, a alta (linea bordé) y baja (linea azul) temperatura. Se puede observar un cambio cualitativo
de comportamiento al variar el pardmetro (llamado bifurcacién): para temperaturas altas ambas rectas se
intersecan en el cero, lo que implica que la magnetizaciéon es nula; pero a temperaturas suficientemente
bajas, la recta se interseca con la curva y = f(5) en tres puntos. ;Qué ha pasado? A temperatura baja el
sistema se magnetiza espontaneamente, presenta magnetizaciéon a campo magnético nulo, pues la solucién
5 = 0 no se toma en cuenta ya que es inestable.

Para hallar la temperatura critica T, = ﬁ por debajo de la cual el sistema presenta magnetizacion
espontanea, notamos que, cerca de ella, s ~ 0 y por lo tanto los argumentos de las funciones hiperbdlicas

son muy pequenos. Tenemos entonces, que para r < 1,

senh(z) ~ x, (15)

cosh(z) =~ 1, (16)
2B’

! e~20:] 41 (17)

e el 11 = 28,0v (18)

Como nos piden que consideremos la red cuadrada, ' = 3, por lo que debemos resolver numéricamente la
ecuacion siguiente:
e 2P 11 =68, (19)
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Figura 3: Grafico conjunto de y = § contra y = f(s) a campo nulo, bajo distintos dos valores de temperatura,
para una red cuadrada de espines. En bordé alta temperatura y en azul baja temperatura.

Hay muchas maneras de hacerlo, pero la méas sencilla es utilizar los recursos en linea de WolframAlpha?®.

Resulta entonces para la temperatura critica:
B.J ~ 0,265 (20)

Este valor es un poco mejor que el que obtuvimos usando la aproximacion de campo medio para un
espin, f.J = % = i, pero sigue distando bastante del valor exacto §.J = —W%l) ~ 0,44 obtenido por
Onsager en 1944; esto significa que la temperatura critica esta sobreestimada. Esto es tipico de las
teorias de campo medio: no considerar fluctuaciones implica que se sobreestima la tendencia al orden del
sistema. La aproximacion de campo medio funciona mejor a medida que la dimensién es mas alta, ya que
el nimero de coordinacién es mayor (por ejemplo para una red FCC tenemos v = 12).

No debemos desdenar tampoco el procedimiento: en 2D reproducimos la fenomenologia bésica y de

forma sencilla.

(b) Como el enunciado se refiere a una temperatura superior a la temperatura critica del sistema T,
tacitamente nos indican que debemos operar a campo magnético nulo. ;Pero como calculamos lo que nos
piden? Lo mas sencillo es derivar el logaritmo de la funciéon de particién notando que para B=0y T > T,

s = 0. En ese caso tenemos:

Zo=2le P+ eﬁj} =4 cosh(pJ), T > T¢, (21)

3https://www.wolframalpha.com /input/?i=1 %2Bexp %28-2x %29 %3D6x



y por lo tanto?:

_aln(Zc)
op

10U  1dBoU  kpp?

“To9rT 24703 2

U= = —Jtanh(BJ), T > T¢. (22)

ke (JB)?

T sech®(B) = = cosh?(BJ)

. (23)

Si la temperatura es muy alta, i.e. J < kgT', entonces:

kg (J
c~—|—=] . 24
2 </<:BT> (24)
Notamos en primer lugar que ni la energia interna ni el calor especifico son nulos a temperatura mayor

que la critica. Esto discrepa con lo obtenido bajo la aproximaciéon de campo medio usual para un espin.

Recordémoslo:
» Aproximaciéon de campo medio usual

Para calcular la energia interna si bien podriamos derivar el logaritmo de la funciéon de particion, es mas

sencillo trabajar con el hamiltoniano. Tomando su valor medio, tenemos:

U=<H>=—pugBY <s;>—J > <s;55> (25)

Y <ij>

N
U=— NupBs— J%g{ (26)

donde se ha usado que esta aproximacién de campo medio se desprecian las correlaciones (< s;5; >=<
s; >< s; >) y que el nimero de pares de interaccién en una red de N espines es yN/2. A campo nulo,

entonces, se obtiene que:

N —JS?, T < T,
U=—Jg g 2% 27)
2 0 T>T.,
El calor especifico puede calcularse inmediatamente por medio de :
10U  —kp*oU Jys %, T <T,
N oT N 0p 0 T>T,

Si bien podriamos explicitar a forma que tiene la energia interna y el calor especifico a temperatura
menor que la critica, lo importante es percatarnos de que, para temperatura mayor que ésta, ambas can-
tidades son nulas. Esto es debido a que las fluctuaciones se desprecian en este modelo para temperaturas
superiores a la critica, por lo cual el sistema no tendria capacidad para absorber calor. Y mas aun, la teoria
de campo medio predice un salto en el calor especifico a través de la transicion; por lo tanto, ésta es de

segundo orden.

= Volviendo al problema nuestro:

4E1 1/2 que aparece en la expresién del calor especifico es consecuencia de que haya dos espines en el bloque de interaccion.

6



Lo que cambia respecto de la aproximacion de campo medio estandar es que consideramos la interaccién
exacta entre dos espines que forman distintos bloques. jNo despreciamos del todo las correlaciones! Ahora
bien, cuando energia térmica es lo suficientemente alta, muchisimo mayor que la constante de acoplamiento,

las mismas son despreciables tanto la energia interna como el calor especifico son nulos.



